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CONSTRUCTION  DES  POINTS  DOIBLES  EN  PROJECTION  DANS 
L'INTERSECTION  DE  DEUX  SLRFACES  Dl  SECOND  DEGRÉ; 

Par  m.  L.  LEFÉVRE, 

Professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  Jycée  de  Tours. 


Supposons  qu'on  demande  les  points  doubles  en  pro- 
jection horizontale.  On  coupe  les  surfaces  par  le  plan 
vertical  qui  a  pour  trace  la  ligne  L  des  points  doubles, 
on  obtient  deux  coniques  S,  S'  (  '  )  qui  se  coupent  en  quatre 
points  M,  N,  O,  P  situés  sur  deux  cordes  verticales  MjN  , 
OP  dont  les  pieds  sont  les  points  doubles  chercliés  e,  /". 

Nous  allons  indiquer  une  méthode  qui  suppose  seule- 
ment qu'on  sache  construire  les  points  où  les  projections 
des  sections  des  deux  surfaces  par  deux  plans  Q,  Q\ 
choisis  comme  on  voudra,  coupent  la  ligne  I. 

Le  plan  Q  détermine  dans  le  plan  de  la  figure  une 
droite  qui  coupe  S  en  deux  points  A,  A,,  S'  en  B,  Bi  et 
les  cordes  iMN,  OP  en  C,  C,. 

D'après  le  théorème  de  Desargues,  ces  trois  couples 
forment  une  involution  (-),  et  si  on  les  projette  en  a,  a^^ 
Z»,  b^,  e,fsuv  L,  on  a  encore  une  involution  qui  estdé- 


(')  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure  obtenue  dans  ce  plan. 
(^)  Voir  Traité  de  Géométrie  de  MM.  Rouché  et  de  Comberoussc, 
3'  édition,  §  1130. 


(  6  ) 
terminée,  puisf|iie,  [)ar  liypollièse,  on  en   connaît  deux 
roupies   rt,  «,,  If^bt;    supposons   construits    ses  points 
doubles  d^  <^/, ,  les  points  inconnus  e,ydi visent  harmoni- 
quemenl  dd, . 

Le  plan  Q'  fournit  une  seconde  involution  de  points 
doubles  d'^  d\  qui  divisent  e/' liarmoniquement  :  donc 
e  ety  sont  déterminés. 

Remarque.  —  On  devra  s'arranger  de  façon  que  les 
couples  f/,  di ,  d' ,  d\  soient  réels;  pour  cela,  il  suffit  que 
les  segments  an^^  hh^  n'empiètent  pas  l'un  sur  l'autre. 

Il  peut  se  faire  que  les  points  <?,  /"ainsi  construits  soient 
des  points  isolés^  de  la  courbe;  cela  tient  à  ce  que  deux 
coniques  2,  5]'  ont  toujours  un  couple  réel  de  sécantes  : 
il  faudra  cberclier  les  projections  verticales,  ce  qui  est 
nécessaire  si  l'on  veut  avoir  les  tangentes. 

Tracé  graphique. 

Il  s'agit  de  déterminer  trois  fois  les  deux  points  qui 
divisent  barmoniquement  deux  segments  :'  pour  eifectuer 
ces  constructions,  nous  projetons  les  dilférents  points 
de  L  sur  la  circonférence  d'un  cercle  dans  le  plan  de  la 
figure  en  prenant  pour  origine  un  point  quelconque  de 
ce  cercle  [loc  cit.,  §  1119). 

Considérons  par  exemple  deux  cônes  :  nous  prendrons 
deux  des  plans  auxiliaires  passant  par  les  sommets  S  et 
T  et  ayant  déjà  servi  à  obtenir  des  points  m,  n  de  l'in- 
tersection: pour  simplifier  les  constructions,  prenons 
les  deux  plans  limites;  alors  les  deux  points  Z^.Z»,  par 
exemple  sont  confondus  :  ils  forment  donc  l'un  des  points 
doubles  d\  l'autre  point  double  d^  s'obtiendra  en  pre- 
nant le  conjugué  barmonique  de  d  par  rapport  à  aa^. 
Celte  construction  peut  se  faire  sans  le  secours  du  (X^rcle. 
On  déterminera  de  même  un  second  couple  d'd\  et  l'on 


aclièvera  la  conslruclion,  ainsi  que  l'iudiqiu;  la  ligure,  en 
prenant  pour  origine  la  projection  du  sommet  S  de  l'un 
des  cônes. 


Lorsqu'on  connaît  nn  des  deux  points  doubles,  ce  qui 
arrive  lorsqu'il  y  a  un  point  de  rebroussement,  il  suffit, 
pour  avoir  l'autre,  de  déterminer  un  seul  couple  dd , 
et  de  prendre  le  conjugué  harmonique  du  point  connu 
par  rapport  à  ce  couple. 


IVOTE  SllR  m  ARTICLE  DE  M.  BRISSE; 

Par  M.  le  D^  S.   GUNDELFINGER. 


Votre  travail,  que  je  viens  de  recevoir  dans  les  Nou- 
velles annales  de  mai  1882  (p.  193-216),  m'a  intéressé 
au  plus  haut  point,  parce  que  vous  y  traitez  un  sujet 
auquel  je  me  suis  attaché  moi-même  depuis  un  certain 
nombre  d'années^  et  que  j'ai  traité  en  détail  dans  mes 
cours.  Jusqu'ici,  j'ai  malheureusement  été  empêché  de 
publier  les  résultais  de  mes  recherches,  autant  par  des 


(8) 
travaux  d'un  autre  genre,  que  par  le  désir  de  traiter 
toute  la  théorie  des  surfaces  du  second  ordre  dans  un 
Ouvrage  spécial. 

En  raison  de  l'intérêt  que  vous  portez  vous-même  à 
cette  étude,  je  me  permets  de  vous  transmettre  un  court 
extrait  de  mon  manuscrit. 

I.    —   Réduction    des   formules    primitives 

EN     COORDONNÉES    OBLIQUES. 

Comme  vous,  Monsieur,  je  place  aussi  le  point  capital 
de  cette  étude  dans  l'introduction  des  coordonnées  «, 
è,  c  pour  déterminer  une  direction  dans  l'espace  et  je  les 
appelle  les  coordonnées  de  direction.  Par  ce  moyen,  la 
transformation  des  formules  primitives  pour  des  coor- 
données cartésiennes  quelconques  se  fait  de  la  façon  sui- 
vante : 

1 .  Carré  du  rayon  vecteur  (/"-): 

/■2  =  ^2  _j_ j/2  _f_ ^2  ^_  2 xy  cos (a?, jk) -1-  2 3"^  cos {x,  z) H-  lyz  co?<{y,z) 

=   Cl,l«--i-  2Ci,2^J  +.  .  .-1-  C3,3^2=  4-(;r,  J,  z). 

2.  En  déplaçant  le  système  des  coordonnées  parallè- 
lement à  lui-même,  on  obtient,  pour  le  carré  (K')  de  la 
distance  de  deux  points  x,j.,  z  et  Xijj'^i,  ^^i, 

R2=  <ii{xi  —  x,yi-y,zi  —  z). 

3.  Étant  données  deux  directions  par  leurs  coordon- 
nées a^h,c  et  «1,  Z»i,  C|,  on  clicrclie  l'angle  v  qu'elles 
font  entre  elles. 

Dans  le  triangle  formé  par  les  points  «,  />»,  c,  «,,  h^,,  Cj 
et  l'origine  des  coordonnées,  on  a,  d'après  le  u°  î2  et  le 
théorème  de  Pythagore, 

<h{ax  —  a,  hi  ~-  f>.  c^  —  <■)—  i  -  +  i-  —  :>. .  i .  i  cos  v, 


(9) 
c'est-à-dire 

cos(^=  «1  \'y(a)-h-  6il4/'(6)-i-Ci{'|'(c), 

ce  qui  donne,  pour  u  =  90", 

pour  «1  =  I ,  ^1  =  o,  Cl  =  o,  .  .  . , 

cos{x,r)=  j'^'ia), 

cos(^,/-)=  i'Yic). 

4.  Soit  un  plan  à  une  distance  0  de  l'origine,  0  ayant 
pour  coordonnées  de  direction  «,  Z>,  c.  Les  coordonnées 
du  pied  de  la  normale  o  sont  oa,  oè,  oc. 

Si  l'on  appelle  R  la  distance  d'un  point  quelconque 
[Xfj^  ^)  du  plan  à  ce  pied,  et  a',  ^',  cMes  coordonnées  de 
direction  de  la  droite  qui  joint  les  deux  points  (x,j'',  z), 
(oa,  oZ»,  oc),  on  a 

Ra' =  X — oa,     R6'=^  —  ob,     Rc'=^  —  oc; 
d'où 

ou 

x^Y(<^)  +r  2^'(^)-t--H'(c)—  0  =  0, 

pour  l'équation  du  plan. 

On  peut  remplacer  les  coefficients  de  x,  j  ,  z  dans  la 
dernière  équation  par  cos(o,x),  cos(8,j^),  cos(o,z). 
Mais  il  vaut  mieux  cojïseiver  4 '}'(«),  .... 

5.  Inversement,  étant  donnée  une  équation  quelcon- 
que 

kx  -{-  B  V  -i-  C  5  -f-  r/  =  o, 

on  peut,  par  l'introduction  d'un  fact(nir  proportionnel  jjl» 


(    lo   ) 
déterminer  «,  h.  c,  o  par  les  relations  suivantes  : 

Si  l'on  fait 

[sinî(^,  r,  ^)  =  ]  :s  =h(c,,,,c.,2,C3,3)=  D,     — ^  =  D/<, 

on  aura 

Da  =  |[jiW'(A),     DZ^=|ixW'(B),      ..., 


[j.  =  y,/iJ  :  U'(  A,  B,C),  où  [JL  doit  avoir  le  signe  de  —  d. 

6.  Etant  donnés  deux  plans 

Aa;  +  Bj'  -4-  C  5  H-  <5?  =  o,     A'a;-!-  B'j  -1-  G';;  -^d'  =  o, 

on  obtient  leur  angle  par  la  formule 

cost^  =  [jl(A«i-!-B6]-{-  Cci) 

cos(^  =  [ A  I J;'(  Al  )  +  B  f y(  Bi  )  +  G  I  J;'(Gi  )]  : /*î^ 
et 

W   =Di,iA2  +  2D,,2AB-+-D3,3G2, 

Wi  =  Di,iAf +  2Di,2A,B,  + 

7.  Fêtant  donnés  trois  axes  rectangulaires  par  leurs 
coordonnées  a,  Z»,  c,  «',  Z/,  c',  <^",  Z>",  c"  par  rapport  à  un 
système  de  coordonnées  obliques,  on  a,  d'une  part 

cos(X,r)  =  i4.'(a)^+i<L'(6)-^--+-i4.'(c)^, 

d'autre  part,  cos(X,  /•)=  X  '.  r'^  d'où,  pour  les  formules 
de  transformation, 

l  X=i4.'(a)X  +  i4.'(6)y  +  H'(c)^, 

(a)  Y  =  H'(a')X  +  H'(^»')j  +  i4.'(c')^, 

f    Z  =  H'(«")X  +  i<];'(6")j  +  |^'(c").-. 

En  résolvant,  on  obtient  des  expressions  de  la  forme 

/  X  =aX -\- a'Y -{- a"Z, 
(P)  )  r  =  bX  +  b'Y-\-b"Z. 

\  s  =  cX  H-  c'Y  -f-  c"Z. 


(  •'  ) 

II.    Df.    la    niREClIOW    DES    AXES     PRIKCIPAIX. 

Le  plan  polaire  d'un  point  quelconque  x, , j  (,  "i  par 
rapport  à  une  sui'face  du  second  oi'dre 

est  donné  par 

^1  /l  -^  J'I  /2  —  -  1  /s  -^.A  =  O, 

Si  l'on  pose 

Xi—  rici,     l'i  = /•,  6,     ^i  =  7-ic, 
et  si  l'on  divise  par  /),  on  obtient,  pour  /•,  =:  ce  , 

«/i  -^  ^/2  -^  q/a  =  o, 

c'est-à-dire  l'équation  du  plan  diamétral  conjugué  de  la 
direction  «,  h,  c. 

J'obtiens  ainsi  comme  vous,  très  honoré  Monsieur, 
les  directions  des  axes  principaux;  niais  peut-èti'e 
arrive-t-on  aussi  un  peu  plus  rapidement  à  la  formule 

cp(a7,j,  ^)=SX2+  S'Y2  +  S"Z2 

par  le  moyen  suivant. 

D'après  le  n"  7  (  |j),  on  obtient,  en  multipliant  par  «/^i, 

{o'{x)  =  S|i^'(a)X  —  S'I  <!-'(«')¥  -4-  S"|  <i'(«")Z, 

|cp'(s)  =  s|-y(c:)X-f-s'|(;/'(c')Y  +s"|-'y(c")z, 

ce  qui  donne,  d'après  le  u°  7  (a), 

^h'(^)+ji'f'(j)---h'(-)  =  (SX)X+(S'Y)Y  +  (S"Z)Z. 
Si  l'on  applique  ce  résultat  au  cas  où 


(  ^-  ) 

on  obtient  sans  calcul  tous  les  théorèmes  sur  les  dia- 
mètres conjugués  d'une  surface 

III.  —  De  la  LOA'GtEt  r  des  axes  principaux. 

Surfaces  à  centre.  —  La  définition  du  centre  donne, 
comme  pour  les  coordonnées  rcîctangulaires,  pour  ses 
coordonnées  obliques  A,  B,  C,  les  équations 

i/'(A)=o,      i/(B)=o,      i/'(C)=o. 

Si  l'on  regarde  A,  B,  C  comme  les  coordonnées  d'un 
point  variable,  ces  trois  équations  représentent  trois 
plans,  qui  se  coupent  :  i  "  en  un  seul  point  \  i"  suivant  une 
droite;  3"  suivant  un  pian,  et,  dans  les  cas  i"et  2*^,  le  point 
où  la  droite  peut  être  à  distance  finie  ou  infinie.  Si 
nous  mettons  ce  dernier  cas  de  côté,  pour  chaque 
sytème  de  solutions  des  équations 

(  I )  rt/,  I A  -4-  a,-^o  B  —  a,_3  G  -t-  «/,•,  =  o     (  t  =  i ,  2,  3), 

l'expression  , 

sera  toujours  égale  à  la  même  constante  K  :  car,  si 
A)  B,  G,  est  un  deuxième  point  vérifiant  le  système  (i), 
il  faut  démontrer  que  l'on  a 

C/l  i  Al  -t-  «2  4   Bi-H  «3,4  G]  -1-  «4,4  =   K, 

expressiou  obtenue  en  ajoutant  les  équations  (i),  multi- 
pliées par  A|,B|,C|,  à  l'expression 

rti,i  A  +  «4,2^5  -1-  «4  3  G  -1-  «4  4  =  K. 

On  trouve  facilcinent  que,  pour  le  premier  cas,  on  a 

/  rJA 

K  =  A  :  Ai..     A  =  I  ±  «1,1  «2,2  «3.3 «4, w  A/A-  =   . 


dans  le  tlouxièmc  cas 
k  =  Al,  :  A,,,  =  A, .2   :  Al  o=.  .  .=  A.j.,  :  A;,,,  (  A,  /.  =  -— ^ 

dans  le  troisième  cas 

K  =(«/,■.  «-/«.i  —  «v.v  «/.,„  )  :  <ii.m  {Lm  =  i,  2,  3). 
Donc,  si  une  surface 

a  un   centre  à  distance  finie,  le  problème  de  la  longueur 
des  axes  se  trouve  résolu  par  la  transformation 

^  =  ^  -f-  A,      T,  =  ;r  H-  B-      Ç  =  ^  +  G. 

Son  équation  en  fonction  des  axes  devient,  d'après  le  §  II, 

SX2  -^  S'Y2  +  S"Z2  -I-  K  =  o. 

Dans  le  cas  des  paraboloïdes,  on  d<'linit  le  sommet  a, 
^,  Y  p3r  les  équations 

i/'(^)=?i'y(«), 
ï/'(?i)=?^î4''(6), 
i/'(T)-pH'(0. 

''V.l  ^  -T-  «4,2  ?  "^  ''''4,3  7  ^~  "4,i  ==  —  P  ''^• 

1  .y(a)a  +  i  <i;'(6)^  -^  1  .y(c)Y  -  r/  =  o, 

a,  Z>,  c  étant  les  coordonnées  de  la  direction  des  axes  pour 
S  =  o.  Une  analyse  plus  profonde  montre  que 

p'^  z=^{ai^'^a  ^  «2,4  ^  -i-  «3,4^)-  =  —  A  :(  Ai,i  -i-. .  .)  =  —  A  :  ôAi^j, 

si,  pour  une  fonction  y  des  coefficients  «/ yt  (i,  A=  i ,  2,  3), 

on  pose 

r)y  'X&f  , 

0/  =       '-     -t-  .  .  .  -f-  -— —  ros  (.r,  T )  H- .  .  . . 


.     (  '4  ) 

Ou  obtient  de  plus 

p a  =  —  A i,i : 0 Ai^v,     pL>  =—  X.-,,^ : o A .,.,... ,    pc  =  —  A.;,i : o Ai,. , 
/'^^^^^-oWSA^.ijloA,,,   (1). 


I  /  Ao^Ai  V 

'  2 


Si  l'on  admet  que,  pour  les  racines  S,  S',  S",  l'équation 

est 

Ao— A,  S -+- A2  S2  —  As  Sï  =  o, 

on  obtient,  pour  équation  du  plan  tangent  au  sommet, 

A,,4f(.r)  +  A2,i|J;'(jK)+A3,4'y(^)+A(AA,— oAA,):Ai  =0. 
Pour  a,  p,  Y  même,  on  obtient  (t  =  i ,  2,  ij) 

a  =  oAi,iA7i  —  |(oAAi+ AA2)A,-,iA4,',(Air2,    . 

;3  =  oA2,iA7^-i(3AA,  +  AA,)A,,2À;,•,(Al)-^ 
Y  =  5-^3>A7'— i(5AA,+  AA2)A,-,3Aï*-(A,)-S 

ou,  sous  une  forme  symétrique, 

a  =  oAi,4A7i  —  ^(AA24-ôAA,)A-iA7^\i,4, 
[3=  oA2,iA7'  — |(AA,-<-  oAA,)A-'A7-A2,i, 
Y  =  8A3,A7'-{(AA2-f-ôAA,)A-iA7-^A3.i. 

Par  la  transformation 

.r  =  ï  —  a,     r  =  T,  —  ^,     -s  =  b  —  T 
l'équation 

./■(;, -0,0=0 
devient 

'^ (  X, y,  z)  -^■i.p{ax  -\-  by  -j-  c «  )  =  o 

ou,  en  vertu  des  formules  du  §  II, 

S"Y2-+-  S"Z'^+  2pX  =  o. 

Dans  le  cas  où  S  =:  S  :=  o,  en  introduisant  les  ex- 

(  '  )    Léciiiation    en    S    est    évidemment,    d'après   le   théorème    de 
Taylor, 


(   «5  ) 

pressions 

<I>(i/,  r,  (v)  =  A]  1  ?r-  —  2  A|  <)  ?/('  -t-  .  .  . , 

=  o[*(«i.;,  «2,i,«3.4)]:-^2=  (  ^^^^ ^••-  )  :  Aj, 

OU  obtient,  pour  la  foncliony  (  ç,  /,,  ^), 


L  —  -'\>\x)c<!' -^ <y{y)h"-\ <i^'(-)c" 


Ù^  t)^  t)^ 

+  «i.i-  Ai'  2:^:=? sï:z?CAv,a4,A-a;,■,-^  t^As A; 


I\  .  —  De    la    direction  des   axes  dans  la  section 

COMQUE    DONNÉE. 

9(^,7,  ;;)+  K  =  o,     X  =  ^,'\'  (  a)x  -^  ^j\'  (h  )y  ^  \<)j\c)z  —  o. 

Coiuiu(3    pour    des    coordouuées    rectangulaires,    ou 
trouve 

'^^^.r,j-,  z)  =  A'Y2-r-À"Z^— aa'XV— '2;j."XZ  -i-  'i(«,  6,  cjX^, 

où 

L  =  \'\;'{d')x  ^  l'y{b")y  +  i'y(c").^, 

et  de  plus 

rrt/,,— À'c/]jrt'-r-(rt,-.2  -  >'^'c,,2)6'-i-(a,,3—  À'c,-3)c'-i-  ;i.'-^'y(rt;  =  O, 

v<l/'(a)a'— 4'y(6)6'-f- T'y(c;c'-t-  ij.'.o  =  o, 

Vy(aj.r -^-io'(6)7 -h -|o'(c)^  ^'i^rt,  6,  c)X  —  ;jl'Y  — -jl-'Z, 


(  ^^^  ) 


^  •   —  De   la   longuelu    des   axes  de   la   section   de 

/(^,  T.,  l)  =  o.     -l'V{a)z-^\'V{Oyr,^l^'(c)l^d^o. 

La  définition  d'un  centre  A,  lî,  C  nous  donne 

(1)  i/(A)^i/'(B)^i/(G) 
i'I^'C^)       H'(^)        2-^'(c)  '" 

(2)  i<].'(a)AH-i-y(6)B  +  i.y(c)C  +  ^=o. 

Les  équations  (i)  représentent  une  droite  qui,  avec  le 
plan  (2),  définissent  :  i"  un  seul  point,  2"  tous  les  points 
de  la  droite,  et  cela  :  (a)  à  distance  finie,  [b)  à  l'in- 
fini (<). 

Dans  le  cas  («),  on  démontre  facilement  qu'en  intro- 
duisant un  système  (x,  j)  ,  ")  par  les  formules 

ç  =  .r  -I-  A,     T;  =  j'  -+-  B,     1  =  Z-+'  G, 

f{li  7-, ,ç)  devient 

'i(j?,  7,  ;:)  — 2|xX-i-  K, 

K  ayant  toujours  la  même  valeur. 
Si  l'on  pose 

âF 


Do  = 


F//.   = 


'^«/,/.- 


9.D,  =  o^Do, 


(')  Le  critérium  résulle  des  (lôleriiiinanls  connus,  comme  au  §  III. 


(   ^7  ) 
on  obtient,  pour  le  cas  (i"), 

K=(F:Do), 
pour  le  cas  (2"), 

K  =  (Fm:Dm)     (A-  =  i,2,  3). 

Dans  le  cas  (i*)  de  la  parabole,  on  définit  un  point  a, 
j3,  y  de  la  section  par  la  condition  que  sa  tangente  soit 
perpendiculaire  à  la  direction  «',  h\  c',  qui  appartient  à 
la  racine  )/=  o. 

Si  Ton  pose 

/,  =  a,  1  a  H-  rt,,  ^  -^  a/3  Y  -v-  «/i     (  i  =  i ,  2,  3,  4  ), 

on  trouve,  par  l'introduction  des  signes, 

p    =  «14  a  -^  «2;  6 -i- asiC, 

j2  =  (<5t,^rt'_i_  a^,b'^  ciy^c'  f  =  —  (F  :  oDo), 

/3  =  piJ>'(c)--<7i.y(c'), 

/i   =  prf-f-<TO, 

i<l'(a  )a  +  H'(è)3  --  i<!>'(c)Y  --  f/  =  o, 
^-.y  (a')a  -  fV(è').3  -i'y(c')Y  -  S  =  o, 

et  de  là 

a  =  oFuD7*  — |(FD,-^oFD,)F-iD72Fi4, 

^==oF24D7^  — i(FD2-^ôFD,)F-iD7-F24, 
Y  =  aF34D7'-i(FD2-f-ÔFD,;F-iD72F34. 
Par  les  substitutions 

^  =  I  -4-  a, 
J  =  -^^  -  ?, 

-s  =  ^  -^  Y' 
on  obtient 

/(ç,-/-.,  0  -  'fC-ï^,  JK,  ^)-f-2pX 
y4nn.  de  Maihomal .,  3^  série  ,  l.  III.  (Janvier  1884.)  2 


(  ^^  ) 

ce  qui  doiint',  pour  X  =  o,  l'équation  de  la  section 

rZ2-+-  2aY  =  o,     Y  =  2'y(>')X-f-f];76')j-+-i'î/'(c')-, 

et  l'équation  Y  =  o,  en  coordonnées  ç,  r^,  ^,  est 

Fui'l^'(^)^-.-  +  i(FDo-ÔFD,):  D,  =  o. 

Dans  le  cas  (2*),  ou  a 

X'  =  X"  =  o, 

et  le  système  des  formules  s'obtient  parce  que,  d'après  le 
§  IV,  on  a  alors 

+  cp(a,è,c)(X  — fl?)2. 

J'ai  étendu  tous  ces  développements  au  cas  de  coor- 
données télraédriques  quelconques.  Les  méthodes  précé- 
dentes (fOiV  Hesse,  Salmon)  sont  toujours  en  défaut, 
quand  la  surface  est  un  cône  ou  un  système  de  deux 
plans  ;  elles  ne.  donnent  de  résultats  que  lorsqu'on  re- 
garde la  surface  comme  l'enveloppe  de  plans  :  donc, 
dans  le  cas  d'une  variété,  pour  les  sections  coniques 
dans  l'espace  et  pour  des  paires  de  points.  Si  l'on  traite 
les  surfaces  du  second  ordre  d'une  manière  générale, 
en  les  regardant  comme  formées  de  séries  de  points,  on 
doit  évidemment  donner  la  définition  suivante  des  plans 
principaux  : 

Un  plan  P  dans  l'espace  a,  par  rapport  au  cercle 
sphérique  imaginaire,  un  pôle  déterminé.  Quand  le 
plan  polaire  de  ce  pôle  se  confond  avec  P,  P  est  un  plan 
principal. 

Je  démontrerai  ailleurs  comment  toutes  les  formules 
découlent  de  là.  Comme,  en  ce  moment,  je  n'ai  pas  le 
loisir  nécessaire  pour  les  publier,  je  vous  serais  infiniment 
obligé  de  recevoir  quelques-uns  des  résultats  ci-joints 
(surtout  aux  §  III  et  V  )  comme  exercices,    dans   vos 

excellentes  annales. 

Darmstadt,  22  juin  1882. 
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THÉORÈMES  SIR  TROIS  COMQIES  D'L'\  FAISCEAU  LINEAIRE; 

Par  m.  WEILL. 


On  sait  que  les  coniques  qui  passent  par  quatre 
points  fixes  sont  coupées  par  une  droite  fixe  en  des 
points  formant  involution.  Considérons  une  conique  et 
deux  cercles  quelconques,  mais  ayant  le  même  centre,  et 
soient  AB  et  CD  deux  cordes  communes  à  la  conique  et 
au  premier  cercle,  et  M,  N,  P,  Q  les  quatre  points  com- 
muns à  la  conique  et  au  deuxième  cercle;  menons  MN, 
qui  rencontre  le  premier  cercle,  en  a  et  ^,  et  les  cordes 
AB  et  CD,  en  y  et  3.  La  conique,  le  premier  cercle  et  le 
système  des  di'oites  AB,  CD  constituent  trois  coniques 
d'un  faisceau  linéaire  :  donc  la  droite  MN  les  rencontre 
en  six  points  y,  a,  M,  N,  ^,  o  en  involution  5  l'un  des  points 
doubles  de  cette  involution  est  à  l'infini,  car  le  milieu 
de  MIV  est  aussi  le  milieu  de  a^,  puisque  les  deux  cercles 
sont  concentriques  ;  donc  ce  milieu  est  aussi  le  milieu 
du  segment  yo.  On  en  conclut  qu'il  existe  une  conique 
passant  par  M,  N,  P,  Q  et  ayant  AB  et  CD  pour  asym- 
ptotes.  On  peut  alors  énoncer  les  théorèmes  suivants  : 

Théorème  I.  — Etant  donnés  quatre  points  M,  N,  P,  Q 
communs  à  un  cercle  et  à  une  conique,  il  existe  une  co- 
nique passant  en  M,  N^  P,  Q  et  ayant  pour  asymptotes 
deux  cordes  AB  et  CD,  communes  à  la  conique  et  à  un 
cercle  quelconque  concentrique  au  premier. 

Théorème  11.  —  L'enveloppe  des  asjniptotes  des 
coniques  passant  par  quatre  points  fixesM.^  N,  P,  Q,  com- 
muns à  un  cercle  et  à  une  conique  fixe,  coïncide  avec 
l' en^^eloppe  des  cordes  communes  à  la  conique  fixe  et  à 
une  série  de  cercles  concentriques  au  premier. 


Théorème  I11>  —  Les  (juntre  points  où  les  asj  mplotes 
d'une  conique  variable  passant  par  quatre  points 
fixes  M,  N,  P,  Q  coninnins  à  un  cercle  et  à  une  conique 
donnés  rencontient  cette  conique  sont  sur  un  cercle 
concentrique  au  premier. 

Eu  transfonnaut  ce  dernier  théorème  par  lioinogra- 
pliie,  on  obtient  le  tliéoi'ème  que  nous  avions  principa- 
lement en  vue  et  qui  s'énonce  ainsi  : 

Théouème  IV. —  Etant  données  trois  coniques  ayant 
les  mêmes  points  communs  M,  N,  P,  Q,  deux  tangentes 
quelconques  en  o.  et  ^  a  la  première  rencontrent  la 
deuxième  en  A,  B,  G,  D  ;  il  existe  une  conique  passant 
par  A,  B,  C,  1)  et  hitangente  à  la  troisième  conique Jixe 
aux  points  \  et  i  oii  cette  troisième  conique  est  rencon- 
trée par  la  droite  ajj. 

Ce  théorème  est  très  général  et  susceptible  d'applica- 
tions nombreuses.  Nous  allons  énoncer  quelques-uns 
des  résultats  auxquels  il  conduit. 

Théorème  V.  —  Etant  donnés  une  conique  fixe  C 
et  deux  points  fixes  A,  B,  on  mène  par  A  et  B  une  co- 
nique quelconque  C  qui  rencontre  la  première  en 
M,  N,  P,  Q  ;  les  points  doubles  de  l'involution  dé- 
terminée sur  la  droite  AB  par  les  coniques  passant 
par  M,  N,  P,  Q  sont  des  points  fixes,  quelle  que  soit 
la  conique  C. 

Théorème  \  I.  —  Les  cordes  IJ  de  contact  d'une  co- 
nique fixe  C  et  des  coniques  passant  par  deux  points 
fixes  A,  B  et  bitangentes  à  C  forment  deux  faisceaux 
distincts.  Les  sommets  de  ces  faisceaux  sont  les  points 
M,  N  situés  5«7' AB,  et  harmoniques  cojijugués  par  rap- 
port à  AB,  et  par  rapport  aux  deux  points  de  rencontre 
de  la  droite  Alî  et  de  la  coniaue  C. 


(  ^^I  ) 

Théorème  VU.  —  Il  existe  quatre  coniques  bitan- 
gentes  à  une  conique  C  et  passant  par  trois  points 
donnés  P,  Q,  R  ;  si  l' on  prend  les  points  a,  ^  conjugués 
harmoniques  par  rapport  à  PQ,  et  par  rapport  aux 
deux  points  de  rencontre  de  la  droite  PQ  et  de  la  co- 
nique C,  et  si  l'o7i  opère  de  même  pour  QR  et  PR,  on 
aura  six  points  y.^  j3,  a',  [B',  a",  P' ,  formant  les  sommets 
d^ un  quadrilatère  complet;  les  côtés  de  ce  quadrilatère 
sont  les  quatre  cordes  de  contact. 

Théorème  VIII.  —  Etant  données  trois  coniques  in- 
scrites dans  le  quadrilatère,  si,  de  deux  points  A  et  B 
de  la  première,  on  mène  des  tangentes  à  la  deuxième,  il 
existe  une  conique  tangente  à  ces  quatre  tangentes 
et  hitangente  à  la  troisième  conique  donnée,  et  le 
pôle  de  la  corde  de  contact  coïncide  avec  le  pôle  de 
AB  par  rapport  à  la  première  conique. 

ThéopvÈme  IX. — Etant  données  deux  coniques  in- 
scrites dans  le  même  quadrilatère,  si,  de  deux  points 
A  ei  B  de  la  première,  on  mène  des  tangentes  à  la 
deuxième,  il  existe  une  conique  tangente  à  ces  quatre 
droites  et  passant  par  deux  sommets  opposés  P,  Q  du 
quadrilatère  donné  ;  le  pôle  de  PQ  par  rapport  à  la 
conique  coïncide  avec  le  pôle  de  AB  par  rapport  à  la 
conique  Jixe  passant  par  A  et  B. 

Théorè^ie  X.  —  Etant  données  deux  coniques  lio- 
mofocales,  si,  de  deux  points  h.  et  ^  de  l'une,  on  mène 
des  tangentes  à  l' autre,  il  existe  une  conique  passant 
par  les  foyers  communs  et  tangente  à  ces  quatre  tan- 
gentes ;  le  pôle  de  ¥F'  par  rapport  à  cette  conique  coïn- 
cide avec  le  pôle  de  AB  par  rapport  à  la  conique  pas- 
sant par  A  ef  B.  ' 

Théorème  XI.  —  Elunt  données   deux  coniques  ho- 


(  ■>■■>■  ) 

inufocales,  si,  de  deux  points  A  et  B  de  l  une,  on  mène 
des  tangentes  à  l'autre,  on  forme  un  (/uadrilatère  cir- 
conscriptible  à  un  cercle;  le  centre  de  ce  cercle  est  le 
pôle  de  AB  par  rapport  à  la  conique  passant  par  A  et 
B;  deux  sommets  opposés  du  quadrilatère  formé  par 
les  quatre  tangentes  sont  sur  une  conique  liomofocale 
aux  proposées. 

Ce  dernier  théorème,  énoiieé  par  Cliasles,  donne 
immédiatement  les  propriétés  métriques  relatives  aux 
foyers. 

Du  théorème  I,  on  déduit  les  suivants  : 

Théorème  XII.  —  Soient  AB,  CD  deux  cordes  com- 
munes à  une  conique  et  à  un  cercle,  soit  P  le  centre  du 
cercle-,  si,  du  point  P^  on  abaisse  une  normale  PK  sur 
la  conique,  la  tangente  à  la  conique  au  point  K  ren- 
contre AB  et  CD  en  deux  points  équidistants  du  point  K. 

ThéorÎlme  XIII.  —  Etant  donné  un  quadrilatère 
inscriptihle  ABCD,  on  considère  deux  couples  de  côtés, 
AB,  CD  d'une  part,  et  AC,BD  d' autre  part.  Les  droites 
'variables,  sur  lesquelles  les  deux  couples  interceptent 
des  segments  égaux  PQ,  RS,  ont  pour  enveloppe  une 
courbe  dont  la  podaire,  par  rapport  au  centre  O  du 
cercle,  est  une  hyperbole  équilatère  passant  par  O. 
Le  lieu  du  milieu  K  du  segment  PR,  qui  est  aussi  le 
milieu  de  QS,  est  cette  même  hyperbole  équilatère,  qui 
n'est  autre  que  le  lieu  des  pieds  des  normales  abaissées 
du  point  O  sur  toutes  les  coniques  passant  par  ABCD  ; 
enfin,  cette  hyperbole  éifuilatère  est  aussi  le  lieu  des 
centres  des   coniques  passant  par  ABCD. 

Théorème  XIV.  —  Etant  données  trois  suif  aces  du 
second  ordre  passant  par  la  même  courbe  gauche  du 
quatrième  ordre,  on  mène  en  deux  points  P  et  Q^  de  la 


(     23     ) 

surface  S  les  plans  tangents;  il  existe  une  surface  du 
second  ordre  passant  par  les  coniques  d'intersection  de 
ces  plans  tangents  avec  la  surface  S)  et  hitangente  à  la 
surface  So  aux  points  où,  elle  est  rencontrée  par  la 
droite  PQ. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  dont  on  peut  déduire 
le  théorème  IV,  en  faisant  une  section  plane,  considé- 
rons la  surface 

S  =  Aa2-f-  Ai^2^_  2Ba,3-r-2DY0  =  o. 

Soit  Si  =  o  la  deuxième  surface.  La  troisième  sur- 
face So  =  o  pourra  s'écrire 

S2  =  A  a2  -^  Al  132  -f-  2  B  a^  -4-  2  D  y3  --  X  Si  =  o, 

d'où  Videntité 

S2  —  (  Aa2 -f-  Al  p2^  2B a;3)  =  X  Si -^  2  D  78. 

Cette  identité  démontre  le  théorème  énoncé  ;  en  efl'et, 
le  premier  membre  représente  une  surface  bitangente  à 
la  surface  So,  la  corde  de  contact  passant  par  l'intersec- 
tion PQ  des  plans  a  =  o,  [3  =  o  ;  le  second  membre 
représente  une  surface  passant  par  l'intersection  de  la 
surface  S(  et  des  plans  y  =  o,  0  =  0  qui  sont  justemeiit 
tangents  à  la  surface  S  aux  points  P  et  Q.  Ce  théorème, 
dune  démonstration  si  simple,  a  de  nombreuses  consé- 
quences, que  l'on  développe  aisément. 

SEIUDROITES  RÉCIPROOIES  PARALLÈLES  A  L'AXE 
DE  TRA\SFOiniATiO\; 

Par   m.    Maurice   D'OCAGNE. 


La   construction  de  la  semi-droite  réciproque  d'une 
semi-droite  donnée,  qui  résulte  de  la  définition  ('),  n'est 

(')  lYouv.  Ann.,  3*  série,  t.  I,  p.  5^6,  ??  0. 


(  '^4  ) 

pas  applicable  à  une  semi-droite  parallèle  à  Taxe  de 
transformation.  jNous  allons  démontrer  le  théorème 
suivant  : 

Théorème.  —  Le  rapport  des  distances  à  V axe  Q,  de 
deux  semi-droites  réciproques  parallèles  à  Q,  est  égal 
à  la  tangente  du  demi-angle  que  fait  Q  avec  la  réci- 
proque d'une  perpendiculaire  à  cet  axe. 

Soient  AV  et  A'V  deux  semi-droites  réciproques  pa- 
rallèles à  l'axe  ù  5  prenons  une  semi-droite  MN  perpen- 


diculaire à  Q  et  sa  réciproque  MN'.  D'après  un  théorème 
démontré  par  M.   Laguerre  ('),  ces  deux    couples  de 
semi-droites  sont  tangents  à  un  même  cycle  C. 
Cela  posé,  nous  avons 


AH  +  A'H  =  2 AG  =  2AN'  lang- 


ou,  d'après  un  théorème  bien  connu,  en  appelant  ip  le 
périmètre  du  triangle  MjNN', 


(0 


AH  -4-  A'  H  =  2/>  tang  —  • 


{^)  Nouv.  Ann.,  3«  série,  t.  I,  p.  S\-]. 


(  ^^5  ) 

D'ailleurs, 

MN'sin- 
AH  =  MN  =  MQ  -4-  QN  =  ^— -^  +  NN'  tang- 

=  (MN'  +  NN')tang-, 
OU 

(a)  AH  =  (2/>  —  AH)  tang-. 

Retranchant  l'égalité  (2)  de  l'égalité  (i)  membre  à 
membre,  nous  avons 

A'H  =  AH  tang- 

ou 

A'H  w 

-7-rr  =  tang-  • 
AH  ^1 

L'angle    w  étant    indépendant   des    semi-droites    pa- 
rallèles considérées,  le  théorème  est  établi. 


mn  SUR  LA  SYMEDIAAE; 

Par  m.  Maurice  D'OGAGNE. 


A  l'occasion  de  ma  Note  Sur  un  élément  du  triangle 
rectiligne;  symédiane  ('  ),  j'ai  reçu  de  M.  E.  Lemoine, 
ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  deux  JNotes  pré- 
sentées par  lui  à  V Association  française  pour  l'avan- 
cement des  Sciences,  l'une  en  1 873,  au  Congrès  de  Lyon^ 
l'autre,  en  1874?  ^^  Congrès  de  Lille. 

Je  m'empresse  de  dire  quele  point  remarquable  du  tri- 
angle auquel  ces  jNotcs  sont  consacrées  n'est  autre  que  le 
point  de  concours  ou  centre  des  sy médianes,  que  M.  Le- 

(')  Nouv.  Ami.,  3°  série,  t.  Il,  p.  ^5o. 


(  ^6) 
moine  appelle  centre  des  médianes  antiparallèles  (  '  ) . 

Mais,  M.  Lemoine  s'est  attaché  suitoutaux  propriétés 
de  ce  point,  tandis  que  je  me  suis  plutôt  occupé  de  la 
sjmédiane  elle-même,  en  sorte  que,  à  part  certains  théo- 
rèmes qui  se  présentent  d'eux-mêmes  au  seuil  de  cette 
étude,  nous  avons  obtenu  des  résultats  différents. 

Je  crois  être  agréable  aux  lecteurs  des  Nouvelles  An- 
nales en  leur  faisant  connaître  les  élégants  théorèmes 
de  M.  Lemoine,  antérieurs,  je  le  répète,  à  mes  recher- 
ches personnelles.  Mais,  malgré  les  titres  que  vaut  à 
M.  Lemoine  sa  priorité,  je  conserverai  le  terme  de  symé- 
diane,  plus  court  que  celui  de  médiane  antiparallèle. 

Je  donnerai  ensuite  quelques  propriétés  de  la  symé- 
diane  que  j'ai  trouvées  depuis  la  publication  de  ma  pre- 
mière Note. 

Théorèmes  de  M.  Lemoine. 

—  Les  coordonnées  trilinéaires  du  centre  des  sjmé- 
dianes,  le  triangle  ABC  étant  pi'is  pour  triangle  de  réfé- 
rence, sont  sinA,  sinB,  sinC. 

—  Le  lieu  des  points  tels  que  la  somme  des  carrés  de 
leurs  distances  aux  trois  côtés  d'un  triangle  est  constante, 
est  une  ellipse  qui  a  pour  centre  le  centre  des  symé- 
dianes. 

—  Les  six  points  déterminés  sur  les  côtés  du  triangle 
par  les  parallèles  à  ces  côtés  menées  ^diT  le  centre  des  sj- 
médianes  sont  sur  un  cercle  dont  le  centre  est  au  milieu 
de  la  ligne  qui  joint  le  centre  des  sj médianes  au  centre 
du  cercle  circonscrit. 

Les  cordes  que  les  côtés  déterminent  dans  ce  cercle 


(')  Mon  excuse  d'avoir  ignoré  les  recherches  de  ISI.  Lemoine  sera 
que  les  procès-verbaux  de  l'Association  française  sont  peu  répandus. 


(  ^^:  ) 

sont  proportionnelles   aux   cubes  des  côtés  correspon- 
dants. 

Les  cordes  comprises  entre  les  côtés  sont  égales,  et 
sont  antiparallèles  des  côtés  opposés  par  rapport  aux  an- 
gles correspondants. 

—  Si  le  triangle  A'B'C  est  homotliétique  du  triangle 
ABC  par  rapport  au  centre  des  symèdiaiies  de  celui-ci, 
les  six  points  déterminés  par  les  côtés  de  A'B'C  sur  les 
côtés  de  ABC  sont  sur  un  cercle. 

—  La  droite  qui  joint  le  milieu  d'un  côté  au  milieu  de 
la  hauteur  correspondante  passe  par  le  centre  des  sy mé- 
dianes. 

Cette  droite  est  le  lieu  du  centre  des  rectangles  in- 
scrits dans  le  triangle,  et  ayant  leur  base  sur  le  côté  con- 
sidéré. 

Le  centre  des  sy  médianes  est  donc  le  centre  de  trois 
rectangles  inscrits  dans  le  triangle,  et  il  jouit  seul  de  cette 
propriété. 

—  La  conique  inscrite  dans  un  triangle,  et  qui  a  pour 
centre  le  centre  des  symédianes  touche  les  côtés  aux  pieds 
des  hauteurs. 

—  La  conique  inscrite  dans  un  triangle  et  dont  l'un 
des  foyers  est  au  centre  de  gravité  a  son  autre  foyer  au 
centre  des  symédianes . 

—  Soient  OrtjOô,  Oc  les  centres  des  cercles  exinscrits 
au  triangle  ABC.  Les  polaires  de  A,B,  C  prises  respec- 
tivement par  rapport  aux  cercles  de  centres  Oa,Oi,Of, 
forment  un  triangle  A'B'C. 

1°  Les  triangles  A'B'C,  0^06 O^  ont  même  centre 
des  symédianes  oj. 

2°  Les  droites  A' (0,  B'to,  C'(o  passent  respectivement 
par  les  milieux  de  BC,AC,  AB. 

Ce  dernier  théorème  est  attribué  par  M.  Lemoine  à 
M.  Aeuberg. 
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Théorèmes  de  l'Auteur. 

—  La  sj  médiane  esi  conjuguée  harmonique  de  la  tan- 
gente au  cercle  circonscrit  issue  du  même  sommet,  par 
rapport  aux  deux  côtés  adjacents. 

Ce  théorème  se  déduit  de  celui  que  nous  avons  donné 
aux  Exercices^  n"  V  [Z"  série,  t.  II,  p.  4^3). 

—  AH,  BH|,  CHo  étant  les  trois  hauteurs  du  triangle 
ABC,  on  abaisse  du  point  H  les  perpendiculaires  HP  et 
HQ  sur  les  côtés  AB  et  AC,  et  des  points  H,  et  Ho  les 
perpendiculaires  H,  S  et  HoR  sur  BC.  Les  droites  PR  et 
QS  se  coupent  sur  la  syniédiane  issue  de  A. 

—  Par  les  sommets  A  et  B  on  élève  des  perpendicu- 
laires au  côté  AB,  par  les  sommets  A  et  C  des  perpendi- 
culaires au  côté  AC.  Ces  quatre  droites  forment  un  pa- 
rallélogramme dont  une  diagonale  passe  par  le  point  A. 
L'autre  diagonale  :  i"  est  perpendiculaire  kXa.  sjniériiane 
issue  de  A,  2"  coupe  le  côté  BC  au  même  point  que  la 
tangente  au  cercle  circonscrit  menée  par  le  point  A. 

Ce  théorème,  rapproché  de  l'antéprécédent  et  de  celui 
que  j'ai  donné  dans  ma  première  Note  au  §  lo,  conduit 
à  cette  curieuse  propriété  de  la  parabole  : 

Si,  par  le  point  de  rencontre  T  de  deux  tangentes  à 
une  parabole,  on  élève  des  perpendiculaires  à  ces  tan- 
gentes, les  droites  ainsi  menées  forment  avec  les  nor- 
males correspondantes  un  parallélogramme ,  dont  une 
diagonale  passe  par  le  point  T  ;  l'autre  diagonale  : 

i"  Passe  par  le  fojer  de  la  parabole, 

9.°  Est  perpendiculaire  à  la  droite  qui  joint  ce  point 
au  point  T. 

Ce  théorème,  quigénéralise  une  propriétébien connue 


(  ^^^9  ) 
de  la  parabole  (quand  l'angle  des  Langentes  est  droit), 
n'a,  je  crois,  jamais  été  donné;  il  fournit  une  construc- 
tion très  simple  du  foyer  d'une  parabole  dont  on  connaît 
deux  poÎJils  quelconques  et  les  tangentes  en  ces  points. 

]NoTE    ADDITIONNELLE. 

Depuis  la  rédaction  de  cette  Note,  j'ai  reçu  diverses  autres 
communications,  d'où  il  résulte  qu'on  a  donné  un  très  grand 
nombre  de  théorèmes  relatifs  au  point  que  j'ai  obtenu  par  la 
rencontre  des  symédianes,  et  qu'on  définit  dans  les  recherches 
dont  je  parle  comme  le  point  dont  la  somme  des  carrés  des 
distances  aux  trois  côtés  du  triangle  est  minimum.  Je  citerai 
parmi  ces  recherches  celles  de  M.  Brocard  et  de  M.  Neuberg, 
dont  je  ne  connais  que  ce  que  m'en  a  appris  une  très  gracieuse 
lettre  de  ce  dernier;  mais  M.  Neuberg  m'a  fait  savoir  qu'il  se 
propose  de  réunir,  dans  un  travail  qui  sera  bientôt  publié, 
toutes  les  jjropriétés  connues  de  cet  intéressant  élément  du 
triangle. 

M.  Tucker,  de  Londres,  m'a  fait  aussi  remarquer  qu'un  cer- 
tain point  qui  joue  un  rôle  dans  une  Note  publiée  par  lui  dans 
the  Ouarterly  Journal,  sous  le  titre  The  triplicate-raiio 
circle,  se  confond  avec  le  centre  des  symédianes. 


SLR  l!i\E  OIESTIO\  m  ClAEiMATIQlE  ; 

Par  m.  L.  JACOB, 
Lieutenant  d'Artillerie  de  Marine. 


Je  me  permets  de  vous  adresser  la  solution  et  l'énoncé 
d'une  question  qui  s'est  présentée  à  l'atelier  de  la  com- 
pagnie d'ouvriers  de  Lorient  et  qui  présente  un  certain 
intérêt  au  point  de  vue  du  mécanisme.  Il  me  semble  c[ue 
cette  question  pourrait  trouver  une  place  comme  exercice 
dans  les  Nouvelles  Annales.  En  voici  l'énoncé  : 

Une  droile  mobile  D  de  longueur  constante  glisse 


(  3o  ) 
par  l'une  de  ses  extréviités  sur  un  cercle  S  et  par  l'autre 
sur  un  diajnètre  A  de  ce  cercle  :  on  demande  de  déter- 
miner la  nature  des  courbes  C  qui,  étant  liées  invaria- 
blement à  la  droite  D,  enveloppent  dans  leur  mouvement 
une  circonférence. 

Soient.  I  le  centre  inslantanéde  rotation  de  la  droite  AB, 
E  le  centre  de  la  circonférence  enveloppée  par  la  courbe 
cherchée.  La  droite  lE  est  la  nortnale  commune  à  ces 
deux  courbes  au  point  de  contact  M. 

Considérons  le  plan  mobile  détei'uiiné  par  la  droite  AB 


Fie 


Fig.    2. 


1 

/C. 

E 

i 

A^-^, 

A 

et  mobile  sur  le  plan  delà  circonférence  fixe  S.  On  peut 
facilement  dans  ce  plan  construire  une  position  de  la 
droite  lE;  toutes  les  courbes  cherchées  enveloppant  des 
circonférences  de  centre  E  seront  les  trajectoires  ortho- 


gonales de  ces  droites. 

Il  suffit  pour  cela  de  mener,  à  partir  du  point  B,  une 
droite  SB  sur  laquelhî  on  prend 

SB  =  a, 

de  joindre  SA,  de  mener  par  S  la  droite  SE  faisant  avec  SA 

l'angle  constant 

ASE  =  a, 

et  de  prendre  sur  SE  une  longueur  constante; 

SE  =  c. 


(  3i  ) 

La  question  se  réduit  à  trouver  les  trajectoires  ortho- 
gonales (le  lE.  Or  je  dis  que  celte  droite  est  normale 
au  lieu  du  point  E. 

En  ellet,  si    l'on  considère  l'angle  constant  ASE,  le 

Fig.  3. 


point  A  est  fixe,  l'angle  S  se  meut  sur  la  circonférence 
de  rayon  SB  et  de  centre  B  :  donc  le  centre  instantané  de 
rotation  est  à  l'intersection  de  la  droite  SB  el  de  la  per- 
pendiculaire menée  par  le  point  A  à  SA.  Cela  posé,  la 
longueur  SE  étant  constante,  la  normale  au  lieu  du  point 
E  est  précisément  lE. 

Si  l'on  considère  la  courbe  lieu  du  point  E  dans  le 
mouvement  du  plan  mobile  sur  le  plan  fixe,  elle  passera 
toujours  par  le  point  fixe  E  de  ce  plan. 

Si  l'on  porte  sur  El  une  longueur  constante  EM,  le 
lieu  du  point  M  est  une  courbe  parallèle  au  lieu  du 
point  E,  qui  enveloppera  une  circonférence  de  centre  E 
et  de  rayon  EM. 

Un  cas  remarquable  est  celui  où  le  point  E  est  placé 
sur  le  diamètre  fixe  A.  On  essayera  alors  immédia- 
tement un  compas  permettant  de  déteruiiner  le  lieu  du 
point  E. 

L'équation  de  ce  lieu  est  facile  à  trouver;  on  a 

SB  =  a,     AB  =  b,     SE  =  c,     AE  =  p; 
donc 

(c  —  Ç^f-+-  b--^  ibic  —  p)  cosw  —  a^. 


(  34  ) 
nulle  et  doiiL  le  chiffre  des  dixièmes  est  le  chiffre  des 
centièmes  y  de  A. 

y  sera  donc  le  chiffre  des  unités  simples  de  la  racine 
positive  de  l'équation 


^("'  =  -/.œ='> 


et  s'obtiendra  en  diminuant  de  l'unité  le  plus  petit 
nombre  entier  qui  rend  i(«)  positif. 

On  calculera  ainsi  successivement  les  chiffres  des  dif- 
férentes unités  décimales  qui  entrent  dans  A. 

Remarque.  —  En  prenant  la  partie  entière  de  la  ra- 
cine positive  de  l'équation 


*'(^')  =  ?(t^.) 


on  aurait  le  nombre  formé  par  l'ensemble  des  in  pre- 
miers chiffres  décimaux  de  A;  mais,  pratiquement,  ce 
nombre  serait  difficile  à  trouver.  Il  faut  opérer  comme 
nous  l'avons  indiqué. 

2.    Calcul  de  la  plus  petite  racine  positive.  —  Si  a 
est  la  plus  petite  racine  positive  de 

et  Aj  la  plus  grande  racine  positive  de 

on  a 

et  si  l'on  veut  a  avec  p  chiffres  exacts,  par  défaut,  on 
calculera  A,  avec  p  -f-  i  chiffres  exacts  par  excès. 
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3.  Calcul  d' une  racine  positive  (luelconque.  —  Soit  p 
Ja  plus  petite  racine  de  l'cquatioii 

f{x)  =  o 

supérieure  au  nombre  positif  p. 

p — p  sera  la  plus  petite  racine  positive  de  l'équa- 
tion 

La  connaissance  de  cette  racine  conduira  à  la  valeur 

de  p. 

4.  Calcul  des  racines  négatives.  —  On  calculera  les 
racines  positives  de  la  transformée  en  — x^  et  l'on  af- 
fectera les  racines  trouvées  du  signe  — . 

o.  Première  application.  —  Calcul  à  — ^  par  défaut 
de  la  plus  grande  racine  positive  A  de  l'équation 

f  =  x^  —  5  ir2  —  1 4  ^  —  8  =  o. 

a.   Recherche  de  la  partie  entière. 

f   =a-3_  5372— i4a-  — 8         ■^^ 
/'  =  3^2  —  jo^  —  j^  5^ 

/"  =2(3^-5)  2, 

/'"  =  6. 

Partie  entière  :  8  —  '  =  7- 

[3.  Recherche  du  chiffre  des  dixièmes . 

?(7)  =/(7 -H  7)  =  J^-l- ï67'-+ 63j  -  8  =  o, 
cpi(^)  =  cp/—  j=;:3_|_  i6o;;2  _j_  (33oo^  —  8ooo  =  o; 

2  rend  cp,  (:;)  positif,  donc  le  chiffre  des  dixièmes  est  i . 
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V.   liechevche  du  chiffre  des  centièmes. 

<h{t)  =  oi(J  -^  i)  =  V^ -^  i63^2  _|.  G623/  —  1539  =  o, 
<hi{u)  ='■!>(  —  )  =  î/^H-i03o?/2_<_G623oo// —  i')3gooo  =  o. 

3  rend  '|i  [ii]  positif,  donc  le  chiffre  des  centièmes  est  2. 
0.   Recherclie  du  chiffre  des  millièmes. 

y{v)  =  J;,(p  +  2)=:  1^3 _^-32G6t'2-+- 6688321'  — 207872  =0, 

=  cp^-f-  32660 (p- H-  66883200  11'  —  207872000  =  o. 

4  rend  '/)  (vv)  positif,  donc  le  chiffre  des  millièmes  est  3. 
La  racine  cherchée  a  pour  valeur  7,123  à  — ^  par  dé- 
faut. 

6.   Seconde  application.  —  L'équation 
f  =^  x'*  —  -x^ -^\'^x'^  —  'ix  —  4  =  o 
a  une  racine  p  comprise  entre  2  et  3,  calculer  cette  ra- 
cine à  YYTT)  P'^*^''  P^"^  défaut. 

'fO')  =/(7-^  2)  =J*+j3_  5_^2_  3j^_2  =   o, 

si  a  est  la  plus  grande  racine  de  '}(^), 


Il  faut  calculer  a  avec  trois  chiffres  exacts,  par  excès, 
a.    Calcul  de  la  partie  entière  de  a. 

•y  =  8-3^  —  9^- — lo^-T-i  2, 

'Y  =  2  (12 -S-  —  Ç)Z-  —    '))  2, 

'y"=6(8^-3)  I. 

La  partie  entière  de  a  est  3  —  r  ou  2. 
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l'iJ.    Calcul  du  chiljre  des  dixièmes  de  a. 

y(t)  =  '^{t^i)—  'it'*^i'M^-^iSt'~-ç)t  —  ç)=.o, 

yi{u)  =  y(  —  j  =  2  it*  -i-  1 3o  11^  -4-  25oo  u--h  gooo  ii  —  90000  =  o. 

5  rend  y,  (u)  positif,  le  chiffre  des  dixièmes  de  a  est  4- 
y.    Calcul  du  chiffre  des  centièmes  de  a. 

çU')  =  -/i{v  -^  4)  =  'i.i>'*-^  l6■2^'3^-  42521^2-1-  35^52 1;  —  5x68  =0, 

;i(«')  =  C  (  —  )=  2W^-f-l620(v3-^  425200a'- 

-l-  3 5752000 tv  —  5 1680000  =  o; 

2  rend  Çi(^<^)  positif,  donc  2  est  le  chiffre  des  centièmes 
de  rt,  par  excès. 

p  =  2H 7-  =2,41. 

2,42 


APPLICATIOX  DE  LA  STATIOIE  Al  CALCIL 
DE  DIVERS  ÉLÉMEMS  Dl\  TK!A\GLE; 

Pau  m.  a.  DE  SAINT-GERMAIN. 


On  sait  que,  si  la  Mécanique  doit  beaucoup  à  la  Géo- 
métrie, elle  n'est  pas  sans  lui  rendre  quelques  services 
en  fournissant,  pour  des  propositions  de  Géométrie  pure, 
des  démonstrations  simples  et  remarquables,  au  moins 
au  point  de  vue  philosophique;  j'en  veux  signaler  un 
nouvel  exemple  en  montrant  avec  quelle  facilité  un 
théorème  de  Statique,  dont  on  donne  peu  d'applications 
élémentaires,  permet  de  calculer  les  distances  de  divers 
points  remarquables  d'un  triangle-,  quelques-unes  de 
ces  distances  sont  données  par  31.  Dostor  dans  les  Nou- 
velles Annales,  août  i883,  comme  r<'sultant  de  considé- 
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r.   Recherche  du  chiffre  des  ceniiètiies. 

•lf{t)=  oi(/-M)=:  ir:i_+.x63<2-t-  6623/  — i539  =  o, 
i|/,(  ?<)  ^  'W  —  j  =  ?/^-i- 1630»-+ 662300 ?/ —  1 539000  =  o. 

3  rrncl  '}(  [u)  positif,  donc  le  chiffre  des  centièmes  est  2. 
0.   RecJierclie  du  chiffre  des  millièmes. 

-/_((•)  =  '!/i(c-  +  2)  =  t'S-f-  3266p2_t_  668832  1'  —  207872  =  o, 

7..(-)=7.(-;^) 

=  «'•■'-f-  32660 (v- -4-  66883200»'  —  207872000  =  o. 

4  icud  '/i  (vv)  positif,  donc  le  chiffre  des  millièmes  est  3. 
La  racine  cherchée  a  pour  valeur  7,123  à  — ^  par  dé- 
faut. 

6.   Seconde  application.  —  L'équation 
f  =  x'*  —  -;  x^  -\- 13  X-  —  3x  —  4  =  o 
a  une  racine  p  comprise  entre  2  et  3,  calculer  cette  ra- 
cine à  yjpy  près  par  défaut. 

?(j)  =/(7  +  2)  =  j^-H  j3_  5j2_  3j^_  2  ^  o, 

si  a  est  la  plus  grande  racine  de  'l'(^), 

I 

p  =  2  H 

'  a 

Il  faut  calculer  a  avec  trois  chiffres  exacts,  par  excès, 
a.    Calcul  de  la  partie  entière  de  a. 

^li' ~Sz^—ç)z^—  loz-^-i  2, 

•y  =  2  (i  2  ^-  —  9  G  —  5  )  2, 

•y"=6(8i;-3)  '  I. 

La  partie  entière  de  a  est  3  —  i  ou  2. 
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[j.    Calcul  du  chimie  des  dixièmes  de  a. 

yi{u)  =  y[  —  j  =  ^ II* -^  i3o lû  ^:-  ijoo U--+-  gooo u  —  90000  =  o . 

o  rend  y,  (ii)  positif,  le  chiffre  des  dixièmes  de  a  est  4- 
y.    Calcul  du  chiffre  des  centièmes  de  a. 

;(*•)=  yi(f  -r-  4)  =  21^^-4-  l62t'-^-r-  j^l5lV- ^  i5n5lV  —  jlCS  =0, 

;,(«^)  =  c(  —  )=  1  w* -^  iÇ>io  w^ -^  425200  a'- 

-T-  3  5752000  w  —  5 1 680000  =  o  ; 

2  rend  Ç){^v')  positif,  donc  2  est  le  chiffre  des  centièmes 
de  «,  par  excès. 


APPLICATIOX  DE  LA  STATIOIE  Al  CALCIL 
DE  DIVERS  ÉLÉMENTS  DIX  TRIANGLE; 

Pak  m.  a.  de  SAI\T-GERMAI\. 


On  sait  que,  si  la  Mécanique  doit  beaucoup  à  la  Géo- 
métrie, elle  n'est  pas  sans  lui  rendre  quelques  services 
en  fournissant,  pour  des  propositions  de  Géométrie  pure, 
des  démonstrations  simples  et  remarquables,  au  moins 
au  point  de  vue  philosophique;  j'en  veux  signaler  un 
nouvel  exemple  en  montrant  avec  quelle  facilité  un 
théorème  de  Statique,  dont  on  donne  peu  d'applications 
élémentaires,  permet  de  calculer  les  distances  de  divers 
points  remarquables  d'un  triangle-,  quelques-unes  de 
ces  distances  sont  données  par  31.  Dostor  dans  les  Nou- 
velles ^Innales,  août  i883,  comme  résultant  de  considé- 
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lations  géomclriqucs.  Le  tliéorènic  dont  il  s'agit  csl  le 


suivant  : 


Soient.  \,  B,  C,  .  .  . ,  Fef  T  les  points  d' application  de 
f  oi  ces  parallèles  a,  jj,  v,  .  .  , ,  o  e^  de  leur  résultante  t. 
P  un  point  (juelconque  pris  pour  origine  ;  on  a 


(l)  PT'=-!-SaPA'— -iSa^^Ali' 


Supposons  que  les  forces  considérées  soient  au  nombre 
de  trois,  appliquées  aux  sommets  d'un  triangle  ABC; 
désignons  par  G  et  H  les  points  de  concours  des  mé- 
dianes et  des  hauteurs,  par  O,  ï,  I„,  I4,  J^les  centres  des 
cercles  circonscrit,  inscrit  et  exinscrits,  par  R,  /*,  /'„, 
/"t,  /"c  les  rayons  des  mêmes  cercles,  enfin  par  JM  le  mi- 
lieu du  côté  BC.  Faisons  d'abord  a  =  [îi  =  y  =  i;  la 
résultante,  t  =  3,  sera  appliquée  en  G.  Si  nous  plaçons 
l'origine  P  en  O,  OA,  OB,  OC  seront  égaux  à  R  et  l'é- 
quation (i)  donnera 

2  r  I  /72  _i_  /)2_i_  ^"2 

^9  9 


Pour  calculer  HG,  il  suffirait  de  placer  l'origine  P  en 
H  et  de  connaître  AH,  BH,  CH;  or,  si  par  chaque  som- 
met de  ABC  je  mène  une  parallèle  au  coté  opposé,  je 
forme  un  triangle  semblable  à  ABC,  le  rapport  de  simi- 
litude étant  2,  et  AH  l'homologue  de  MO  :  on  aura  donc 

AH  =  2MO  =^^4  B»^'  —  c-^ ■  L'équation  (i)  donne  alors 
pour  HG  une  valeur  double  de  OG,  ce  qui  résulte  aussi 
de  la  similitude  des  triangles  AHG,  MOG. 

Faisons  coïncider  l'origine  avec  le  centre  I  du  cercle 
inscrit  :  on  a 


lA 


}>  —  a 
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l'équalioii  (i)  donne,  en  remarquant  que  abc  =■  411'/', 

—2      lic{p  —  a)-!-...         a--^h^-^c- 


^P  9 

ca  -J-  ah        rt-  -î-  ^-  -4- 


4R/'. 


On  reconnait  aisément  que  Glg  se  déduit  de  XGl  en 
y  changeant  a  en  —  a,  /•  en  —  /■„. 

Faisons  maintenant  les  forces  a,  [i,  y  égales  respec- 
tivement à  rt,  Z>,  c  ;  leur  résultante  a  -\-  b  -\-  c  est,  on  le 
sait,  appliquée  en  I;  si  nous  prenons  le  point  O  pour 
origine,  l'équation  (i)  nous  donnera 

~2_  R2a-i-R2  6  + R2c  bca''-^... 


a. -\- b -^  c  {a-^b-^cY 

a  -f-  y  -H  C 

formule  connue,  mais  très  remarquable  en  ce  qu'elle 
prouve  que,  deux  cercles  étant  donnés,  il  n'est  pas  pos- 
sible en  général  de  construire  un  triangle  inscrit  dans 
l'un  et  circonscrit  à  l'autre.  On  aurait  semblablement 


0\a    =   R2+2R7-„. 

Supposons  enfin  a^a-,  ^i  ==  Z»-,  y  =  c- ;  le  centre 
des  forces  parallèles  est  en  S,  au  point  cle  concours  des 
droites  que  iM.  d'Ocagne  étudie  sous  le  nom  de  sjmâ- 
dianes  dans  le  numéro  d'octobre  i883  des  Nouvelle!^ 
Annales.  Cherchons  d'abord  la  distance  SA-,  si  l'on  fait 
coïncider  l'origine  avec  le  point  A,  l'équation  (  i)  donne 

TTT--  'ib-c-  3a'b'-c- 

oA    —  - 


a- -{- b- -\~  c'^       («--f- 62-+- c-)- 

(2Z»2-h2c2  — «2)i2r-2  b'^  C^-XG' 


{a--\- b' -h  c- y-  (a'--\- b'--h  c-y^' 

la  règle  de  composition  des  forces  parallèles  monlre  que 
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la  syniéclianc  a  pour  longueur 

bc       ,—, 

■7- -yib'^-^ic'^ — a-. 

0^  -+-  c- 

L'équation  (i)  donnerait  les  distances  SO,  SG, 

3a2  62c2 


SO  =R2 


(«■--}-  6'^ -4-  C"')2 


—  ■:î_  ■;».  («-+-6  +  c)^   „       rt2-}-62-f-c2  ia'^b^c-^ 


3  a^ -h  b^ -^  C-  18  (^«'^ -+- ^'-^ -H  c- j- 

Une  marche  toute  semblable  permettra  de  calculer  la 
distance  de  deux  points  remarquables  d'un  tétraèdre, 
pourvu  qu'on  connaisse  les  distances  de  Fuu  d'eux  aux 
quatre  sommets  et  qu'on  puisse  regarder  l'autre  comme 
le  centre  de  quatre  forces  parallèles  connues  appliquées 
aux  mêmes  sommets. 


SIR  L'AÎVGLE  »ES  LITS  OBLIQIE  ET  \ORMAL  DE  LA  VIS 
SA1XT-G!LLES; 

Par  m.  Ernest  LEBON. 


1.  Les  appareilleurs  emploient,  comme  génératrices 
des  lits  de  la  vis  Saint-Gilles  ronde,  des  rayons  d'une  des 
demi-circonférences  méridiennes  de  l'intrados  ;  mais  les 
lits  ainsi  obtenus  sont  obliques  à  l'intrados. 

Soient  RS  {fig'^)  l'axe  d'une  vis  Saint-Gilles,  SRX 
un  plan  méridien,  AFB  une  demi-circonférence  méri- 
dienne de  l'intrados,  O  le  centre  de  AFB.  On  sait  que 
tout  point  F  de  AFB  engendre  uhe  hélice  dont  la  tan- 
gente FM  en  F  est  dans  un  plan  perpendiculaire  à  OX. 
Le  lieu  des  normales  à  l'intrados,  telles  que  FN,  aux 
divers  points  d'une  hélice,   est  une  surface   normale   à 
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l'inlrados.  Soit  FG  riiitcrsection  du  plan  RSX  vl  du  plan 
tangent  en  F  à  celte  surface  normale  :  Jules  de  la  Gour- 
nerie,  dans  son  Cours  à  l'Ecole  Polyteclmique,  a  proposé, 

FifT.   1. 


pour  lits  de  la  vis  Saint-Gilles  ronde,  les  surfaces  de  vis 
à  filets  triangulaires  normales  à  l'intrados,  engendrées 
par  des  droites  analogues  à  FG  ;  son  successeur,  ]\L  A. 
Mannlieim,  a  adopté  ce  genre  de  lits  normaux. 

La  valeur  'j  de  l'angle  des  deux  espèces  de  lits  en 
cliaquepoint d'une méridiennen'a pas  encore  été  donnée; 
cherclions  cette  valeur. 

2.  Prenons  trois  axes  rectangulaires  OX,  OY  et  OZ, 
le  dernier  étant  vertical.  Soient  JC,j-  et  s  les  coordonnées 
de  F,  a  le  rayon  PiA  du  noyau,  ;•  le  rayon  de  AFB,  p  le 
rayon  du  cylindre  de  foulée,  g  le  giron,  h  la  hauteur 
d'une  marclie,  a  l'angle  de  F.M  et  de  OY.  On  a 


tanga 


a  -\-  r  ^  X 


en  posant 

(I) 


ho 


Par  suite,  les  équations  de  F.M  sont 

X  —  X  =^  o,     inY  —  (a-^  r-\-x){Z  —  ;)  =  o. 


L'équalion  du  plan  tangent,  OFM  en  F  au  Jil  oblique 

est 

(a  -+-  /•  -H  x)z.\  -I-  mx\  —  (a  -+-  /•  H-  x)x'L  =  o. 

Les  équations  de  la  normale  FN  sont  eellc  du  plan 
^X  —  xZ  =  o, 
perpendiculaire  en  F  à  FM  (  *  )  et  celle  du  plan 

(a-\-  r  -h  x)(Y  — j)  -+-  7n(Z  —  z)  =  o, 

perpendiculaire  en  F  à  la  tangente  FP  à  AFB. 

L'angle  cp  est  égal  à  l'angle  de  FN  et  du  plan  tangent 
en  F  au  lit  oblique.  On  trouve 


,    ,  m'-xy 

(2)  tango  = 


r-{a  -^  r  -\-  x)  \/  m-  -\-  (a -^  r  -^  x)- 

3.  On  voit  aisément  que  .r  ne  peut  vaiier  qu'entre  —  r 
et  /•  \  et  que  l'angle  aigu  o  égale  o",  quand  x  égale  —  /•, 
o  ou  /'.  Donc  les  deux  espèces  de  lits  coïncident  à  la 
naissance  et  à  la  clef. 

On  a 

r/ tango  _        m"-^ 
*     '  dx    '    "  ~  7^  ' 

en  posant 

N  =  (rt  -H  r){'?.x- —  r-)\m--\-  [a -^  r  -^  x)-] 

-+-  x  [  m- ^-2  -H  r-  («  +  /•  +  x)-] 

et 

1  1 

D  =  (rt-f-  r  -^  xy{x' —  r-y-[m'^-\-  («7,-4-  /•-4-^)'-]'^ 

Le  dénominateur  de  cette  dérivée  est  positif,  quand  x 
varie  de  —  /•  à  /■. 


(')  D'après  celte  équation,  on  conclut  que  les  normales  à  l'in- 
trados, aux  divers  points  d'une  méridienne,  coupent  la  perpendi- 
culaire menée  par  son  centre  à  son  plan. 


(  4:^  ) 


Eli  faisant  x  succossivemoiit  égal  à 


—  r,     T, — ,      o,     T ,      -pi      /•, 

x'  et  x"  claiit  les  racines  de  l'équation 

i(a-\-  x')x''--\-  r'^T  —  ( rt  -h  /•  ) ^2  =  o, 
ou  trouve  que  N  prend  les  signes 


jy après  cela,  l'équation 

(4)  -{-  (a  -h  /•)[2/?i'--i-  /-^-i-  2(rt  -^  ry]x'- 

\       —  («  -+-  7-)2  r^^r  —  (a  +  r)[7«2-i-  (a  -f-  /■)-]  /'^  =  o, 

obtenue  en  égalant  N  à  o,  admet  une  racine  positive  .T), 
comprise  entre  x!  et  ^^/'y/a,  et  une  racine  négative  jCo, 
comprise  entre  x"  et  —  \''\l'^- 

D'après  le  théorème  de  Descartes,  les  deux  racines  de 
l'équation  (4)  sont  négatives,  si  elles  sont  réelles.  Je  dis 
que  chacune  d'elles  est  inférieure  à  —  ;'.  En  eiï'el,  si  Fiine 
d'elles  j?3  était  supérieure  à  —  /■,  l'autre  x-,  le  serait 
aussi.  Alors,  après  avoir  posé 

j?i  =  a^'  -+-  kl ,     X2,  =  x"  -f-  k-2,     .rs  -f-  ir4  =  —  a  r  -f-  l. 

on  trouverait  que  la  somme  des  quantités  A,,  Ao  et  /,  ici 
supposées  positives,  est  négative. 

D'après  ce  qui  précède,  et  en  tenant  compte  des  signes 
de  la  dérivée  (3),  on  trouve  que  l'angle  aigu  o  a  deux 
valeurs  maxima  '^,  et  cp._,  qui  correspondent  à  des  valeurs 

Xi  et  X2  de  X  comprises  entre  ^r\Ji  et  x" .  Par  suite,  on 
voit,  dans  la  pratique,  si  l'ou  peut,  sans  inconvénient 
pour  la  stabilité,  adopter  les  lits  obliques,  ou  si  l'on  doit 
employer  les  lits  normaux. 


4.  Exemple.  —  Soient 

«  =  o'",'^5,     /•  =  o'",'j,     p  =  o'",73,     2^"  =  3/<. 
Les  équations  (4)  et  (2)  donnent 

2"i  =  o'",288     et     3-0  =  —  o'",428, 
à  0,001  près  par  défaut  ; 

Oj  =  5°  37'     et     0-2  =  29°  58'. 

o.   Cherclions  l'angle  <I>  d'une   génératriee  OF  d'un 
lit  oblique  et  d'une  génératriee  FG  d'un  lit  normal. 
Les  équations  de  OF  étant 

Y  =  o,     ;;X  —  ,rZ  =:  o, 

et  celles  de  FG  étant 

Y  =  0, 

[«l'-i-  (a  -f-  /•  -f-  a7)-]j:(X  —  x)  —  {ci  -i-  /•  -4-  x)~x7^  —  m-  zx  =  o, 

on  obtient 

in?-x\jr^  —  x'^ 


taiiîr'l» 


m-{  r-  —  X-  )  -f-  7-2  (  «  -H  7-  -H  «•  )2 


La  discussion  de  cette  équation  montre  que  l'angle 
aigu  <î>,  qui  égale  o^  quand  x  égale  —  /',  o  ou  r,  a  deux 
valeurs  maxima  <I>|  et  <I>2  qui  correspondent  à  des 
valeurs  x\  et  x.-,  de  x  comprises  entre  /•  et  —  /'.  L'é- 
quation 

2(a  -i-  /■)  a;3  +  [ /n2  +  r--^  2  (a  H-  /')2].r-  — [/n2_j_(^^  _|_,.)2j,.2  —  q 

donne  x\  et  x!, . 

Dans  l'exemple  considéré,  on  trouve 

x\  —  o'",3i,     x'.y  =  —  o™,  17,     «l'i  =  5''2(V,     «i».,  =  36°43'. 

Sur  notre  é[)ure  (yi'^'".  2),  (pii  contient  les  cojistruction  s 
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du  Cours  de  rPLcole  Polytcchuique,  pour  obtenir  la  géué- 

l'ifï.   2. 


ration  (ff  g' •>  It^s  points  de  a'J'b'  auxquels  correspondent 
les  angles  <ï><  et  $2  sonty^'  etj.^. 


CORRESPOXDAXtE. 


Extrait  d'ujie  Lettre  de  31.  le  D'  J.  Peano.  —  Dans 
son  Cours  d' Analyse  de  V Ecole  Polytechnique,  p.  21, 
M.  Jordan  donne  une  démonstration  peu  rigoureuse  du 
théorème  suivant  : 

«  Soit  y  =f{^x)  une  fonction  de  x  dont  la  dérivée 
reste  finie  et  déterminée  lorsque  x  vai^ie  dans  un  certain 
intervalle. 

»  Soient  a  et  a  ~\-  h  deux  valeurs  de  x  prises  dans  cet 
intervalle.  On  aura 

f(a-hh)—/{a)=  IX  h, 
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[j.  (lésignanl  une  quaiitilo   intermédiaire   entre  la  plus 
grande  (!t  la  plus  petite  valeur  de  y'(x  )  dans  l'intervalle 


de  a  a  a 


h. 


En  eliet,  dit  l'auteur,  donnons  à  x  une  série  de  valeurs 
rt,,  «2,  ...,  «//_)  intermédiaires  entrer  et  <7 -h  A  ;  posons 

Supposons  maintenant  les  valeurs  intermédiaires 
(l^^  .  .  .^(iii^i  indéfiniment  multipliées  (et  rapprochées). 
Lesquantitéssi  ,£2?  •••  tendront  toutes  vers  zéro, car  s,,  est 

I        T/\"  f{(fi)  —  fi''lr~\)  !•       •  cil  \ 

Ja  dillerence  entre* — = — -  et  sa  Innite  f     «,-   ,    . 

Cette  affirmation  ]i'est  pas  juste;  car 

quand  on  suppose    «,-__,    fixe,    et   a,,   variable  et  s'ap- 
procliant  indéfiniment  de  a,.^\  ;  mais  on  ne  le  peut  pas 
affirmer  quand  varient  en  même  temps  a,,  et  a,_\ ,  si  l'on 
ne  suppose  pas  que  la  dérivée  soit  continue. 
Ainsi,  par  exemple,  posons 


avec 

sa  dérivée 


f  (x)  ==  IX  èin cos- 

•  X  X 


pourx^o,  et/^'(o)  =  o,  reste  toujours  finie  et  déter 

minée,  mais  discontinue. 

Soit 

rt  =  o,     /i  >  o; 

posons 


I 

«1  =  ,      c/. 


r/3,  rz-, ,  ...  quelconques. 
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On  aura 

f(ao)—f{a,) 


-/'(«O; 


a.)  —  «1 
mais 

/(«i)  =  o,    /(o.o)  =  o,    /'(«,)  =  — i; 
donc 

et  sa  limite  n'est  pas  zéro. 

Presque  la  m^ème  faute  a  été  commise  par  M.  Houcl 
[Coui's  de  Calcul  infînitésimnl,  t.  I,  p.  i4->)-  J'ajou- 
terai enfin  que  l'on  démontre  très  facilement  la  formule 

/('î-o-H  h)  — /(^o)  =  h/'(cco-h  0/i), 

sans  supposer  la  continuité  de  la  dérivée. 


Extrait  d'une  LetLre  de  M.    C.  Jordan.  —  Je  n'ai 

rien   à   répondre    à    la   critique    de    JM.    le   D""  Peano, 

(|ui  est  parfaitement  fondée.   J'ai  admis  implicitement 

1                  1'                    •                f(^-^à)  —  f(.T)  ,    . 

dans  ma  démonstration  que  "^-^ .      -^ tendait  uni- 

forniénient  vers  /'(x)  dans  l'intervalle  de  a  à  h.  C'est  un 
des  points  sur  lesquels  je  me  proposais  d'ailleurs  de 
revenir  dans  mon  troisième  Volume. 

M.  Peano  dit  qu'il  est  facile  de  démontrer  la  formule 

f{x  -\-  h)  —f{x)  =  hf'{x-\-  6  A;, 

sans  supposer  la  continuité  de  la  dérivée.  Il  me  ferait 
plaisir  en  me  communiquant  sa  démonstration,  car  je 
n'en  connais  pas  qui  me  paraisse  pleinement  satis- 
faisante. 

Extrait  d' une  Lettre  de  M.  O.  Kœniss.  —  11  v  a 
deux  ans,  lorsque  je  vous  envoyai  la  INote  sur  les  cu- 
biques qui  vient  de  paraître  dans  le  numéro  de  juillet 
des  Annales.,  je  n'avais  pas  cherché  si  le  complexe  des 
tangentes  aux  cubiques  gauches  passant  par  cinq  points 
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était  bien  le  seul  qu'on  pùl  définir  par  des  points  de  dé- 
part, de  telle  sorte  que  le  eùne  de  Malus  contînt  cinq 
points  lixes.  En  lisant  l'article,  j'ai  tout  de  suite  pensé 
à  cette  réciproque,  et  voici,  en  quelques  mots,  comment 
je  l'établis.  Une  transformation  liomographique  permet 
toujours  de  rejeter  trois  points  fixes  à  l'infini  suivant 
trois  directions  rectangulaires, Ox,  O  y^  Oz;  de  plus,  je 
puis  prendre  pour  origine  O  des  coordonnées  le  milieu 
de  la  droite  qui  joint  les  deux  autres  points,  qui  ont 
ainsi  pour  coordonnées  («,  b,  c),  ( —  «,  —  Z»,  —  c). 

En  cherchant  d'abord  à  définir  les  cosinus  directeurs 
X,  \,  Z  d'une  droite  en  fonction  du  point  de  départ 
[x^y^z)^  de  sorte  que  le  oone  de  Malus  passe  par  les 
points  fixes  à  l'infini,  c'est-à-dire  contienne  les  trois  pa- 
rallèles aux  axes  menées  par  son  sommet,  on  trouve  que 

Ton  doit  avoir 

X  _^  Z 

on  f,  C5  et  'l)  sont  des  fonctions  arbitraires. 

Si  l'on  exprime  ensuite  que  le  cône  contient  les  deux 
autres  points  [a,  Z>,  c),  ( —  a,  —  b,  —  c),  on  tombe  sur 
deux  autres  équations  qui  déterminent  complètement 
les  fonctionsy,  cp,  -ji,  et  l'on  vérifie  que  les  valeurs  de  X, 
Y,  Z  conviennent  à  la  tangente  au  point  [x^j^z]  à  la 
cubique  gauche  passant  par  ce  point,  ainsi  que  par  les 
autres  cinq  points  fixes. 

Le  complexe  du  sixième  ordre  que  j'ai  défini  dans  la 
Note  précitée  est  donc  le  seul  qui  jouisse  de  la  propriété 
que  je  lui  avais  reconnue  directement. 

Si  l'on  aborde  la  question  sans  prendre  la  précaution 
de  rejeter  trois  des  points  à  l'infini,  on  tombe  sur  un 
système  de  six  équations  linéaires  entre  trois  fonctions 
de  trois  variables  indépendantes,  et  il  ne  parait  pas  aise 
de  découvrir  que  ce  système  surabondant  comporte  ce- 
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pendant  une  solution  unique  (>t  dénuée  de  constantes 
arbitraires. 

Extrait  d'une  Lettre  de  M.  d'Ocagne.  —  Par  appli- 
cation delà  formule 

0  =  ^'{x)p  cosa, 

que  j'ai  donnée  dans  une  1SoX.g  récente  (3®  série,  t.  II, 
p.  190),  on  a  ce  théorème  : 

Soit  donné  un  cercle  rapporté  à  deux  axes  rectan- 
gulaires passant  par  son  centre^  si  sur  la  tangente  en 
chaque  point  on  porte  une  longueur  égale  à  l'x  de  ce 
point,  la  normale  à  la  courbe  ainsi  obtenue  coupe  le 
rayon  du  cercle  à  une  distance  du  centre  égale  à  l'y 
du  point. 
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Théorie  de  la  capillarité-,  par  M.  Emile  Mathieu, 
professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Nancy.  In-4°- 
Paris,  Gauthier- Villars  ;  1 883.  Prix  :   10  francs. 

Laplace  publia  le  premier,  en  1806,  une  véritable  théorie 
mathématique  de  la  capillarité,  qui  est  insérée  à  la  suite  du 
tome  I\'  de  la  Mécanique  céleste.  Il  prit  pourpoint  de  départ 
de  ses  recherches  le  principe  de  l'attraction  du  liquide  sur  lui- 
même  et  de  la  paroi  sur  le  liquide,  en  supposant  que  ces  ac- 
tions n'ont  lieu  qu'à  des  distances  insensibles. 

Gauss  s'occupa  plus  tard   des  principes  de  la  même  théorie, 
dans  un  Mémoire  inséré  dans  le  tome  V  de  ses  Œuvres. 
■    Enfin  Poisson    fit  paraître,  en  i83i,  sa  Nouvelle  théorie  de 
l'action  capillaire .   Dans  cet  Ouvrage,  d'une  lecture  très  dif- 
ficile, il  montre  qu'il  est  indispensable  d'avoir  égard  au  chan- 
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gemenl  de  densité  du  liquide  vers  les  surfaces  qui  le  terminent. 

Non  seulement  le  livre  de  M.  Mathieu  renferme  tous  les 
résultats  contenus  dans  les  Ouvrages  précédents,  mais  il  tient 
compte  des  expériences  qui  ont  été  faites  sur  ce  sujet  depuis 
quarante  ans  et  qui  ont  fourni  de  nouveaux  éléments  à  la 
théorie. 

Bien  qu'il  admette,  comme  Poisson,  le  changement  de  densité 
vers  la  limite  du  liquide,  cette  considération  ne  l'oblige  pas  à 
des  calculs  très  compliqués,  comme  on  le  voit  dans  le  Cha- 
pitre I  de  son  livre,  où  il  établit  les  principes  de  la  théorie  de 
la  capillarité. 

Le  Chapitre  II  traite  de  l'élévation  ou  de  la  dépression  d'un 
liquide  auprès  d'une  paroi. 

Le  Chapitre  III  est  intitulé  :  Liquides  superposés  ;  suspen- 
sion dans  l'air  d'un  liquide  par  un  tube  capillaire. 

Parmi  les  questions  traitées  dans  ce  Chapitre,  nous  signale- 
rons :  1°  l'étude  des  figures  liquides  obtenues  par  Plateau 
quand  elles  sont  soustraites  à  la  pesanteur,  et  celle  de  la  sta- 
bilité de  leur  équilibre;  2°  l'effet  de  la  viscosité  dans  l'état 
d'équilibre  d'un  liquide. 

Le  Chapitre  IV  a  pour  sujet  la  modification  de  la  pression 
hydrostatique  par  les  forces  capillaires.  Il  correspond  au  Cha- 
pitre V  du  Livre  de  Poisson;  mais  autant  tre  dernier  Chapitre 
est  difficile  à  lire,  autant  les  démonstrations  synthétiques  don- 
nées par  M.  Mathieu  sont  faciles  à  comprendre.  Le  même  sujet 
est  ensuite  repris  par  l'Analyse. 

I^e  Chapitre  V  est  intitulé  :  Elévation  d'un  liquide  au  moyen 
d'un  disque  horizontal  ;  figures  des  gouttes  de  liquide  posées 
sur  un  plan  horizontal  ou  suspendues. 

Citons  les  questions  suivantes  qui  y  sont  traitées  :  des  figures 
des  gouttes  de  mercure,  supposées  d'abord  grandes,  ensuite 
petites  ou  moyennes;  calcul  de  la  dépression  barométrique; 
détermination  toute  nouvelle  des  figures  des  gouttes  au  moment 
où  elles  sont  près  de  se  détacher  dun  tube  capillaire  et  consé- 
quences qui  s'en  déduisent. 
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Histoire  des  sciences  mathématiques  et  physiqxjes; 
par  M.  Maximilien  Marie,  examinateur  d'admis- 
sion à  l'Ecole  Polytechnique.  Petit  in-8",  caractères 
elzevirs,  titre  en  deux  couleurs.  Tomes  I,  II,  III  et  IV  . 
Paris,  Gautliier-V  illars-,  i88.)-i884-  Prix  de  chaque 
tome  :  6  francs. 

I. 

On  raconte  que  Waller  Raleigh  avait,  pendant  son  séjour 
forcé  à  la  Tour  de  Londres,  entrepris  d'écrire  une  Histoire  uni- 
verselle- Interrompu  un  jour  parle  bruit  d'une  querelle,  il  ap- 
pelle, s'enquiert,  interroge;  puis,  ne  pouvant,  à  travers  les 
témoignages  contradictoires  des  assistants,  arriver  à  démêler 
le  vrai  motif  de  tout  ce  tapage,  il  jette  dédaigneusement  son 
manuscrit  au  feu,  abjurant  la  prétention  de  dire,  sur  les  faits 
lointains,  la  vérité  qui  lui  échappe  sur  une  rixe  dont  les 
bruyants  ébats  sont  parvenus  jusqu'à  son  oreille. 

Raleigh  était  logique,  s'il  avait  eu  la  chimérique  ambition  de 
remonter  dans  son  Histoire  jusqu'aux  causes  premières  des 
événements  et  de  retracer  les  détails  précis  de  leur  mode 
d'exécution.  Mais  tel  n'est  pas  l'objet  de  l'Histoire  générale; 
son  domaine  exclusif  est  le  côté  lumineux  des  événements, 
c'est-à-dire  leur  existence  et  leur  résultat,  la  manière  dont  ils 
s'enchaînent  et  dont  ils  s'engendrent.  Tous  les  événements  de 
l'Histoire,  qu'ils  appartiennent  à  l'ordre  scientifique  ou  à  la 
vie  politique,  offrent  ce  double  caractère  d'être  plongés  d'un 
côté  dans  l'obscurité  et  de  l'autre  en  pleine  lumière.  On  a,  par 
exemple,  longtemps  discuté  sur  les  origines  du  Calcul  diffé- 
rentiel; les  avis  peuvent  même  différer  encore  sur  la  part  de 
Leibnitz  et  sur  celle  de  Newton;  mais  tout  le  monde  ne  s'ac- 
corde pas  moins  à  reconnaître  que,  vers  la  fin  du  xvii®  siècle, 
les  efforts  simultanés  de  ces  deux  génies  immortels  ont  créé 
un  nouveau  calcul  dont  l'avènement  a  été  l'occasion  des  ap- 
plications les  plus  surprenantes  et  les  plus  variées,  et  a  consti- 
tué le  plus  grand  progrès  qu'aient  jan)ais  fait  les  Sciences 
mathématiques.  L'éclosion  d'une  idée  nouvelle,  les  détails  de  sa 
formation  sont  donc  choses  obscures  et  discutables  à  l'infini; 
mais  les  traits  principaux,  les  grandes  lignes  de  son  dévelop- 
pement échappent  au  contraire  à  l'incertitude,  et  c'est  une 
lâche  difficile,  mais  non  insurmontable,  que  de  reproduire,  sans 
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en  fausser  les   couleurs,  le   tableau   des   plus  éclalanles   con- 
quêtes de  l'esprit  humain. 

C'est  bien  en  se  plaçant  à  ce  point  de  vue  que  M.  Marie  a 
écrit  son  Livre  :  «  Il  ne  faut  chercher  »,  dit-il,  «  dans  cet  Ou- 
))   vrage  ni  tentatives  de  restitution  de  faits  inconnus,  ni  dis- 

»  eussions  sur  les  faits  incertains L'Histoire  que  j'ai  désiré 

»  écrire  est  celle  de  la  filiation  des  idées  et  des  méthodes 
»  scientifiques.  »  La  lecture  seule  du  premier  volume  permet- 
tait d'augurer  que  M.  ISIarie  avait  atteint  son  but,  mais  nous 
avons  préféré  attendre,  pour  pouvoir  affirmer  le  succès  déjà 
prévu,  que  la  publication  fût  plus  avancée.  Aujourd'hui  quatre 
volumes  ont  paru  de  cet  important  Ouvrage;  ils  embrassent  la 
longue  période  comprise  entre  Thaïes  et  Huygens  et  ren- 
ferment par  conséquent  la  partie  la  plus  intéressante  et  la  plus 
difficile  de  l'Histoire  des  Sciences,  c'est-à-dire  celle  où  se  pro- 
duit le  laborieux  enfantement  des  premiers  Chapitres  de  la 
Géométrie,  de  l'Astronomie,  de  l'Algèbre,  de  la  Physique,  de  la 
Mécanique,  de  la  Chimie  et  de  la  Physiologie:  il  n'est  donc  pas 
téméraire  de  préjuger  de  l'œuvre  entière  par  ces  quatre  pre- 
miers ^'olumes. 

II. 

Les  devanciers  de  M.  Marie,  Montucla,  Bossut,  etc.,  nous 
ont  donné  les  noms  des  savants  illustres,  les  dates  et  les 
titres  de  leurs  Ouvrages;  mais  ils  ont  complètement  omis,  il 
faut  l'avouer,  de  nous  faire  connaître,  même  aussi  succincte- 
ment qu'on  puisse  l'imaginer,  les  méthodes  suivies  par  les 
inventeurs.  Considérons,  par  exemple,  la  période  qui  s'étend 
de  Cavalieri  à  Huygens.  Nous  trouvons  simplement  dans 
VAperçii  historique  :  «  La  méthode  des  indivisibles  a  suppléé 
»  pendant  cinquante  ans  à  l'invention  du  Calcul  intégral.  » 
Montucla,  de  son  côté,  se  borne  à  dire  que  Cavalieri  considé- 
rait les  lig^nes  comme  composées  de  points,  les  surfaces  comme 
formées  de  lignes  et  les  volumes  comme  résultant  de  feuilles 
empilées.  Mais  comment  cette  conception  fut-elle  mise  en  œuvre 
d'abord  par  le  premier  inventeur,  puis  par  Hoberval,  Wallis  et 
Pascal?  Montucla,  Bossut,  Chasles  restent  muets  sur  ce  sujet. 

Toutes  les  Histoires  nous  apprennent  que  Roberval  a  quarré 
la  cycloïde  entière  et  cubé  les  volumes  qu'elle  engendre  en  tour- 
nant autour  de  sa  base  ou  de  la  tangente  au  sommet,  mais  que 
Pascal  le  premier  a  évalué  les  aires  des  segments  de  cette 
courbe,  ainsi  que  les  volumes  engendrés  par  la  rotation  de  ces 
segments.  Certe^^,  entre  les  <leux  cas,   la   différence  est  grande 
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et  Monlucla  en  convient.  Mais  ce  qu'il  importerait  de  montrer, 
c'est  combien  éloignées  l'une  de  l'autre  sont  les  méthodes  qui 
permettent  de  les  aborder. 

I*our  répondre  avec  précision  à  toutes  les  questions  de  ce 
genre,  qui  sont  assurément  les  plus  intéressantes,  M.  Marie 
s'est  livré,  pendant  de  longues  années,  à  un  véritable  travail  de 
bénédictin.  \e  s'arrachant  à  ses  livres,  dans  son  charmant 
cottage  de  Ghatillon,  que  pour  cultiver  un  moment  ses  fleurs, 
il  a  dépouillé,  avec  une  sagacité  peu  commune,  les  ouvrages 
originaux,  et  il  nous  en  donne  une  analyse  rigoureuse  en  se 
plaçant  au  point  de  vue  même  des  auteurs,  reproduisant  in 
extenso  les  propositions  fondamentales  avec  leurs  démonstra- 
tions et  indiquant  rapidement  le  moyen  d'en  déduire  les 
autres.  C'est  là,  il  faut  le  reconnaître,  un  service  inappré- 
ciable rendu  aux  savants  qui  pourront  ainsi,  sans  peine  au- 
cune, entrer  en  commerce  intime  avec  les  plus  grands  esprits 
de  l'antiquité  et  des  temps  modernes. 

Quel  professeur  n'a  désiré  connaître  exactement  les  CEuvres 
d'Archimède.  d'Euclide,  d'Apollonius,  de  Ptolémée,  de  Dio- 
phante,  de  Pappus,  de  Copernic,  de  Cardan,  de  ^'iète,  de 
Galilée,  de  Kepler,  de  Descartes,  de  Wallis,  de  Roberval,  de 
Pascal,  d'Huygens,  de  Newton,  de  Leibnitz,  de  Bernoulli,  etc.? 
Mais  comment  déchiffrer  tous  ces  Ouvrages?  Sans  doute  Ar- 
chimède  et  Euclide  ont  été  fort  bien  traduits  en  français 
par  Peyrard  ;  mais,  pour  lire  Peyrard,  il  faut  en  quelque 
sorte  le  traduire  à  son  tour,  en  retrancher  les  trois  quarts, 
et  jeter  pas  mal  de  lumière  sur  le  reste.  Les  Ouvrages  d'Apol- 
lonius, de  Ptolémée,  de  Diophante  et  de  Pappus  ont  été  tra- 
duits en  langue  latine;  ceux  de  Copernic,  de  Cardan,  de 
Kepler  ont  été  écrits  en  latin  par  leurs  auteurs  eux-mêmes. 
Mais  quel  latin  obscur!  Viète  parle  à  la  fois  latin  et  grec  dans 
la  même  phrase.  Les  Traités  de  Galilée  relatifs  à  la  Mécanique 
sont  en  italien  et  n'ont  pas  été  traduits.  Descartes  a  écrit,  il 
est  vrai,  en  français,  la  Géométrie,  la  Dioptrique  et  les  Mé- 
téores; mais  quel  laconisme  et  que  de  commentaires  exige  le 
développement  de  sa  pensée?  Enfin  quelle  persévérance  ne 
faut-il  pas  pour  supporter  sans  lassitude  les  bizarreries  de  Ca- 
valieri  et  la  lourdeur  de  Roberval,  pour  s'accoutumer  à  la 
manière  étrange  de  Wallis,  qui  ne  s'appuie  guère  que  sur  des 
analogies.  Pascal  lui-même,  malgré  sa  belle  langue,  a  besoin 
d'être  traduit,  la  plupart  des  expressions  qu'il  emploie  n'ayant 
plus  cours  dans  la  Science  moderne. 
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Il  est  inutile  d'insister  davantage  sur  l'étendue  et  l'utilité 
de  l'œuvre  de  M.  Marie;  mais  ce  que  nous  tenons  à  constater, 
c'est  l'habileté  avec  laquelle  il  a  triomphé  des  difficultés  de  sa 
tâche,  c'est  l'agrément  que  nous  a  procuré  la  lecture  de  ce 
Livre  qui  est  d'une  si  merveilleuse  clarté.  Et  cependant,  qu'on 
ne  s'y  trompe  pas,  ses  analyses  des  Œuvres  des  grands  géo- 
mètres ne  sont  pas  de  simples  esquisses  à  l'usage  des  per- 
sonnes qui  ne  veulent  avoir  qu'un  aperçu  de  l'Histoire  de  la 
Science  :  ce  sont  des  études  profondes  qui  offriront  un  réel 
secours  même  aux  personnes  désireuses  d'entreprendre  la  lec- 
ture des  Ouvrages  originaux.  Voici,  par  exemple,  comment 
M.  Marie  résume  la  solution  donnée  par  Archimède  du  pro- 
blème de  l'équilibre  d'un  segment  de  paraboloïde  flottant  sur 
un  liquide. 

«  Soient  (  fig.  \\) 
BAC  la  section  du  segment  de   conoïde    par  le   plan   vertical 

mené  par  l'axe  AO; 
h  la  hauteur  AO  du  segment; 
B'A'C  la  partie  plongée  ; 
h!  l'axe  A'O'  de  cette  partie  ; 
a  l'angle  que  l'axe  AO  fait  avec    l'horizon,   dans   la   position 

d'équilibre  ; 
p  le  paramètre  de  la  parabole  ; 
G  et  G'  les  centres  de  gravité  du  segment  entier  et  du  segment 

plongé  dans  le  liquide; 
ky  la  tangente  en  A  à  la  parabole  de  section  BAC. 


»  11  faut  exprimer  que  GG'  fait  avec  Aj'  l'angle  «,  qui  est 
»  aussi  l'angle  de  la  tangente  en  A'  à  la  parabole  BAC  avci- 
»   l'axe  AO.r. 
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»  Soient  a  et  b  les  distances  du  point  A'  aux  droites  Ax 
»  et  \y,  les  distances  des  points  G  et  G'  aux.  mêmes  droites 
»  sont  respectivement  |/i  et  o  pour  le  premier,  a -+- 1 /i'  et  b 
»  pour  le  second.  Par  conséquent 

GK  =  a  — |(/i  — A') 
»  et 

G'K  =  b; 

»  la  raison  qui  détermine  l'angle  a  (c'est  tanga)  est  donc 

a  —  |(/«  —  h') 


n  mais  cette  raison  est  aussi  ~;  et  d'ailleurs 

b-i 
a  = 

■2/J 

»  En  conséquence,  il  vient,  en  appelant  K  la  raison  cherchée 

»  (tanga), 

|(A_/0--^ 


P 
K 

»  d'où 

^ =?("-"■) -A- 

»  D'un    autre   côté,  les  volumes    du  segment  entier  et  de  la 
»  partie  plongée  sont 

7zp/i-  et  Tiph''^; 

»  en  désignant  donc  par  P  et  P'  les  poids  d'un  égal   volume 
»  du  fluide  et  du  segment  de  conoïde,  on  doit  avoir 

h^  _   P 

»  d'où 

»  la  condition  d'équilibre  est  donc 


/'=^<-v/?)-ïfe^ 
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d'où 


langa 


\/v[^"[-\/r)-"\ 


»  Pour  que  l'équilibre  soit  possible,  sans  que  l'axe  soit  ver- 
»   tical,  il  faut  que 


h> 


v/^ 


»  On  retrouve  dans  cette  formule  la  condition  énoncée  dans 

.  P'         .     .        . 
»  la  proposition    II.    En  effet,   si  —  était   infiniment   petit,   il 

»  faudrait  absolument  que  h  dépassât  f/>. 

P' 

j>  La  condition  de  réalité  tanga,  exprimée  par  rapport  à  -p  ? 

»  donne 

P'  ^(h-^p)^ 
P  ^  h^ 

n  C'est  ce  qu'exprime  l'énoncé  de  la  proposition  IV  :  si  le  seg- 
»  ment  de  conoïde  a  son  axe  plus  grand  que  trois  fois  la  moitié 
»  du  demi-paramètre  (2/?),  et  si  la  raison  de  la  pesanteur  de 
»  ce  segment  à  la  pesanteur  d'un  volume  égal  du  fluide  n'est 
»  pas  moindre  que  la  raison  du  carré  de  l'excès  de  l'axe  sur 
V  trois  fois  la  moitié  du  demi-paramètre,  au  carré  de  l'axe, 
»  l'équilibre  sera  impossible  avec  une  direction  inclinée  de 
»  l'axe.  » 

Le  cas  oîi  la  base  du  segment  est  entièrement  plongée  dans 
le  liquide  est  traité  d'une  manière  analogue. 

III. 

Ce  serait  méconnaître  le  caractère  de  l'Ouvrage  qui  nous  oc- 
cupe si  l'on  .concluait  de  ce  qui  précède  que  l'auteur  n'a  visé 
qu'à  donner  une  compilation  pouvant,  jusqu'à  un  certain  point, 
tenir  lieu  des  écrits  originaux.  M.  Marie  est  au  contraire  di- 
rigé dans  ses  jugements  par  des  vues  personnelles  très  nettes 
qui  établissent  un  lien  étroit  entre  les  diverses  parties  de  son 
œuvre  et  donnent  à  son  livre  une  unité  remarquable  et  un  at- 
trait particulier. 

C'est  surtout  la  création  laborieuse  de  l'Algèbre  que  M.  Ma- 
rie éclaire  à  l'aide  d'une  théorie  qui  lui  est  propre. 
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L'Algèbre  est  la  théorie  abstraite  des  lois,  c'est-à-dire  des 
relations  de  dépendance  entre  des  grandeurs  susceptibles  de 
varier  simultanément  :  elle  a  pour  objet,  dans  ses  développe- 
ments ultérieurs,  l'étude  des  transformations  qu'on  peut  faire 
subir  aux  expressions  de  ces  lois  sans  les  altérer;  mais  les  pre- 
miers efforts,  et  les  plus  pénibles,  ont  dû  porter  sur  les  movens 
d'exprimer  ces  lois  sous  la  forme  que  leur  attribuaient  d'abord 
les  recherches  concrètes.  Or  le  point  de  vue  où  nous  nous 
trouvons  placés,  depuis  l'invasion  en  Occident  des  méthodes 
des  Hindous  et  des  Arabes,  devait  nous  faire  complètement 
illusion  sur  les  premières  origines  de  l'Algèbre;  toutes  nos  ha- 
bitudes d'esprit  nous  amènent  en  effet  à  la  rattacher  à  l'Arith- 
métique, à  la  considérer,  suivant  l'expression  de  Newton, 
comme  une  Arithmétique  universelle,  ne  différant  de  l'Arith- 
métique ordinaire  que  par  l'emploi  des  lettres  substituées  à 
des  nombres. 

Il  en  esta  peu  près  ainsi,  en  effet,  depuis  qu'on  a  pu,  à  l'imi- 
tation des  Hindous  et  des  Arabes,  introduire  dans  les  éléments 
les  formules  des  mesures  des  aires  et  des  volumes;  mais  les 
géomètres  grecs  n'ont  pas  connu  ces  formules.  Toutefois  on 
admet  généralement  qu'Archimède,  Apollonius  et  surtout 
Pappus  possédaient  une  Algèbre  relativement  assez  avancée, 
vu  les  transformations  déjà  fort  compliquées  qu'ils  font  subir 
aux  relations  qu'ils  emploient.  Wallis,  Ghasles  et  bien  d'auti'es 
ont  non  seulement  accepté  l'hypothèse  de  l'existence  de  cette 
Algèbre,  mais  ils  ont  en  outre  cherché  à  la  restituer.  Seule- 
ment, et  c'est  ce  qui  explique  l'insuccès  de  leurs  tentatives, 
ils  se  plaçaient  toujours  au  point  de  vue  moderne,  c  est-à-dire 
qu'ils  se  demandaient  par  quel  artifice  les  Grecs  avaient  pu 
faire  concourir  leur  Arithmétique  au  progrès  de  la  Géométrie, 
tandis  qu'en  réalité  les  géomètres  grecs  n'ont  jamais  eu  l'idée 
de  rapporter  à  des  unités  les  grandeurs  sur  lesquelles  ils  spécu- 
laient. 

M.  Marie  montre  très  bien,  par  des  exemples  concluants,  que 
les  géomètres  grecs  n'ont  jamais  introduit  que  les  grandeurs 
elles-mêmes  dans  leurs  formules  parlées,  et  il  voit  avec  raison, 
ce  nous  semble,  la  résolution  complète  des  équations  du  second 
degré  dans  celle  de  ces  trois  problèmes  d'Euclide  :  Diviser  une 
droite  donnée  en  deux  parties  dont  la  moyenne  propor- 
tionnelle soit  une  ligne  donnée.  Construire  un  rectangle 
.  équivalent  à  un  carré  donné  et  tel  que  la  somme  ou  la  dif~ 
férence  de  sa  base  et  de  sa  hauteur  soit  une  longueur  don- 
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née.  Enfiix^iViier  une  droite  en  moyenne  et  extrême  raison. 
Pour  les  Grecs,  en  effet,  c'était  là  un  mode  de  résolution 
achevé,  puisque,  n'ayant  jamais  cherché  à  évaluer  les  gran- 
deurs en  nombre,  ils  n'avaient  à  se  préoccuper  que  d'obtenir 
en  quelque  sorte  des  formules  géométriques,  c'est-à-dire  les 
moyens  de  construire  les  racines. 

Cette  manière  de  voir  a  permis  à  'SI.  Marie  de  supprimer 
une  anomalie  singulière  qui  avait,  depuis  un  demi-siècle,  exercé 
vainement  la  sagacité  des  historiens. 

Venturi  et  à  sa  suite  Ghasles  et  M.  Cantor  avaient  attribué 
à  Héron  l'Ancien,  qui  vivait  à  Alexandrie  i5o  ans  environ  avant 
notre  ère,  la  paternité  d'un  Ouvrage  de  Géodésie  intitulé  la 
Dioptre  (le  niveau  —  IlEpi  AtoTixpaç)  où  l'on  trouve  la  description 
d'un  instrument  semblable  à  notre  théodoliteet  en  outre  la  for- 
mule de  l'aire  d'un  triangle  en  fonction  des  trois  côtés.  On 
possède  de  cet  Ouvrage,  dont  Venturi  a  révélé  l'existence,  trois 
copies  manuscrites  assez  dissemblables  et  qui  appartiennent 
respectivement  à  la  Bibliotlièque  nationale  et  aux  bibliothè- 
ques de  Strasbourg  et  de  Vienne. 

D'autre  part,  il  existe  trois  éditions  encore  plus  discordantes, 
d'un  Ouvrage  intitulé  la  Géodésie,  et  dû  à  Héron  le  Jeune  qui 
vivait  à  Constantinople  vers  le  vu®  ou  le  vin^  siècle  de  notre 
ère.  Ce  Traité,  qui  donne  de  nombreux  détails  sur  la  Topogra- 
phie de  Constantinople  à  cette  époque,  renferme,  mais  seule- 
ment dans  deux  des  éditions  qui  nous  restent,  l'énoncé  sans 
démonstration  du  théorème  en  question  sur  l'aire  du  triangle. 
En  outre,  dans  celle  des  trois  éditions  qui  ne  contient  pas  cet 
énoncé,  Héron  le  Jeune  avoue,  au  dire  du  traducteur  Barocci, 
qu'il  a  fait  de  nombreux  emprunts  à  son  homonyme  Héron  l'An- 
cien, et  c'est  de  cet  aveu  que  Venturi  a  conclu  que  la  Dioptre 
et,  par  suite,  le  pseudo-théodolite  et  la  formule  relative  à  l'aire 
du  triangle  appartenaient  à  Héron  l'Ancien. 

M.  Marie  est  au  contraire  porté  à  croire  que  la  Dioptre  et 
la  Géodésie  ne  font  qu'un  même  Ouvrage  dû  à  Héron  le  Jeune, 
et  dont  le  second  n'est  qu'un  abrégé  défectueux  et  incomplet 
du  premier.  Il  établit,  en  tout  cas,  d'une  façon  qui  nous  paraît 
irréfutable,  que  la  Dioptre  ne  peut  être  l'Ouvrage  de  Héron 
l'Ancien  et  que  son  origine  est  beaucoup  moins  reculée.  Mais 
laissons  ici  la  parole  à  notre  historien,  le  jugement  qu'il  porte 
sur  cette  question  nous  paraissant  un  exemple  bon  à  citer  de 
saine  critique. 

«  L'aveu  (signalé  par  Barocci)  permet-il  de  trancher  la  ques- 
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»  lion?  Peut-on  en  conclure  que  le  Traité  de  la  Dioptre  soit 
»  certainement  de  Héron  l'Ancien,  et  que  Héron  le  Jeune  n'ait 
»  fait  que  copier  plus  ou   moins  maladroitement  l'Ouvrage  de 
»  son  homonyme,  en  l'abrégeant? 

»  Il  ne  me  paraît  pas  que  les  circonstances  soient  de  nature 
»  à  autoriser  des  conclusions  si  formelles,  parce  que,  dans  l'hy- 
»  pothèse  où  les  deux  Ouvrages  n'en  feraient  qu'un,  où  le 
»  second  ne  serait  qu'une  mauvaise  copie  du  premier,  il  ne 
»  serait  pas  bien  difficile  d'admettre  qu'un  copiste,  rencontrant 
»  deux  Ouvrages  distincts  sous  certains  rapports  et  pareils 
»  sous  d'autres,  et  s'expliquant  d'autant  moins  le  fait  que  tous 
»  deux  portaient  le  même  nom  d'auteur,  ait  attribué  l'un  à 
»  l'un  des  Héron  et  l'autre  à  l'autre  :  le  plus  complet,  naturel- 
»  lement,  à  Héron  l'Ancien  et  l'abrégé  à  Héron  le  Jeune;  il 
»  serait  encore  moins  étonnant  que  le  copiste  eût  inséré  dans 
»  la  Géodésie  une  mention  des  emprunts  faits  à  la  Dioptre,  et 
»  qu'un  autre  copiste  eût  attribué  plus  tard  cette  mention  à 
)>  l'auteur  présumé  des  emprunts.  Les  altérations  de  textes  ne 
»  sont  malheureusement  pas  assez  rares  dans  les  anciens  ma- 
>)  nuscrits  pour  qu'une  pareille  hypothèse  soit  invraisem- 
»  blable 

»  Je  crois  qu'il  convient  de  rechercher  dans  l'Ouvrage  lui- 
»  même  l'époque  à  laquelle  il  peut  avoir  été  écrit,  et  que  l'on 
»  sera  fondé  à  rejeter  une  hypothèse,  même  appuyée  sur  des 
»  textes  précis,  si  cette  hypothèse  ne  présente  que  des  invrai- 
»  semblances  plus  choquantes  les  unes  que  les  autres. 

»  Or,  je  pense  qu'il  suffira  de  donner  une  analyse  de  la 
»  Dioptre  pour  rendre  évidente  l'impossibilité  de  l'attribuer  à 
»  Héron  l'Ancien 

)>  C'est  un  Traité  de  Géodésie  où  se  trouvent  indiquées  les 
»  solutions,  à  l'aide  de  la  dioptre,  d'un  grand  nombre  de  ques- 
»  tions  de  Géométrie  pratique,  telles  que  :  mesurer  la  diffé- 
w  rence  de  niveau  de  deux  points  visibles  ou  invisibles  l'un  de 
»  l'autre;  mesurer  la  surface  d'un  champ  sans  y  pénétrer,  etc 

»  L'Ouvrage  débute  par  la  description  de  la  dioptre,  que 
»  Venturi  termine  en  ajoutant  :  On  voit  que  l'ixstrusient  de 

»    HÉRON   AVAIT     UNE    GRANDE   RESSEMBLANCE    AVEC     LES   MODERNES 
»    THÉODOLITES. 

»  J'admets  tout  cela;  car  Venturi  nous  affirme  que  sa  tra- 
»  duction  est  aussi  fidèle  que  le  permettaient  le  génie  de  sa 
»  langue,  le  style  des  géomètres  modernes  et  les  erreurs  de  sa 
»  copie,    car   il  a   collationné   les    deux   manuscrits.   J'admets- 
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1)  loul  cela,  dis-je,  non  sans  étonnement,  il  esl  vrai,  mais  à  la 
n  condition  que  l'aventure  ne  se  passe  pas  deux  siècles  et  demi 
>;  avant  Ptoltiiiée,  à  moins  qu'on  ne  découvre  bientôt  que  la 
»  dioptre  de  l'auteur  de  YAlinageste  était  un  cercle  répéti- 
«  leur  de  Borda,  divisé  par  un  des  Gambey,  dont  il  existait  un 
»  si  grand   nombre   à   Alexandrie  en   l'an   i58,  et  muni  d'une 

V  lunette  de  Galilée  à  laquelle  Picard  avait  ajouté  un  réticule 

V  et  Auzout  un  micromètre. 

»  Mais  l'hypothèse  que  Héron  l'Ancien  ait  trouvé  vers  loo 
»  la  formule  de  l'aire  d'un  triangle  en  fonction  de  ses  côtés 
»  me  parait  présenter  des  invraisemblances  encore  plus 
»  grandes. 

»  Ces  invraisemblances  sautent  tellement  aux  yeux  que 
»  Libri,  partagé  entre  le  désir  de  reprendre  Chasles,  ce  dont 
»  il  ne  manque  jamais  les  occasions  qu'il  rencontre  assez  fré- 
»  quemment,  et  l'ennui  de  contredire  son  compatriote,  en  vient 
»  à  supposer  que  le  théorème  en  question,  si  le  IJspi  AtôuTpa; 
>»  était  l'œuvre  de  Héron  l'Ancien,  aurait  été  intercalé  par 
»  quelque  Alexandrin. 

»  Nous  ne  savons  pas  d'une  manière  certaine,  dit-il,  tome  H, 
»  page  481,  si  cet  Ouvrage  est  celui  de  Héron  l'Ancien,  et  si  en 

V  tout  cas  il  ne  contient  pas  des  interpolations  faites  par  ces 
»  mêmes  Alexandrins,  qui  ont  attribué  à  Archimède  le  petit 
>j  écrit  sur  l'analyse  indéterminée  dont  j'ai  parlé  précédem- 
»  ment. 

»  Mais  il  me  semble  difficile  que  ce  beau  théorème  se  fût 
»  trouvé  dans  un  Ouvrage  aussi  ancien  que  celui  du  premier 
»  Héron,  sans  qu'aucun  géomètre  grec  eût  songé  à  le  citer. 

>)  En  effet,  comment  pourrait-on  admettre,  par  exemple,  que 
«  Pappus,  qui  a  donné  un  extrait  des  Mécaniques  de  Héron 
»  l'Ancien  dans  le  huitième  Livre  de  ses  Collections  mathé- 
»  matiques,  n'eût  pas  jugé  à  propos  de  dire  un  seul  mot  du 
»  théorème  dont  il  s'agit?  Mais  surtout  comment  pourrait-on 
»)  expliquer  le  silence  gardé  sur  ce  même  théorème  par  Pro- 
»  dus,  qui  prend  la  peine  de  discuter  la  convenance  d'une  ré- 
»  duction  proposée  par  Héron  l'Ancien  dans  le  nombre  des 
»  axiomes  admis  par  Euclide? 

»  Comment  Venturi  n'a-t-il  pas  vu  que  ces  deux  faits,  qu'il 
»  rapporte  lui-même,  étaient  inconciliables  avec  son  hypothèse? 

»  Mais  cette  hypothèse  me  parait  encore  bien  plus  inad- 
»  missible  qu'à  Libri,  et  pour  des  raisons  bien  plus  considé- 
»  râbles. 
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»  Non  seulement  on  ne  trouve  dans  aucun  Ouvrage  grec, 
w  autre  que  la  Dioptre,  la  formule  de  la  mesure  de  l'aire  d'un 
>»  triangle  en  fonction  des  mesures  de  ses  côtés,  mais  on  n'y 
>)  trouve  même  pas  la  formule  de  cette  mesure  en  fonction  des 
»  mesures  de  la  base  et  de  la  hauteur;  et  il  y  a  à  cela  une  ex- 
»  cellente  raison  :  c'est  que  la  formule 

»  suppose  que  l'on  prenne  pour  unité  de  surface  le  carré  con- 
»  struit  sur  l'unité  linéaire,  convention  qui  n'a  rien  d'obliga- 
»  toire,  qu'il  faut  au  moins  mentionner  quand  on  la  fait,  que 
»  Héron  le  Jeune  a  bien  pu  tenir  des  Hindous,  mais  qui  n'est 
»  indiquée  dans  aucun  auteur  grec  antérieur  à  Héron  l'Ancien. 
»  D'un  autre  côté,  si  Ptolémée  avait  connu  l'expression  de 
»  l'aire  d'un  triangle  sous  la  forme 

S  ^  \/p{p  —  a){p  —  b){p  ~  c) , 

»  à  plus   forte   raison   l'aurait-il   connue   sous  la    forme    plus 
»  simple 

S  =  17  èA  =  I  èc  1  cordeaA  =  1  6c  cordes  A; 

»  mais  alors  la  comparaison  des  deux  formules  lui  eût  fourni 
»  immédiatement  le  théorème 

oc 

»  Or  cette  formule  se  trouve-t-elle  dans  Ptolémée  qui,  pour 
»  résoudre  le  moindre  triangle,  le  décompose  toujours  en  deux 
»  triangles  rectangles? 

»  On  ne  peut  donc  attribuer  le  théorème  à  Héron  l'Ancien 
»  sans  rejeter  Ptolémée  dans  les  catacombes  intellectuelles. 

»  On  n'a  pas  assez  remarqué  que  la  maladresse  avec  laquelle 
»  les  anciens  établissent  les  équations  dont  ils  se  servent  tient 
»  essentiellement  à  ce  qu'ils  n'ont  pas  les  formules  des  mesures 
>)  des  surfaces  et  volumes,  dont  les  équivalences  nous  fournis- 
»  sent  beaucoup  plus  souvent  des  relations  entre  les  éléments 
»  linéaires  des  figures  que  les  circonstances  de  position  ou  de 
»  similitude  que  ces  éléments  peuvent  présenter. 

»  H  y  a  contradiction  à  leur  faire  cadeau  des  formules  des 
»  mesures  en  leur  laissant  leur  maladresse;  et  les  Grecs,  s'ils 
)>  pouvaient  revenir,  seraient  les  premiers  à  rejeter  un  pré- 
w  sent  aussi  injurieux  pour  leur  intelligence.... 
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»  En  it-sumé,  je  ne  crois  pas  du  tout  que  le  Traité  de  la 
»  Dioptre  soit  de  Héron  l'Ancien,  et  si  l'on  ne  veut  pas  qu'il 
»  soit  de  Héron  le  Jeune,  alors  il  faudra,  je  pense,  chercher  un 
»  troisième  Héron.   » 

IV. 

Les  géomètres  arabes  et  leurs  imitateurs  juifs  ou  chrétiens, 
jusqu'à  Viète,  appliquaient  déjà  leur  Algèbre  à  la  solution  des 
problèmes  de  Géométrie,  en  ce  sens  qu'ils  arrivaient  à  calculer 
les  mesures  de  quelques  lignes  inconnues  de  certaines  figures, 
connaissant  celles  d'autres  lignes  qui  pouvaient  servir  à  la  con- 
struction ou  à  la  définition  de  ces  figures.  Mais  ils  avaient  tou- 
jours soin  de  choisir  des  nombres  entiers  pour  représenter  les 
données,  et  ils  s'arrangeaient  en  outre  généralement  de  façon 
que  les  inconnues  fussent  représentées  par  des  nombres,  sinon 
entiers,  au  moins  commensurables. 

Du  reste,  pour  établir  leurs  théorèmes  d'Algèbre,  ils  allaient 
puiser  leurs  démonstrations  dans  Euclide.  Cardan  lui-même, 
pour  démontrer  la  formule  relative  au  cube  de  la  somme  de 
<leux  nombres,  en  est  réduit  à  suppléer,  sous  ce  rapport^  le 
géomètre  grec,  et  à  effectuer  la  décomposition  en  quatre 
parties  du  cube  construit  sur  la  somme  de  ces  lignes. 

L'accord  du  concret  et  de  l'abstrait  était  donc  loin  encore 
d'être  établi,  et  c'est  à  Viète  qu'était  réservé  le  mérite  de  l'in- 
stituer, quoique  d'une  façon  bien  singulière.  Peu  de  temps 
après.  Descartes  le  fonda  sur  de  nouvelles  bases,  et  la  mé- 
thode moderne  sortit  enfin  des  mains  de  Wallis.  Rien  n'est  plus 
intéressant  que  l'histoire  de  ces  transformations*,  et  nous 
aurions  eu  plaisir  à  en  retracer  les  phases  successives;  mais 
les  bornes  qui  nous  sont  imposées  ne  nous  permettent  que  de  ren- 
voyer le  lecteur  aux  pages  attrayantes  que  M.  Marie  a  consacrées  à 
Viète  et  à  Descartes,  et  dans  lesquelles  il  caractérise  avec  tant 
de  justesse  les  révolutions  opérées  par  ces  deux  savants 
illustres. 

Nous  ne  ferons  plus  qu'une  citation  :  c'est  le  récit  de  la  vie 
aventureuse  de  Raymond  Lulle  ;  nous  choisissons  cet  exemple 
pour  doner  une  idée  des  ressources  que  M.  Marie  puise  dans 
son  style. 

«  Originaire  de  Belgique,  le  père  de  Raymond  Lulle  avait 
»  aidé,  en  r23i.  Jaques  I*"",  roi  d'Aragon,  à  enlever  aux  Sarra- 
»  zins  les 'îles  de  Majorque  et  de  Minorque,  et  y  avait  obtenu, 
»  après  la  victoire,  des  seigneuries  importantes. 
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»  Raymond  Lulle  fut  d'abord  page,  puis  grand  st'ncchal  du 
»  roi  d'Aragon.  II  se  maria  très  jeune  et  fut  bientôt  père  de 
»  trois  enfants;  mais  il  abandonna  presque  aussitôt  sa  jeune 
»  femme  et  ses  enfants,  pour  se  lancer  dans  une  vie  d'aventures 
»  presque  fabuleuses,  à  la  suite  d'un  chagrin  amoureux,  déjà 
»  fort  bizarre. 

»  Il  laisse  la  moitié  de  son  bien  à  sa  femme,  donne  le  reste 
»  aux  pauvres  et  va  vivre  dans  la  montagne  en  ermite.  Là  il 
»  apprend  les  langues  anciennes,  et  surtout  l'arabe,  dévore 
»  tous  les  livres  de  Science  qu'il  peut  se  procurer;  puis,  un 
»  beau  jour,  descend  de  la  montagne  pour  prêcher  une  nou- 
»  velle  philosophie  et  pour  convertir  les  infidèles. 

»  Il  ne  rêve  pas  une  nouvelle  croisade  à  main  armée,  mais 
»  il  veut  que  pape  et  princes  se  liguent  pour  répandre  et 
»  propager  l'enseignement  de  l'arabe  et  des  Sciences  arabes,  afin 
»  de  pouvoir  adresser  aux  infidèles  une  foule  imposante  de  doc- 
»  teurs  capables  de  leur  montrer  leur  erreur  et  de  les  gagner  à 
»  la  foi. 

»  Il  fait  dans  cette  vue  cinquante  voyages  à  Paris,  à  Rome,  à 
»  Londres,  et,  éconduit  à  peu  près  partout,  il  s'en  va  seul  prê- 
»  cher  les  infidèles  et  disputer  avec  leurs  docteurs  ;  on  l'insulte, 
»  on  le  bat,  on  l'emprisonne,  on  le  chasse;  il  revient  à  Rome 
»  ou  à  Paris  raconter  les  avantages  qu'il  a  obtenus,  retourne 
»  en  Afrique,  se  fait  de  nouveau  condamner,  s'évade,  etc.  Enfin 
»  il  parvint,  à  quatre-vingts  ans,  à  se  faire  lapider  à  Bougie, 
»  et  encore  pas  tout  à  fait,  car  des  marchands  génois,  ayant  re- 
»  connu  son  cadavre,  l'emportèrent  sur  leur  vaisseau  où  il  re- 
»  vint  d'abord  à  lui,  pour  mourir,  il  est  vrai,  deux  jours  après, 
»  avant  d'atteindre  Majorque,  oîi  son  tombeau  existe  encore 
»  et  où  il  est  regardé  comme  un  saint. 

»  Ses  innombrables  vojages  le  mirent  deux  fois  en  présence 
»  d'Arnaud  de  Villeneuve,  à  Montpellier  d'abord,  puis  à  Naples. 
»  II  se  lia  avec  notre  chimiste,  en  suivit  les  leçons  avec  l'en- 
»  thousiasme  qu'il  apportait  à  toutes  choses  et  voulut  devenir 
»  maître  en  cette  Science. 

«  D'après  l'exposé  de  ses  aventures,  on  croirait  impossible,  dit 
»  M.  Dumas,  que  Raymond  Lulle  ait  pu  laisser,  sur  la  Chimie  sur- 
»  tout,  des  Ouvrages  dignes  de  quelque  attention.  Comment  imaginer, 
»  en  effet,  qu'une  vie  si  agitée  lui  ait  permis  de  méditer  des  idées 
»  profondes  et  de  se  livrer  à  des  travaux  importants? 

»   ^laiSjTout  en  voyageant  sans  cesse,  il  trouvait  le  moyen  d'érrirr 
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»  dans  pi'csquo  tous  les  pays  sur  la  Chimie,  la  Physique,  la  Médc- 
»  cine  el  la  Théologie. 

»  IX'gagcz  de  ses  Ouvrages  l'élément  alchimique,  et  vous  serez 
»  surpris  d'y  observer  une  méthode  et  des  détails  qui  maintenant 
»  nous  étonnent. 

»  Parmi  les  alchimistes,  Raymond  de  Lulle  a  fait  école,  et  l'on 
»  peut  dire  qu'il  a  donné  une  direction  utile.  En  effet,  c'est  lui  qui, 
»  cherchant  la  pierre  philosophale  par  la  voie  humide,  et  qui,  em- 
»  ployant  la  distillation  comme  moyen,  a  fixé  l'attention  sur  les  pro- 
»  duits  volatils  de  la  décomposition  des  corps.  » 

)>  Sa  recette  pour  la  pierre  philosophale  paraît  consister  dans 
»  la  préparation  de  l'acide  nitrique,  qu'il  obtenait  en  distillant 
»  un  mélange  de  nitre  et  de  sulfate  de  mercure. 

»  Cet  acide  dissolvait  l'argent,  et,  additionné  d'un  mercure 
»  végétal  (qa  on  croit  être  de  l'esprit  pyro-acétique),  il  dis- 
»  solvait  l'or  :  il  pouvait  donc  engendrer  ces  métaux,  précieux. 
»  Nous  supposons  du  moins  que  c'était  l'idée  de  Raymond,  car, 
»  naturellement,  la  conclusion  manque,  c'est-à-dire  l'or.  » 

C'est  cette  allure  vive  et  charmante  qui  a  permis  de  con- 
denser en  quatre  Volumes  tant  de  faits  intéressants,  tant  d'ap- 
préciations judicieuses.  On  est  surpris  de  pouvoir  acquérir 
d'une  manière  aisée  et  si  prompte  des  connaissances  si  com- 
plètes. Aussi  bien,  tout  dans  ces  jolis  Volumes  concourt  à  l'a- 
grément du  lecteur  :  c'est  l'art  avec  lequel  l'auteur  sait  aplanir 
la  route;  c'est  la  simplicité  du  plan  qui,  grâce  à  de  nombreuses 
préfaces  marquant  les  tendances  de  chaque  époque,  apparaît 
toujours  nettement,  malgré  la  diversité  des  sujets  traités;  c'est 
enfin  la  commodité  du  format,  l'élégance  des  caractères  em- 
ployés, l'heureuse  disposition  du  texte  où  se  manifeste  une  fois 
de  plus  le  goût  exquis  de  notre  savant  éditeur,  M.  Gauthier- 
Villars. 

Il  ne  nous  reste  plus  qu'à  exprimer  un  désir  :  c'est  que  ce 
bel  Ouvrage  se  répande  vite  partout  et  en  grand  nombre,  qu'il 
figure  dans  toutes  nos  Bibliothèques  publiques,  et  surtout  dans 
celles  de  nos  Facultés,  de  nos  Lycées,  de  nos  Collèges.  Epar- 
gnant aux  maîtres  bien  des  recherches,  il  inspirera  aux  élèves 
le  goût  de  la  Science  et  le  respect  pour  tous  les  hommes  qui 
ont  consacré  leur  vie  à  la  faire  progresser. 

Eugène  Rouché. 
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THÉORIE  ELEMENTAIRE  DES  SERIES  RECURRENTES: 

Par  m.  Maurice  D'OGAGNE, 

Élève  Ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées. 


J.  —  Introduction. 

I .  Le  but  du  présent  Mémoire  est  l'étude,  par  une 
méthode  élémentaire,  des  séries  définies  par  la  loi  de 
récurrence 

U„=  aU„_i4-  6U„_2-l-.  .  .-*-  l\in-p, 

et  les   valeurs  des  termes  initiaux  Uq,  U,,  ...,  Ujo_<, 
supposées  d'ailleurs  absolument  quelconques. 

Nous  faisons  voir  que  les  valeurs  des  termes  d'une 
pareille  série  se  déduisent  des  termes  d'une  autre  série 
que  nous  appelons  fondamentale  et  qui  s'obtient  en 
conservant  la  même  loi  de  récurrence,  mais  eu  adoptant 
pour  les  termes  initiaux  les  valeurs  Uo  =  o,  U,  =  o,  . .  ., 

Quant  aux  termes  de  cette  série  fondamentale,  nous 
les  obtenons  très  simplement  par  l'emploi  d'un  algo- 
rithme, qui  a  fait  l'objet  d'une  de  nos  Notes  dans  les 
Nouvelles  Annales  (*),  et  sur  lequel  nous  avons  pensé 
qu'il  serait  bon  de  donner  de  nouveau  quelques  expli- 
cations succinctes  ;  aussi  le  n°  II  du  Mémoire  est-il 
consaci'é  à  un  résumé  des  propriétés  de  la  fonction  que 
représente  cet  algorithme. 

L'introduction  de  cet  algorithme  n'a  pas  pour  but, 
sauf  dans  le  cas  du  deuxième  degré,  de  calculer  pratique- 

(  ')  3°  série,  t.  II,  p.  280. 
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inenL  les  termes  de  la  série,  mais  de  les  mettre  sous  une 
forme  qui  se  prête  facilement  à  établir  certaines  formules 
relatives  à  ces  termes,  et  à  opérer  certaines  transforma- 
tions algébriques  auxquelles  ils  donnent  lieu. 

Nous  suivons,  dans  la  rédaction  de  ce  Mémoire,  l'ordre 
même  dans  lequel  nous  sommes  arrivé  aux  divers  résul- 
tats que  nous  énonçons. 

Nous  n'avions  d'abord  traité  la  question  que  dans  le 
cas  d'une  formule  de  récurrence  à  deux  termes 

Aussi  commencerons-nous  par  faire  une  étude  spéciale 
des  séries  de  ce  genre.  La  simplicité  du  problème  conduit, 
dans  ce  cas,  à  des  résultats  intéressants  qu'il  n'est  peut- 
être  pas  mauvais  de  signaler  à  part.  Cette  première  étude 
permet  d'ailleurs  de  saisir  plus  i'acilement  la  méthode 
employée  dans  le  cas  général. 

Nous  avons  présenté  notre  travail  à  M.  Désiré  André 
qui  a,  dans  une  Thèse  remarquable,  traité  la  question 
des  séries  récurrentes  dans  sa  plus  grande  généralité. 
La  plupart  de  nos  résultats  ne  sont  probablement  que 
des  réductions  de  ses  formules  très  générales  5  il  ne  serait 
pas  toujours  facile  de  s'en  assurer.  M.  And*é  a  bien 
voulu,  cependant,  nous  engager  à  publier  notre  travail, 
qui  peut  avoir  quelque  intérêt,  comme  cas  particulier, 
et  qui,  d'ailleurs,  contient  plusieurs  formules  nouvelles. 

Les  n"'  XJil,  XIV  et  XV  sont  consacrés  à  des  appli- 
cations. 


TL    —   Définition  et  proprirtés  do  \ a^a^  . .  .  /7.^] 


("■) 


2.  Considérons  le  développement  de  la //i'"^""  puissance 
du  polynôme  a  ^  -\~  a-^  -\-  .  .  .  -\-  ii p  ;  ce  développtMnenl  se 
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compose  de  termes  de  la  forme 

12  /)    ' 

a,  -4-  aoH-  • .  •  ^-  y-p  étant  égal  à  m  et  K  étant  un  coeffi- 
cient dont  on  connaît  la  loi.  Dans  ce  développement, 
remplaçons  tous  les  coefficients  K  par  l'unité,  et  repré- 
sentons la  fonction  de  <7,,  «27  '■•■,  ft-p  ainsi  obtenue  à 
l'aide  de  la  notation 

3.  Cette  fonction  jouit  des  propriétés  exprimées  par 
les  égalités  suivantes  : 

(i)  [«lao. . .«/,]""'  =  [«1  «2.  •  .«/.-i]""'  +  ap{a[a...  .«,,]'"'-!'. 

=  [a,  «2.  ..«/,_,]  '«'h-  «;,[«!  a..  . .«/,_,]('»-!' 

+  a^  [a,  «2 .  .  .  «/>- 1]*'""-'  -h .  .  .  -^  a™  [rti  «2  • . .  «p-i]'"'  • 

Il  y  a  lieu  de  remarquer  que,  comiiK;  pour  la  fonction 
exponentielle,  la  valeur  de  [rt,  «o  •  •  •  <^/j]^'"'»  pour  m  =^  o, 
sera  prise  égale  à  i . 

La  démonstration  de  ces  formules  est  des  plus  aisées; 
on  établit  la  première  en  mettant  à  part  tous  les  termes 
contenant  <7^,  puis  évaluant  les  deux  parties  ainsi  formées 
dans  [a,  «2  •  •  •'^jo]^"'^  ;  les  deux  autres  formules  s'en 
déduisent  immédiatement. 

4.  Nous  avons  aussi  démontré,  dans  la  Note  citée  plus 
haut,  que  si  l'on  pose 

/(.r)  =:  (a:  —  ai)( x  —  a-i). .  .(a^  —  ap) 

—  x-P-i-  AiXP-i-i-. .  .-f-  kp_ix-^  A,„ 
on  a 

(4)  [«i«2...^'/.l'""=  >^  7T^' 
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lesigneS  s'étendantà  toutes  les  quantités  «),  «o,  •••,  n p 
supposées  réelles  et  inégales. 

5.  Enfin,  ou  trouve  dans  la  même  Note,  la  formule 

multipliant  les  deux  membres  par  J{x)^  on  a  dès  lors, 
en  identifiant,  la  relation  générale 

C'est  eette  formule  qui  va  servir  de  point  de  départ  à 
notre  étude. 

III.  —  Calcul  du  terme  n„  de  la  série  définie  par  la  loi 
de  récuj'rence  Un=  au„_,  -\-  bu„_2  civec  les  condi- 
tions initiales  Uq  =  o,  zf,  =::  i  . 

6.  Remarquons  d'abord  que 

j<2  =  aui  -T-  buç,  =  a. 

Cela  dit,  considérons  l'équation 

.r2  —  ax  —  b  =  o. 

Si  a  et  ^  désignent  les  racines  de  cette  équation,  on 
a,  d'après  la  formule  (5), 

[  a^ ](«)  —  «[  a3  ]'"  -I'  —  b  \  '4  ]'"-2'  =  o 
ou 

[o£3]'«'=  «[a3]'"-"-+-  ^*(a3]'«-2'. 

Les  quantités   [a|j]^"^   suivent   donc    la   même   loi   de 
récurrence  que  les  (juantités  u„  ;  d'ailleurs 

[ap]'o)=  I  =  ?/,. 


%">  "-  =  a 


'r-   fj  z=  a  =   «j, 
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par  conséquent 

(6)  a„  =[ap]î''-i'. 

iNous  avons  ainsi  très  simplement  la  valeur  cherchée 
nous  pouvons  la  transformer. 

7.  En  eliet,  d'après  la  formule  (  2  ),  nous  avons 

a«_  3«  =(a  — 13)  [a3  ](«-»', 
d'où 

a«  —  3« 


(7)  /<„  =  [a3]t«->'=     ^_^ 

8.  Si,  dans  la  formule  [y]-,  nous  remplaçons  a  et  p  par 
leurs  valeurs  en  fonction  de  a  et  ^,  et  si  nous  développons, 
nous  arrivons,  après  des  calculs  dont  le  détail  est  tout  à 
fait  dépourvu  d'intérêt,  au  résultat  suivant  : 

2/7  désignant  le  plus  grand  nombre  pair  inférieur  à 
n,  de  telle  façon  que 

n  z=z  2/>  -!-  I,     si  n  est  impair. 
n  =  ip  -1-2,     si  n  est  pair, 


on  a 


2     „   ,/       ( n  —  3  )( n  —  /i)    „   . ,, 


I  I  1.2 

I  ^  rn-[/>-i-i])...fn-2/>) ^„„(,^^„ ^^_ 


1.2. 


C'est  celte  formule  (  *  )  qu'il  conviendrait  d'appliquer, 
dans  la  pratique,  si  a  et  Jj  étaient  incommensurables. 


(')  On  trouve  cette  formule  dans  les  .Nouvelles  Annales  (2'  série, 
t.  XX,  p.  257),  mais  avec  une  déraoftstration  légèrement  erronée. 
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IV.  —  Somme  des  n  premiers  termes  de  la  série 
précédente  ;  Limite  de  cette  somme. 

9.  Nous  ne  tenons  pas  compte  du  terme  Uq.^  qui  est 
nul:  la  somme  que  nous  voulons  évaluer  est 

S//—   "l-+-  i<2-t--  •  •-+-  "«• 

D'après  la  formule  (6),  on  a 

S„=  [a|3](")  -f.  [ap ](!)-!-.  .  .-+-  [a!3]<«-'); 
or  la  formule  (3  )  donne 

donc 

(9)  S„=[api]("-i'. 

10.  Nous  pourrons  donner  à  cette  expression  une 
forme  plus  commode  pour  le  calcul ,  si  a  et  ^  sont  diiférents 
de  I ,  en  posant 

o(a")  =  {X l){-X  (JL)(X  p  ) 

^=  {^x  —  i)(^'  —  ^'■^'  —  ^)- 
Par  application  de  la  formule  (4),  on  a 

(5  (a)         tp  (fi)         0»  (i) 

11.  Si  a  et  [i  sont  inférieurs  à  l'unité,  la  somme  S„, 
pour  n  croissant  indéfiniment,  a  une  limite  que  nous 
représentons  par  S,  et  nous  aurons 


cj;'(i)         1— (cr-+-6) 
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V,  —  Calcul  du  terme  U„  de  la  série  définie  par  la  loi 
de  récurrence  U„  =  «U„_,  -\-  ^U«_o,  Uo  et  \]^  étant 
absolument  quelconques. 

12.  Nous  appellerons  série  Jond amentale  de  cette 
série  celle  qu'on  obtient  en  conservant  les  mêmes  valeurs 
de  a  et  de  Z>,  et  en  prenant  Uo=  o,  U,  =  i,  et  nous  la 
représenterons  par  Uo=  o,  z<)  =  i,  ifo^  •••5  "m  — 

Posons,  d'une  manière  générale,  pour  toute  valeur  de  «, 

U„  — Ui{<„=  v„. 
On  a 

V„=  aV„_,  -f-  6V„.2. 

D'ailleurs,  par  définition, 

Vo=  Uo —  \JiUq  =  Uo, 
Vi  =  Ui  —  Ui  Ux  =  o, 

et,  par  conséquent, 

V,=  aYi^6Vo  =  6Uo. 

Ecrivons  alors  les  égalités  qui  lient  les  quantités  \', 
en  les  divisant  par  Z>Uo, 

'  «     V/i_i  ,    V /(_2 

Coninie  nous  avons 

V, 

Mro  =  °T"«' 

V, 

6Uu 


nous  en 


dédi 


7^  =  ""-'• 
oUo 


Par  suite, 

(  I  2  )  U„  =   U  1  Un  -^  V„  —.  U  1  Un  -f  b  Uo  M,(-  i . 
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Nous  avons  ainsi  l'expression  d'un  terme  quelconque 
de   la  série  en  fonction  des  termes  de  la  série  fonda- 
mentale. 

13.  Transformonscetteexpression  à  l'aide  de  la  formule 
(6)  ;  cela  nous  donne 

(i3)  U„  =U,[aj3  ](«-')-- 6  Uo[a3](«-2\ 

a  et  P  étant  toujours  les  racines  de  l'équation 

.r-  —  ax  —  b  =  (>, 

ou,  en  tenant  compte  de  la  Ibrmule  (  2  ), 

,    ,,  .,  Ui(a«— B«)-4-6Uo(a«-i— P'^-i) 

(14)  u,i=  — j- 

14.  Prenons  pour  termes  initiaux  deux  termes  consé- 
cutifs de  la  série  fondamentale  Up_^  et  «p,  de  façon  que 

Ui   =   Up, 

Ura  =  Ufi-^-p^i. 

L'application  de  la  formule  (12)  donne 

(15)  Un+p-l=  UpU,,-^  hUp    X  ««-!• 

15.  Faisons  maintenant,  dans  la  formule  (i5),  «  =;  /^  5 
nous  avons 

(16)  ?/2p+,  =  a2M_6a2    ,. 
En  particulier,  si  è  =  i-. 

Donc,  dans  une  série  récurrente  définie  par 

Un  =  aUn-l  -+■  Un-i, 
"0  =  o, 
Ui  —  l. 
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la  somme  des  carrés  de  deux  termes  consécutifs  est  égale 
au  terme  dont  l'indice  est  la  somme  des  indices  des  deux 
termes  considérés. 


AI.  —  Somme  des  n  premiers  termes  de  la  série 
précédente  ;  limite  de  cette  somme. 

16.   Nous  laissons  le  terme  Vq]  la  somme  que  nous 
voulons  évaluer  est 

S„=  Ui-^U2-4-...^U„. 
-Nous  avons 


U,  =.U,[a^](«)+èUo[a^]to), 
Ui  =  Ui[a^](o). 
Donc 

S„=  U,{[ap ](«-"  +  .  ..-I-  [app)-+-  [app)) 
+  èUoUa[3]"»-2)-x-.  .  .+  [aj3](o)) 
OU 

(17)  S„=  Ui[aPi]<'^-i)-f-6Uo[api](«-2). 

17.  Posons,  comme  nous  avons  fait  précédemment, 

o(x)  =(x  —  i)(a:2 —  ax  —  b). 
jNous  aurons,  en  supposant  a  et  [i  diiférents  de  i , 
/  ^.    r  a"+i  p«  +  i  I     1 

)  L?(a^     ?(p)     ?(i;J 

)      .  AT  r_=^     ?"  ,    I  1 


(18) 


18.  Si  a  et  jj  sont  inférieurs  à  l'unité,  et  si  S  désigne 
la  limite  de  S„,  pour  n  croissant  indéfiniment,  nous 
avons 


119)  S  = 
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I  —  (  a  -f-  b) 


■19.  La  comparaison  des  formules  (i  i)  et  (19)  conduit 
à  une  remarque  assez  curieuse  :  si  Ui  -h  &Uo  est  égal  à 
I,  la  limite  de  la  somme  de  la  série  est  la  même  que 
celle  de  sa  série  fondamentale. 

VII.  —  application  aux  séries  définies  par 
X„=  rt(X„_,  —  X„__2)+  c, 
et  les  valeurs  initiales  X^  ei  X|. 

20.  Clierchons  la  valeur  de  X„  en  fonction  de  Xo,  X, 
a  et  c. 

A  cet  etîet,  considérons  la  série  donnée  par  la  loi 

avec  les  conditions  initiales  Xq=  o^  Xi  =  i^  et  posons 
Nous  avons 

X„— J"„—  c  =  a(X,i_i— X„_2)— a(iC,j-i  —Xn-^) 

=  a(X„_i—  j-„_ij— a(X„_2— :r„_2) 
=  a(X„_i—  Xn-i—c)  —  aiXn-i—Xn-i—  c) 
ou 

Y„=  a(Y„_i  —  Y,j_2). 

La  série  fondamentale  de  la  série  définie  par  cette 
relation  est  la  série  des  quantités  x«.  Nous  avons  donc, 
d'après  la  formule  (12), 

Y„=  Yia:„  — aYoX,j_, 
ou 

X„  —  :r„  —  c  =  (  X,  —  .r,  —  c  ),7'„  —  «  (  Xo  —  ^0  —  c)Xn-\  ; 


(  7^  ) 
d'où,  puisque  Xo  =  o  el  0:^  =  i , 

(20)  X„  =  (Xi  — c)j"„  — a(Xo—  c)^„_i  -i-c, 

ou,  si  a  et  [i  sont  les  racines  de  Téquation 

or-  —  ax  -h  a  =  o, 

X„  =  (X,  — c)[a;3]>«-i)-«(Xo— c)[ap]"^-2)+c. 

Si  rt=  I  et  Xq  =  X,  =  c  H-  I ,  la  formule  (20)  devient 

X„  =  Tn+i  -+-  C. 

VIII.  —  application  au  calcul  des  réduites 
de  la  fraction  continue 


21 .  Considérons  la  série  récurrente  définie  par 

Ua=  aUn-i-i-  Un-1, 

avec  uq  =  0,  z<i  =  I . 
En  désignant  par 

Pn 

"""  —  z~ 

9  ri 

la  /z""""  réduite  de  la  fraction  continue  donnée,  on  a 

Pn=  apn-l-^Pn-i, 
qn=  aqn-\-T-  qn-1- 

D'ailleurs,   en  prenant,   comme   c'est  l'habitude,    la 
réduite  initiale  fictive  —  =  -  ?  on  a 

/?o=i,     q»  =  o, 
Pi  — a,     qi  =  î. 

(Comparant  à  la  série  définie  ci-dessus,  on  voit  que 
Pli  =  u„  +  i, 

q,i—  ii,i, 


(  76  ) 
doue 

^n.  = 

lin 

22.  D'après  la  formule  (7),  eu  appelant  a  et    [i   les 
raciues  de  l'équation 

z'^ —  az  —  [  =  o, 
on  aura 

(21)  Z,i  - 


■(."■—  3« 


dont  la  limite,  pour  n  croissant  indéfiniment,  est  bien  a, 
valeur  de  la  fraction  c<nitinue. 


IX.  —  Calcul  du  terme  u„  de  la  série  définie  par  la 
loi  de  récurrence  Un  =  au,i_,  -+-  bun-i  -h  •  •  '-^-lun-p-^ 
avec    les   conditions  initiales    if^  =  o  ,    u,  =  0,  ..., 

23.   Considérons  l'équation 

a-P  —  axP^^  —  bxP'^  —  . .  .  —  /  =  o. 

D'après  la  formule  (5),   nous  avons,  en   appelant  a,, 
ao,  . . . ,  cLp  les  racines  de  cette  équation, 

[aia2...a^]l'«'—  «[a,  a, ...  a^]('«-i' —  ... 

—  /[ai  a,  .  .  .  0Lp]^"'~-P'  --=  o 
ou 

[a,a2  .  .  .  a^,]''"'  =  a[aia2  .  .  .  a/,]('«-i'4- . .  • 

-4-  Z[aia2...ap]('«-P). 
De  plus,  on  a 

[aia2  ...  a/,](o' =  I  =  i<;,_i, 

[a,  a2  . .  .  ap](i)=  «[aiag  .  .  .  a^]'»'  =  aiip-i  —  Up, 

[a,  a,  .  .  .  ap]'2'  =  a[a,  a,  .  .  .  ap]("  +  6[a,  «2  . .  .  ap](o) 

et  ainsi  de  suite. 


(  77  ) 
(Jii  voit  doue  que 

[a,  a.  .  .  .  a;;|'"''  =  u,„^p-i; 
donc 

(9.2)  ?/;,  =  [ai  a....  a/,  ]•"-/'+". 

24.   Si   toutes  les  racines   a,,  aj,  ...,  ctp  sont   réelles 
et  inégales,  et  si  l'on  pose 

es  (.r)  =  :r/' —  axf^^  —  ...  —  /, 
on  a,  d'après  la  formule  (4). 

(9.3) 


(i(a,)       ci^aaj  «>  (a^,) 

X.  —   Soinme  d'un  nombre  fini  de  termes  de  la  série 
précédente  ]  limite  de  cette  somme. 

2o.  Nous  n'avons  pas  à  tenir  compte  des  termes  Uo, 
z/,,  Mo,  ...,  W/7_2?  qui  sont  nuls.  La  somme  que  nous 
voulons  évaluer  est 

S„  =   {//,_!  -)-   J/^  -i-  .  .  .  H-   «,„  , 

ou 

Sn  =  [aia2...ap]iO'H-  [a,a.,  ..  .  a^J^i'-i-  ..  . 
-)-  [ai  a,.  .  .  a^jt^-P+i'. 

L'application  de  la  formule  (3  )  donne 

(  -li)  S„=  [ot,a.,  .  ..  a^i|"-/'+i. 

26.   Si  l'on  pose 

^[x)  ^^{x){x  —  i), 

la  formule  (4)  permet  d'écrire,  en  supposant  a,,  a,,  ...  , 
a^,  différents  de  i. 


'V(^i}     'Vi'-^-i:     '"     ^'(a/»)     'V(', 


(  7^  ) 
Dès  lors,  si  a,,  ao,  ...,  y.j,  sont  inférieurs  à  l'iinilé.  S/, 
a,  pour  n  croissant  indéfiniment,  une  limite  donnée  par 

ou 

(25)  s  = 


I  —  [a  -h  b  -+-...  -h  t) 


XL  —  Calcul  du  terme  U„  de  la  série  déjiiùe  par  la  loi 
de  récurrence  U„  =  aU«_)  +  h\}„_2  +. .  .+  l\],i-pj 
Uo,U,,  .  .  . ,  Uy5_)  étant  absolument  quelconques. 

27.  Représentons   la  série  fondamentale  de  la  série 
donnée  par 

Un  =  aUn-\  -+-  bu,i-t  -(-...  -f-  IVn^f, , 
"o  =  O, 
«1  =  O, 


Up-i  —  O, 
Up-i  —  I  , 

et  posons,  par  analogie  avec  ce  qui  a  été  fait  au  n"  12, 

(a)    U„—  XUjo_iff„+;,-2—  !-<-Up-2««+;,-3—  •  •  •  —  ftUiZf„  —  V„, 

A,  a,  ....  8  étant  des  coefficients  actuellement  indéter- 
minés. 

Nous  aurons 

(  P  )  Vrt  =  Urt  —  X  U;,_i  iip-i  —  U„, 

et  nous  déterminerons   les    coefiicients  )v,  a,  . . . ,  0,   au 
nombre  de  p  —  i ,  par  les  conditions 

V2=  Ua—  XVip^iHp—  !-«.Up.o  ?/;,-!  =  o. 


(  79  ) 

D'ailleurs,  ce  ne  sont  pas  précisément  les  quantités 
A,  'JL,  . . . ,  Q  dont  nous  avons  besoin,  mais  bien  les  quan- 
tités AUy,_i,  AUy,_o,  . . .,  HUf  -^  ce  sont  donc  celles-ci  que 
nous  prendrons  pour  inconnues.  Dans  ces  conditions, 
iip  \  étant  égal  à  i,  le  déterminant  de  ce  système  d'é- 
quations se  réduit  lui-même  à  i . 

Dès  lors,  nous  pourrons  tirer  de  ce  système  d'équa- 
tions linéaires  les  valeurs  de  WJp_i,  iJiU^_2,  ••■?  ^U,, 
et  nous  les  porterons  dans  la  valeur  (a)  de  \ „.  Si  nous 
remarquons  d'ailleurs  que 

(y)  V„  =  a\„^i  H-  b  \'„_2  -h  ...-+-  iy,i-p, 

nous  aurons 

\p=  a\p-i-h  b\ p^^-^  . . .  -f-  /Vu=  /Vo, 
ou,  d'après  (  ,^), 

Ecrivons  alors  l'égalité  (y),  en  divisant  ses  deux 
membres  par  /Uq, 


= 

a 

/Lu            /Uo 

1   1     0 

Comme  ou 

a, 

d 

'ailleurs, 

V, 

/.o  =  "=""- 

'u'=-"-- 

7^=^  =  "-^ 

on  voit  que 

m  — 

et 


(  8o  ) 
Par  suiU',  la  ibnnule  (a)  donne 

(    U«  =:  A  h p-i  Un+p—l  ■+-  [-"-IV-S  li-n+p    Z  -I-  •  .  ■ 
(26)  < 

(  -+-  61   !«„  -H  /Uo«rt-|, 

A,  u.,  . . . ,  f)  ayant  les  valeurs  qui  ont  été  déterminées 
précédemment.  Telle  est  la  généralisation  de  la  for- 
mule (i  a). 

JNous  pourrons  donc,  en  posant 

À  Up-,  =  X',    iJ.U;,_2  =\>-',    •  • .  <    0 1;,  =  6', 

énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Un  ternie  (juelconque  U,,  est  une  fonc- 
tion linéaire  et  homogène  de  p  te/ nies  consécutifs  de 
la  série  fondamentale,  pris  à  partir  de  u„_i,  r  compris 
ce  terme 

fonction  dont  les  p  —  i  coefficients  //,  ul',  . .  . ,  H'  sont 
déterminés  par  le  système  d'équations  que  l' on  obtient 
en  faisant  successivement  dans  la  formule  précédente 
/z  =  1,  2,  3,  ...,/>—  I. 

28.  Si  nous  appelons  toujours  a,,  a^,  ...,  a^  les  ra- 
cines de  l'équation 

o[x)  =  xP  —  axP-^  —  ..  .  —  /  =  o, 

la  formule  (22)  nous  permet  d'écrire 

iU„=ÀU;,-i[aia2...ap](«-i' 
-+-  ZUo[a,a2...ap]("-/". 

29.  Si  l'on  prend  pour  termes  initiaux  p  termes  con- 
sécutifs de  la  série  fondamentale,  de  façon  que 


(  «i  ) 

on  a  , 

(|ii  il  est  plus  rationnel  d'éerire,  en  augmentant  m  et  /z 
d'une  unité, 

Si  l'on  fait  /n  =^  n,  on  a 

( 29 )   7/2«H-i  =  >•  ««+/,- 1  +  ;-«.  «;U/>--2  -f-  •  •  •  -1-  ^  ";i+ 1  -+-  ^"f, . 

Xil.  —  Somme  des  n  premiers  termes  de  la  série 
précédente  ;  limite  de  cette  somme. 

30.   Nous  laissons  de  côté  le  term'e  Uq  ;  la  somme  que 
nous  voulons  évaluer  est 

S„  =  Ui  -f-  U2  -+-...  -^  u„. 

Oi',  nous  avons,  d'après  la  formule  (27% 

U„=  ÀU/,_,[aia2...a^]  «-l'-r-  \x\: p^^_\%^y.^_.  .  . ap]'«-2  -(- . . ., 

-+-  /  Un  [  a,  a,...  a^  ]«-/'', 

j 

V  p=  XL';,-, [a, a.  .  .  .  'Xp]p-^'-^  !J-U/,_2['^i'^2  •  •  -  o(/,]'/'-2'_i_ 

-^/U„[a,a2...ap]''", 

j 

U,  —  ÀT"^_,  [aiaj  .  .  .  ip]'"  . 

Doue 

^n  =  >-  L"/,-i  ([oti  'u...  a,,]  "  -''  +  .  .  .  -^  [a,  a2  .  .  .  a^J'o'-) 
-^  Î..U^_2  f  [  a,  a.  .  .  .  a;,]f"-2)  +  .  .  .  -^  [a,  a.  •  •  ■  «;,];"') 

-H 

+  /  Uo  (  [  a,  xj  .  .  .  a^  ]  «-P'  -1-  .  .  .  +  f  a,  72  .  •  •  ^/>]''»^), 
Ami.  (le  MntliémaC.,  ?>'  série,  t.  III.  ^Février   i884-)  6 


(  «^^  ) 

on,  d'après  la  formule  (3), 

(3o)  j  +  allp   2[a,a2---0C/,  ip'-2)-|-... 

.      (  -f-  /Uo  fa,  a,.  ..ot/.i  ]("-/''. 

31.   Si  nous  posons  encore 

iL(.r)  =  cp(j")(.r  —  i), 

la  formule  (4)  nous  permettra  d'écrire,  a,,  ao,  ., 
étant  supposés  dinércnts  de  i, 

I       .S„  =    A   hp-i  -rj- -H   ...   -F    -fy- -f-  — 

(3.)        -^^^^-'[-Y(:^)-^---^f(^)^vï^^ 


lUo 


•Yd)]' 


X U^_,  --  ixV„^, _^  . . .  _u.  6 u ,  -H  /Ufl 


'V(i) 


•V(,'^i)    ^'(2t/,) 

et,  si  ai ,  tto,  .  .  • ,  y.p  sont  inféiieurs  à  l'unité,  8,^,  pour  ii 
croissant  indéfiniment,  aura  une  limite  S  cpii  sera  don- 
née par 

S  = 
ou 
(32)  s  = 

Si  donc 

À  Vp^i  -+-  ;j.  U/,_2  -i-  .  .  .  -4-  6  U 1  -4-  ^  Uo  =  I . 

la  série  aura  même  somuie  que  sa  série  fondamentale. 

Applications. 
Xril.  —  Cas  parliculie/'  de  la  serin  définie  par 


XU;,-|-+-    !J.Up_2- 


iU,-i-  /Uo 


I  —  {  a  ~T-  b  -+-...  -^  l) 


[i„  =  ^U„-i 


U„-2 


/j(/?--i)(/7--a) 
?; *-■  II' 


I  .  7.  .  O 

U(,  =  o,     L'i  =  o,      ....     L'h-o  =  o.     L 


/-  1  =1- 


(  «--î  ) 

3l2.    Dans  ce  cas.  l'équation  lésolvantt'  est 

pi  p  —  i)        , 

xP  —  pxP-^  —  - — xP~-  —  . .  .  m  =  o 

1.1 

ou 

(x  —  l)P—  o. 
Ou  a  donc,  d'après  la  l'orniule  (22)  (IX,  23), 

Mais,  si  nous  nous  reportons  à  la  déiinition  donnée 
(II,  2),  nous  voyons  que  [i,  i,  .  . . ,  i](«^/'+*  n'est  autre 
que  le  nombre  des  ternies  du  développement  de 

(  «1  -^  «2  -T-  -  •  •  -^  «/^  )«-/'+», 

c'est-à-dire 

(n  —  p  ^  -?.)(  n  —  p  -^  "i)  .  .  .  (  n  —  i  )  /i 
i  .i .  .  .  (  p  —  i){ p  —  \) 
OU 

np-i. 

donc 

lï    —  CP''^ 

yjti  —  ij,j 

33.  Appliquons  maintenant  la  formule  (24)  (X,  2o)j 
elle  nous  donne 

LV,  ^-  U/,  -i-  . . .  --  U,,  =  [i,  I ,  . . . ,  1  i]'«-p+», 

les  I  étant  cette  fois  en  nombre  (/?•-}-  1)  dans  la  paren- 
thèse; nous  aurons,  par  une  remarque  analogue  à  la 
précédente, 

[  II...  II  ](«-/>+"  =  C,^, 

ce  (jui  nous  conduit  au  résultat  bien  connu 

'-/?-)  '-■/>        -r-  .  .  .  -T-  »j,,         —  <j,,. 

iNous  avons  ainsi  une  verilication  de  nos  formules. 


(  SI  ) 

XIN  .  —   .Sf^iies  (léfi/nes  par  la  forinulf 

et  jKir  la  valeur  de  L^;  (lo^  af^  •  •  •  ■>  '^«-i  i'taiit  les 
ternies  successifs  d  une proi^ression  soit  ffeoniétri(/ue, 
soit  arithmétique. 

On  voit  que  ces  séfies  iic  sohL  pas  du  geiiro  de  celles 
que  nous  avons  envisagées  jusqu  ici,  puisque,  inainte- 
îianl,  le  nombre  des  termes  de  la  toriuule  de  i^écurrence 
augmente  d  un  ternie  à  l'autre  de  la  série. 

')'p.  Supposons  d'abord  que  «o,  ''^i,  •  •  • ,  <i,ii-  •  •  sctient 
les  termes  successifs  dune  progression  géoinétri([ue  de 
raison  y,  de  telle  soi  le  que 

(1,1  =  '•'.1 '/'■'• 
Dans  ce  cas,  la  reelierclie  du   ternie  l  „  ne   présente  au- 
(■une  difliculté.  En  ellet.  on  a 
L'«-  1  =  «0  L';,--2  —  <A,  L  ,.,^3  —  .  .  .-^  a,,^i  Ui  -h  an~i  L„. 
U„     =  «oU„-i-i-  rtiU,,-2-^  ...  —  ««--sUo—  a„_2Ui  —  f/„_i  L'„. 
Multiplions  les  deux  niembies   de   la   première  de    ces 
Ibrmules  par   y  et  retranchons-la  de   la   seconde-,   nous 
avons 

l  //—  '/t'/;     1  =  OqV  1,-1 

ou 

Les  termes  de  la  série  sont  donc  les  termes  successifs 
d'une  progression  géométrique  de  raison  c/,)4-'7  et  de 
premi(>r  terme  Ui,  par  suite 

(33)  r„  =  (V/o-^ry)"-ir,. 

La  somme  don  nombre  lini  de  termes  sera 

-  «  —    ♦-  I ' 

I    (    </„  -!-    (/    ) 


(  8r>  ) 

et,  si  (io  -+-  (/  est  inférieur  à  l'uiiilé,  celte  somme,  pour 
//  croissant  indéliniment,  aura  une  limite 


•  — («o-i-<7)        i  —  ^^o-hq} 

La  formule  (33)  conduit  à  cette  remar(jue  curieuse, 
(jue,  dans  une  série  délinie  par 

L'„=  fini  „-M-^  «o^U„-2-v-  ...-+-  ao^"~-Ui-i-  ao^"^'Uo, 

tous  les  termes  sont  égaux,  sauf  Uo,  si  a^-h  '/  =  i  ■ 

35.  Supposons  maintenant  que  «o?  ^n  ■  ■  •  ■>  ''«  5  •  •  • 
soient  les  termes  successifs  d'une  progression  arithmé- 
tique de  raison  /',  de  telle  sorte  que 

«rt  =  «0  -^  >i  r. 

La  recherche  du  terme  U„  est  alors  un  peu  ])lus  dif- 
ficile. JNous  avons 

U„  =  «0  U„_i  -r-  «1  U„_2  -h  . . .  -i-  a„-î  Ui  -î-  ««-1  Uo , 

U„-i  =  «0  U,i_2  -T-  «1  U„_3  -i-   .  .  .  H-  «„_2  Uq. 

Aux  deux  membres  de  cette  dernière  égalité,  ajou- 
tons 

/■S„   2  =  /-U,,-,-!-  r\J„~3-\-  .  .  .  -f-  /-Ui-T-  ;-Uo, 

nous  aurons 

U,;_i  -!-  /•  S„_2  =  «1  U„  -2  -^  «2  ÏJ/Î-S  -f-   .  .  .   -;-  a„-2  Ui   -4-  rt/,_i  Uq. 

Hetranchoas  cette  égalité  membre  à  membre  de  la  pre- 
mière, cela  nous  donne 

U,i—  U„_,  —  rS,i-.2  =  «;)  U,i-i 

ou 

^n  =  («0-!-  ULI,j-i  -T-  rS„^2- 

On  aurait  de  même 

U„_,  =  («„-!-  rjlJ„_2-;-/-S,j_3. 


(  80  ) 
Retraiicliaiil  la  seconde  de  ces  égalités  de  la  première, 
et  remarquanl  que  S„_2  —  S«_3  =  U„_.j,  nous  avons 

U„  —  U„_i  =  (rto  -f-  l)  Uni  —  («0  -^  l)  U„_2  -r  /•  U„_2 
OU 

(  34  )  U„  =  («0  -f-  2)  U„_,  —  («0  —  I  —  /•)  U„_2  ; 

couime,  d'ailleurs,  011  a  Uq  et  que  U|  =  rfuUo,  on  re- 
tombe sur  le  cas  étudié  au  §  V,  et  l'on  sait,  par  suite, 
calculer  U„. 

Représentant  par  la  lettre  u  les  termes  de  la  série 
fondamentale  correspondante,  on  a,  d'après  la  Ibr- 
mule  (22)  (V,  12), 

(35)  V'n—  «0  Uo  Un  —  ( «0  -^  I  —  r)  Uo  Un-l- 

et  l'on  sait  obtenir  u,i  et  ««_!  en  fonction  soit  des  ra- 
cines,   soit  des  coefficients  de  l'équation 

X-  —  (  «0  -^-  2  )  J"  -f-  (  «0  -i-  1  —  /•  )  =  o 
par  l'une  des  formules  (6),  (y)  ou  ( 8 )  (III). 

36.  Supposons  que 

«0  =  —  '^1 . 

T,  étant  positif  et  plus  petit  que  i ,  et  que 

r  =  i-r, 

pétant  plus  petit  que  i  et  plus   grand  que  r, .  Dans  ce 

cas,  1  équation  a  ses  deux  racines  réelles  et  inégales,  car 

132  _  4  AC  =  «5  -i-  j  ,.  =  -^^2  _i_  -j  _  _j  r 

qui  est  positif.  D'ailleurs,  la  somme  des  racines 

«0  -T-  2   =   2   T, 

est  comprise  entre  o  et  2  ;  leur  produit 

rto  -f- 1  —  r  =  Z  —  T, 
est   <om])ris  entre   o  et   i  ^   ces  deux   racines   sont   donc 


i  07  ; 

elJes-inèiiies  comprises  entre  o  et  i .  La  série  est,  par 
suite,  convergente,  et  elle  a  une  somme  donnée,  d'après 
la  formule  (19)  (M,  18),  par 

«oUft  —  (rt,i—  t  —  DUf,      _  — (i  — /•)Uo_    wUn 


I  («0-1-  2)  —  («o-i-  1  — '■)  —  f  I  —  ^ 

11  est  très  remarquabl<i  que  cette  somme  est  indépen- 
dante de  la  valeur  de  a». 

XV.  —  Séries  définies  par  la  foiunilr 

Un  =  a  U„_i  -;-  6U„_2  -f-  .  .  .  —  /  U„_y,  -  -  m 
et  les  valeurs  des  termes  initiaux  Uo,  L  , ,   .  .  .,  V p__i . 

37.   Traitous   d'abord  le  cas  où  tous  les  teiines  ini- 
tiaux Uq,  Ui,  .  .  . ,  U^_i  sont  nuls. 

Posant  — ^  =:  (j,, ,  nous  avons 
m  " 

u;^  =  «u;,_,  -f-  ^u'„..2  — ...  —  H  ;,_/,  -i- 1. 

Si  l'ou  pose  aussi  L),  —  L«_i  ^  ^  n-i-  <>ii  a>  ^^'i  retran- 
chant l'une  de  l'autre  les  tbrmules  qui  donnent  les  valeurs 

deu;,,,,  et  u;, 

^  «-1  =  '■f  '  7j  -2-^-  ^  '  « -3 ~T- . . .  -,-  «  v«-/,-i  ; 

d'ailleurs 

Vu=o,     \  1  =  o.     ...,     \^_2=o.     V/,_i  =^  I  : 

donc,  d'après  la  toruiule  (24)  (X,  23), 

V,,- 1  M-  \,,  -^  .  . .  4-  \'„_,  =  [  a,  sco .  . .  a,, ij  «-/'). 
Or 

[)ai'  suite, 

7.),  y.o.  .  .  .  y.p  étant  les  racines  de  1  équ;ilion 
r/'    -  f/.rl'^i  —  ...        /  :=  n. 


(  88  ) 
La  valeur  de  U„  sera,  par  conséquent, 

(36)  U„=  m  [ajaa  .  . .  api]("-/^'. 

38.  Nous  povinons  faire  la  remaïque  suivante  :  pre- 
nojis  la  série  délînie  par 

U;  =  («+!_)  U';_i  -h  {b  —  a)  U';,^,  -h  (c  —  b)  U;  _3  -H. . . 

u;  =  o,    u",  =  o,    ...,    U/j__i  =  o,   u';,=  i, 


5    '^-/' 


dont  l'équation  résolvante  a  pour  racines  a,,  a^, 
et  i;  nous  aurons,  par  la  formule  (22)  (IX,  23), 

U;=:[aia2...a/,  i]i«-/''; 
par  suite, 

U',',  =  U' 


39.  Pour  avoir  la  somme  d'un  certain  nombre  de 
termes,  nous  écrirons 

iS«  =  Up-H  lJ/,+1  -T-  .  .  .  -r-  U,i 
=  m  j  [a,  a,  .  .  .  -a/,  1 1«»  ^-  [a,  a,  .  .  .  a,,  i]'»  -|-  .  .  . 
"  i  -^[aiao...a/,iJ*«-/'j 

(         =  7n[aia.2.  ..  7^,  1 1  ](«-/''. 

-40.  11  ne  nous  reste  plus  qu'à  faire  voir  comment  le 
cas  où  les  valeurs  initiales  Uq,  U,,  .  .  . ,  Uy,_i  sont  quel- 
conques se  ramène  au  précédent.  La  transformation  est 
tout  à  fait  analogue  à  celle  que  nous  avons  déjà  em- 
ployée (XI,  27). 

Représentant  par  la  lettre  //.  les  termes  de  la  série 
fondamentale  (pour  laquelle  /«„  ^^=  ^1  z^i  :=:  o,  .  .  .  , 
Up_i  =  0),  nous  poserons 

A,  [X,     . .,  H,  au  nombre  de  />,  étant  déterminé  par  le  svs- 


(    Sç)    ) 
lèiiit;  d'écjLialioiis 

Vu  =  Uo  —  X  ?//,  =  (), 

Vi  =  Ui  —  À  Up^i  —  [X  u,,  =  o, 

V/j_i  =    Ll^,_, À  «o/,_i  —[}.  U2P-2  ~.  .  .—  ^Up  =  o, 

dont  le  déterminant  se  réduit  à  u'^,  qui  est  différent  de  zéi'o. 
hxrivons 

U„  =  aU„_i  -+-  6U„_2-T-.  .  .-T-  /U„_;, -4-  m, 

Un+p  =  aUn+p-i  -!-  hUn+p-^.-^.  ■  • -i-  ll(-n  -+-  '«, 
: ) 

Ua+ï  =  «"« -+-  b  «/(-i  4- .  .  . ^  iu,t+i_p -T-  m. 

Multiplions  la  première  de  ces  égalités  par  i,  la 
deuxième  par  —  A,  ...,1a  dernière  par  —  9,  et  faisons  la 
somme;  nous  avons 

y„  =  aV„_i-+-  bYn-2-^--  --i-  l\,i-p-^  ni{i~  X  —  .  .  .—6) 

ou,  en  posant ; — -  =  \ ,^  et  supposant 

X  4-  ;jL  -+-...  -h  6 
différent  de  i , 

V;,  =  a  V'„_,  -4  b  Y'n^,  -f- . .  .  -r-  Y'„_p  -i-  m, 
et,  comme 

Vq  =  o,     V'i  =  o,      .  .  . ,     V/,_i  =  o, 
on  voit  que 

V'„  =  «<„. 
Par  suite, 

V„  =  (I  —  X  —  [J.  —  ...  —  0  )  Un 

et 

\    ^n  ^=  ^li/t+p-T-  l'-U/i-hp-i  -^  •  ■  • 

{        -r-6  î<„+i -t-([  — X  —  [X— . . ,  — f>;  î<„. 

41 .  Dans  le  cas  où  p  =  2,  c'est-à-dire  où  la  fornude  de 
récurrence  se  réduit  à 


on  a 

par  suite,  ).  vX  jj.  sont  donnés  par 

Uo  —  X  c  =  o, 

Ui  —  X(a-!-i)c  —  rj.c^O, 

d'où 

c 

Ui-(a+i)U„ 
'  c. 

Donc,  dans  ce  cas, 

c  C  \  C  C      / 

formule  qu'on  peut  transtoruiei'  eu  reuiarquant  que 

»„+o  =  au„,+i  -h-  h  Un  -^  c  ; 
on  trouve  alors 

(  39  )   Va=  U„+l  H-       I H li,t  -4-  L 0. 

C  L  ^  '^  J 

Si  l'on  fait  Uj  =  U()=  c  =  b  =  a,  la  formule  se  ré- 
duit eà 

(40)  {]„  =  a(2Ua-^l). 


SIR  ME  DEMONSTRATION  NOIVELLE  RU  THEOREME 
DE  LAMRERT; 

Par  m.  N.  IOUKOVSKY, 
Professeur  à  l'Ecole  Polytechnique  fie  Moscou. 


1.   Nous  proposons  ici  une  démonstration  lunivelle  du 
tiu^orème  de  Lambert,  fondée  svir  la  loruiule  de  la  varia- 


(  P'  ) 

lion  (l  ;i(li()M 

(i)  0  /  Pf/.y  =  r.jOToCosi  i'^'^'j-i  ) —  l'i  otji  cos(  Ci  oTi), 

fiù  <',  et  v-2  sont  les  vitesses  cl  un  point  matériel  à  l'ori- 
i^ine  et  à  la  iin  de  la  trajectoire  AB:  0-7,  et  oto  sont  les 
déplacements  AA'  et  BB'  des  points  A  <'t  B,  C[uand  la  tra- 
jectoiie  AB  se  change  ei>  une  trajectoire  indnimeiU  \oi- 
sine  A'B'. 

2.  La  formule  (i),  donnant  la  vai'iation  de  l'action, 
peut  servir  aussi  à  la  détermination  de  la  variation  du 
temps  de  mouvement  des  planètes,  à  cause  du  lemme  sui- 
vant : 

Le  temps  dans  lequel  la  planète,  sollicitée  par  le  So- 
leil F,  pavcGLirt  V arc  elliptique  AB,  est  égal  à  la  frac- 
tion —  multipliée  par  l  action  du  mouvement  de  la  pla- 
nète sur  le  même  arc  elliptique  AB,  le  Soleil  étant 
transporté  duj'oye/-  F  da/is  l' antre  foyer  \:\  de  l'ellipse. 

[j.  est  le  coilicient  de  l'attraction,  et  "xa  est  le  grand 
axe  de  l'orbite  elliptique. 

Le  temps  t,  dans  lequel  la  planète  parcourt  l'arc  AB, 
est 

"ds 


rds 


où  la   vitesse  p»  peut  être  définie  comme  une   fonction 
d'un  rayon  vecteur  /'  par  rapport  au  Soleil  F  : 


=  {/---■ 
\      r         a 


Mais,  si  le  rayon  vecteur  de  la  planète   par  rapport 
au  foyer  F(  est  /•,, 

(3) 


(    92    )    ■ 


(4) 


\/îM 


Le  Soleil  étant  transporté  dans  le  loyer  F,,  la  vitesse 
tle  la  planète  se  change  en 


(5) 


En  y  snbstituant  eette  valem- de  i',  dans  la  loi  iiuile  (4), 
nous  avons 

(6)  f.=   '^  I  i\(ls. 

Le  leninie  est  done  déinonti'é. 

3.  Revenons  à  la  démonstration  du  théorème  de  Lam- 
bert: 

Le  temps  dans  lequel  la  planète  parcourt  l'arc  ellip- 
tique AB  est  une  fonction  seulement  de  la  corde  'ic  de 
l'arc  parcouru,  de  la  somme  iv.  des  rayons  vecteurs 
des  points  A  et  B  par  rapport  au  Soleil,  et  du  grand 
axe  '1  a . 

Les  points  A  et  B  étant  pris  pour  les  foyers,  eonstrui- 
sons  {fîg-  i)  sur  la  corde  ic  deux  ellipses  confoeales 
dont  les  gi-ands  axes  sont 

CD  =  2  a, 

EG  —  4«  —  Jt^- 

La  première  de  ces  ellipses  passera  par  le  Soleil  parce 
que 

f7)  FA~FB  =  2a, 

et  la  seconde   passera   par   l'autre  loyer  F|    de  l'orhile, 


t).> 


pni'cc  que.  «Ml  soustiMvaiit  la  soiiimi'  l\vs  dcn\  i-clalions 


(8) 


F,  A    -FA 


\  '  1- 


(   Fili  -h  FB  =  a« 

dv.  la  formule  (j),  nous  aurons 

(9)  Fj  A  —  Fi  B  =  4  a  —  ■;>. a. 

Supposons  que,  a  et  c  restant  eonstants,  le  Soleil  soit 
transporté  du  point  F  dans  un  point  infiniment  voisin  F' 
de    la    même    ellipse    (^D,    et    elierclions    la    variation 

Fi:;.   I. 


du  temps  t  de  passage  de  la  planète  du  point  A  au 
point  B.  A   cause   du   lemme  établi,  cette  variation   est 

égale  à  la  fraction  -  multipliée  pai-  la  variation  de  l'ac- 
tion claus  le  mouvement  de  la  planète  du  point  A  jus- 
qu'au point  H,  subie  par  la  transposition  du  Soleil  du 
point  F,  dans  un  point  infiniment  voisin  F'j  de  la  même 
ellipse  EG. 

Cela  posé,  nous  avons,  par  la  fornui'e  (1), 


(10) 


rA 


'     \  CiOToCOSf  OTor-j"! —  l'i  07]  C0«(  07i  f|    l| 


OU    ^T,    et  oTo    sont  les  déplacements  des  points  A   et  H 
dans  le  mouvement  de  translation  du  ti-iangle  A  V\  H  par 


(  9l   ) 
lefUR'!  !<^  point  F,  est  atiifiiéau  point  J'\ ,  c'esl-à-diro 

Soient  AH  et  BH  les  tangentes  de  l'oibite  elliptique 
aux  points  A  et  B.  A  cause  d'un  tliëorènie  de  Géométrie, 
la  ligne  F(  lï  est  la  bissectrice  de  l'angle  AF)B,  c'est- 
à-dire  elle  est  normale  à  Tellipse  EG;  d'où 

cos(  oa-iPi)=  sin(  AHFi  ), 
cos  (  0(7,  ('2  )  =  sin(BHFj). 

Menons  du  point  F,  deux  perpendiculaires  F,  K  et 
F,  L  sur  les  lignes  AH  etBH,  et  écrivons,  à  cause  du  prin- 
cipe des  aires, 

riFiK  =  c,F,L; 
d'antre  paît,  on  a 

FiK  =  F, Il  sin(AHF,)=  F, H  cos(oairi), 
F,L  =  Fi  Hsui(BiIF,)  =  F,  H  cnsCoT.t^,), 
et,  par  suite, 

t'i  COS(  ÔJi  t'i)^  ('2COS(OT2*'2  >- 

d'où  il  vient,  parla  formule  (lo), 

ot  =  o. 

Ainsi,  a,  c,  a  restant  constants,  le  temps  L  ne  change 
pas,  c'est-à-dire  qu'il  dépend  seulement  de  ces  varia- 
bles, ee  (ju'il  s'agissait  d'établir. 

4.  Fe  théorème  étant  démontré,  il  est  facile  de  ré- 
duire la  détermination  du  temps  de  niouvenient  de  la 
planète  à  la  détermination  du  temps  dans  le  mouvement 
rectiligne. 

En  y  i-oustrayant  les  forntuhis  (8),  nous  recevons 

FA  —  FB  =  F,B  -  F,  A. 

Cette  équation  montre  que  les  foyers  F  et  F,  de  l'or- 
bite elliptique  se  trouvent  sur  la   même  hyperbole   con- 


(  9^>  ) 
locale  aux  ellipses  CD  elEG.  Ainsi  {/ii^'.  2]  à  la  position 
doiiiiée  du  Soleil  F  et  de  la  corde  AB  correspondent  deux 


Fi: 


orbites  elliptiques  FF,  et  FFo.  A  la  limite,  pour  a  =  00  ' 
les  points  F,  et  Fo  s'éloigneront  à  l'infini,  et  les  ellipses 
se  changeront  eu  des  paraboles,  ayant  les  axes  parallèles 
aux  asymptotes  de  l' hyperbole. 

Par  le  théorème  de  Lambert,  nous  pouvons  transporter 
le  Soleil  du  point  F  dans  un  point  D  de  l'ellipse  CD,  eu 
y  conservant  le  temps  t. 

Cela  posé,  les  branches  de  l'hyperbole  doivent  se  con- 
fondre avec  les  lignes  droites  \^a:'  et  Ax,  et  les  orbites 
elliptiques  FF,   et  FFo  avec    la  ligne  droite  DE,  parce 

que 

DE  =3  2  a  —  a  -^  0:  ^=  la. 


Le  temps  f  peut  être  déterminé  par  la  formule  (4)i  <^'i 
V  posant 


r/s  =  dr. 


et  eu  prenant 


(  9'>  ) 


pom-  J'arc-  AMI),  cl 


(  I  a  j  t- 


dr 


pour  l'arc  AJNB. 

J)e  c(!S  ioriniilcs  nous  tirons,  en  intégrant  la  fornuilc  de 
Laiiiberl, 


(i3) 


i  =--  —- 


a  —  a  —  c         .                  a  —  %  —  c 
arc  cos sin  arc  cos • — 


Il  —  a  -i-  r         .                   a  —  a  -f-  r 
arc  cos sin  arc  cos 


J)ans  le  cas  où  l'orbite  est  parabolique, 

y     \].  y    2  et  —  /•         \     9.  iJ. 
et  les  égalités  (i  i)  et  (12)  donnent  la  formule  d'Euler 


(1.4) 


v/2  r,        4  n 

3  /  |i. 


Le  signe  ( — )  doit  être  pris  dans  ces  formules,  si  le 
Soleil  est  en  dehors  du  contour  formé  par  l'are  et  la 
corde  AB,  et  le  signe  (4-)  s'il  est  à  l'intérieur  de  ce 
contour. 

o.  La  même  méthode  de  raisonnement  peut  être  em- 
ployée jiour  ladétei'minationdutemps  dans  le  mouvement 
hyperbolique;  seulement,  en  y  transposant  le  Soleil  dans 
le  lemme  du  n"  2,  il  faudra  changer  sa  force  attractive 
en  répulsive. 
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SIR  LES  LIGNES  DE  COIRBIRE  DU  PAR4B0L0IDE  EQIILATERE; 

Par  m.  p.  BARBARIN. 


I.  Les  lignes  de  courbure  du  paraboloïde  hyperbo- 
lique équilatère  jouissent  d'une  propriété  remarquable. 
Elles  sont  aussi  sur  cette  surface  le  lieu  des  points  pour 
lesquels  la  somme  ou  la  différence  des  distances  aux  deux 
génératrices  principales  est  constante. 

Soient,  en  effet,  ox.  oj  ces  deux  génératrices,  qui 
sont  rectangvil aires,  oz  l'axe  de  la  surface,  perpendicu- 

Fig.  I. 


laires  à  ces  droites.  Le  paraboloïde  est  complètement  dé- 
terminé par  le  quadrilatère  gauche  oPQR. 

Soient  M,  M'  deux  points  voisins  d'une  ligne  de  cour- 
bure; M^,  IS/lq,  M'y?',  M'^'  sont  les  génératrices  passant 
en  ces  points;  elles  forment  aussi  un  quadrilatère  gauche 
MNM'N'.  Les  normales  à  la  surface  en  M  et  M'  se  cou- 
pent au  centre  de  courbure  C,.  CjM  est  un  des  rayons 
principaux  de  courbure  au  point  M.  On  a  facilement 


(  I  )  MN   -+-  M'  N'   =  MN'  -f-  M' N   . 

Ann.  de  Mathémal.,  3^  série  ,  t.  III.  (Février  i  SS').) 


(  9«  ) 

En  appelant  s  un  infiniment  petit  par  rappoi  t  à  Mi\. 

on  peut  poser 

M' N'  =  MN  --  £ 
et  aussi 

d'où 

2MN  X  M'N'=  aMN'x  M'N  -^(e'2-  eî). 

On  peut  négliger  devant  le  produit  aMJN'x  M'N  la  diffé- 
rence e'- —  £-  qui  est  un  inlininient  petit  d'un  ordre  bien 
supérieur;  et  l'on  a  simplement 

(2)  2MN  X  M'N'=  aMN'xM'N. 

En  associant  cette  relation  avec  (i),  on  en  déduit 

MN  ^  M'N'=  M'N  -T-  MN' 
et 

MN  —  M'N'=  M'N  — MN'. 
d'où 

MN  =  .M'N,     M'N'=  MN'; 

mais,  en  désignant  par  r,  et  y/  de  nouveaux  infiniment 
petits  par  rapport  aux  ligues  de  la  figure,  on  a 

MN  —  Mp  =  M'/»'-t-  T,. 
M^  =  MN'—  M'q'--  r,', 

d'où,  en  ajoutant  membre  à  membre, 

Mp  —  Mq  =  M>'-^-  M'q'^-  (  r,  -^  r/). 

7,  -+-  r'  est  au  moins  un  infiniment  petit  du  second  ordi'e  ; 
il  disparait  donc  devant  les  autres  quantités  qui  sont 
fini(;s,  et  1  on  a  rigoureusement 

Mp'~  Mq  =  M'p'—-  M' q'  =  const. 

On  démontrerait  par  un  calcul  analogue  que 

N^jf' —  Np  =  N"<7  —  S'p'  ^=-  ("onsl.; 

donc  les  deuK  séiies  de  lignes  de  courljure  de  la  surface 
sont    aiissi  les  denx  séries  de  lignes   en    tous   les    j)oint.s 


(  99) 

Jcsquelles  la  somme  ou  la  diiléreiice  des  distances  aux 

génératrices  principales  est  constante. 

En  un  point  déterminé  M  passent  deux  lignes  :  l'une, 

pour  laquelle 

Mp  —  M  y  =  const., 

a  pour  tangente  la  limite  de  MM';  l'autre,  pour  laquelle 

M(/  —  Mp  =  const., 

a  pour  tangente  la  limite  de  jNÏN';  la  figure  montre  que 
ces  deux  tangentes  sont  rectangulaires,  cotnme  on  devait 
s'y  attendre,  et  il  résulte  des  égalités  MIN  =  M'A^  et 
!M'iN'  =:  MIN'  qu'elles  sont  bissectrices  des  angles  de  Mp 
et  M^. 

II.   On  peut  très  aisément   vériiîcr  ces  propriétés  par 
le  calcul.  Soit,  eu  cHet, 

TV 

a 

l'équation  du  paraboloïde.  Le  lieu  des  points  M  pour 
lesquels  on  a 

Mp  rh  M  (/  ~  const. 

se  détermine  par  l'équation 

(3)  v6'^ -+-z^=  v^^- -i-  -^^  =  c, 

d'où  l'on  tire 

(  4  )  y  \J 3c^  -^  a'^zh  T  /j'2  -r-  a^  =  ac. 

Différentions  cette  dernière,  en  groupant  convenable- 
ment les  termes,  nous  pourrons  l'écrire 


(  v^.r2  -f-  «•■'  dy  ±  ^yi  —  «2  dx  ) 


s/{x'^-^  a'^){y^-r-a^^) 


=  o, 


en  entendant  cpie  les  signes  supéj'ieurs  soient  toujours 
pris  simultanément,  ainsi  que  les  inféricuis.  Aucune  va- 


(    ïoo   ) 
leur  réelle  de  x  ou  de  r  n'annule  le  facteur  entre  paren- 
thèses ;  on  doit  donc  avoir 


(5)  \/x^  -\-a^dy  ±  s/y^ -\-a^dx  =  o, 

ce  qui  est  précisément  l'équation  des  lignes  de  courbure. 

L'équation  (4)  représente  les  projections  sur  le  plan 

xoy  des  deux  lignes  qui  répondent  à  une  même  valeur 

Fig.  2. 


de  la  constante  arbitraire  c.  Ces  deux  projections  sont 
réunies  dans  l'équation  entière 


(6) 


4  c2  x'^y'^ 


■a'^{x 

X  {x  - 


■J-+-C) 

y  —  c){x  — JK-4-  c)( — X  -\-y  -\-c)  =  o, 

facile  à  discuter  par  la  méthode  des  régions.  La  courbe 
qu'elle  représente  a  deux  axes,  les  bissectrices  des  angles 
de  ox  avec  oj',  quatre  asymptotes, 

nz  c  ±  i/c2  -+-  «2 

r  =  -^ X, 

a 

deux  à  deux  symétriques  et  deux  à  deux  rectangulaires. 
Enfin  elle  se  compose  de  quatre  branches  égales  deux  à 
deux,  tangentes  entre   elles  et  aux  axes  ox,  oy  en  des 


(    lo,    ) 
points  qui  sont  les  sommets  du  carré  de  centre  o  et  de 
rayon  c. 

Les  deux  branches  comprises  dans  l'angle  xoy  et  son 
opposé  répondent  au  signe  +  dans  le  premier  membre 
de  l'équation  (4)  ;  les  deux  autres  branches,  au  signe  — . 

En  un  point  m[xi^yt)  du  plan  xoy^  il  passe  deux 
courbes  caractérisées  par  l'équation  (4)  •  l'une  répond  à 
la  valeur 


Cl 


7iVar?-f-a2-f-a7i 


\/yi 


de  la  constante,  l'autre  à  la  valeur 


C2  = 

tl 

nous  désignerons  ces  courbes  par  c,  et  Co. 

III.  Je  vais  faire  connaître  une  construction  simple 
des  tangentes  au  point  m  à  ces  deux  courbes.  En  effet, 
on  a 

il  suffit  de  prolonger  mp  de  ppt  =  a  el  mq  de  ^^i  =  a, 

Fis.  3. 


Tk 


V 


9i<f- 


\9 


7^ 


/ 


/ 


en  rabattant  oiy,  suivant  os  sur  oy  et  op^  suivant  ot^  et 
oto  départ  et  d'autre  sur  ox;  st,  est  la  direction  de  la 
tangente  en  m  à  la  courbe  c,,  5^3  est  la  direction  de  la 


(     '02     ) 

laiigtîute  en  m  à  la  courbe  c.^.  il  en  lésulle  un  moyen 
de  construire  sur  le  paraboloïde  les  tangentes  aux  lignes 
de  courbure  qui  passent  en  un  point  donné  M  de  cette 
surface,  car  leurs  projections  sur  le  plan  xoj  sont  pré- 
cisément les  tangentes  en  m  à  Cy   et  Co- 

On  a  vu,  du  reste,  plus  haut,  que  les  tangentes  au 
point  M  sont  les  bissectrices  des  angles  des  génératrices 
iM/>,  Me/  de  ce  point ^  ou  encore,  si  l'on  veut,  les  axes  de 
l'indicatrice,  asymptote  précisément  à  ces  deux  généra- 
trices. 

Les  deux  modes  de  construction  peuvent  donc  servir 
de  vérilication  l'un  à  l'autre.  Le  second,  théoriquement 
plus  simple,  exige  néanmoins  le  rabattement  du  plan 
Mpq  sur  XOJ.,  puis  son  relèvement j  et  le  premier  peut 
quelquefois  présenter  plus  d'avantages. 

JV.   Par  exemple,  ou  peut  l'appliquer  directement  à 

Fig.  4. 


la  construction  des  rayons  de  courbure  principaux  au 
point  M,  et  par  suite  do  l'indicatrice  en  ce  point. 


(   io3  ) 

En  effet,  les  projections  des  normales  MC<  et  M'Ci  eii 
deux  points  infiniment  voisins  d'une  ligne  de  courbure 
se  font  sur  le  plan  xoj  suivant  les  droites  mC),  w'c, 
respectivement  perpendiculaires  à/?^,  p' q' -,  et  dont  1  in- 
tersection Cl  est  la  projection  du  centre  de  courbure  Cj 
qu'on  se  propose  de  déterminer. 

Soient  x^^J^  les  coordonnées  du  point  m,  Xt  -+-  dxx , 
Y^  -h  dji  celles  de  m'.  Les  équations  de  me, ,  m'c,  sont 

r  —  Ji  _  ^       J  —y\  —  d}\   _  Xi  -f-  dxy  _ 
X  —  x^       yi        X  —  Xi  —  dxi       jKi  -i-  ^i  ' 

on  en  tire,  quantités  du  second  ordre  omises, 


X  —  IX  i 


dx\ 
dyi 


Cette  équation  montre  que,  si  l'on  prolonge  oin  d'une 
quantité  égale  mg,  gCf  est  parallèle  à  la  normale  menée 
au  point  7/z  sur  la  projection  de  la  deuxième  ligne  de 
courbure  en  M. 

Fig.  5. 


it^ 


^ 


\ 


-^-:^<'. 


y    \  '  V 


\  7' 


Soient  donc  sti,  st^  les  directions  des  tangentes  aux 
courbes  c,,  to  du  point  in-^  je  tire  me,  perpendiculaire  à 
pr/^  je  prolonge  om  d'une  (juantité  égale  nig^   enfin   je 


(  'o4  ) 

mène^o^c-,  perpendiculaire  à  sCi  et  gc,  perpendiculaire  à 
sti  5  ces  lignes  coupent  mCf  en  c,  et  Cj. 

Cf  est  la  projection  du  centre  principal  de  courbure  Ci 
répondant  à  la  première  série  de  lignes  de  courbure  au 
point  M. 

co  est  la  projection  du  second  cenNe  de  courbure  prin- 
cipal Co. 

Les  lignes  de  rappel  menées  en  c,,  Oo  au  plan  des  x^y 
fixent  la  position  des  points  C,,  Co  sur  la  normale  en 
M  au  paiaboloïde. 

Enlin,  iMA,  MB  étant  bissectrices  des  angles  formés 
Fis.  6. 


par  U'.s  génératrices  M/?,  Mq,  du  point  M,  je  prends  sur 

la  première 

MA  =  MA'=  K/MG^, 
sur  la  seconde 

MB  =  MB'=Kv/MGI; 

l'indicatrice  complète  se  compose  des  deux  hyperboles 
ayant  Mp,  Mq  pour  asymptotes  et  leurs  sommets  en 
AA',  BB'. 


\OTE  DE  TRIGONOMETRIE  ELEMENTAIRE  ; 

Par  m.  N.  GOFFART. 


Dans  les  Proceedings  de  la  Société  philosophique  de 
Cambridge,  M.  Glaisher  énonce  et  vérifie  quelques  for- 


(  '«5  ) 
mules  de  Trlgonoiuélrie  élémentaire   auxquelles  il  est 
parvenu,  dit-il,  par  rinterm.édiaire  des  fonctions  ellipti- 
ques. 

Il  est  aisé  d'en  donner  des  démonstrations  fort  simples. 
Posons,  avec  M.  Glaislier, 


(I) 


et 


(3) 


a!  =  j( —  a  -{-  b  -i-  c  -+-  d), 
b'  =  |(-4-  a  —  6  -t-  c  -i-  d), 
c'  =  |(-f-  a  -h  b  —  c  +  d), 
d'  —  |(-t-  a  -+-  b  ■+-  c  —  d), 


a"  =  j(a  -h  b  -i-  c  -{-  d )  =  -'-  t(«'4-  b' -h  c' -h  d'), 
b"  =  \{a  ^  b  ~  c  —  d)  =  —  \{a' -\-  b'  —  c'  —  d' ), 
c"  =z  \{a  —  b  -h  c  —  d)  =  —  j(a'  —  b' -h  c'  —  d' ), 
d"=\{a  —  b  —  c-hd)  ^  —  \{a'—b'—c'-^d'). 


I.   Considérons  en  premier  lieu  les  sommes 

[cos(a  —  6)  -H  cos(c  —  d)\  ±z  [cos(a  -\-  b)  -\-  cos(c  -h-  d)], 
[cos(a  —  b)  —  cos(c  —  d)\  ±  [cos(a  -+■  b)  —  cos(c  -i-  d)\, 

1°  On  peut  écrire 

V  =  cos(rt  —  6)  -t-  cos(c  —  d)  -h  cos(a  -h  b)  -i-  cos(c  -;-  d) 
sous  l'une  des  deux  formes 

ç  =  [cos(a  —  b)  -+-  cos(«  -+-  b)]  -h  [  cos(c  —  d)  -+-  cos(c  -+■  d)] 

=  2(cos«  cos6  -H  cosc  cosd), 
V  =  [cos(a  —  b)  -+-  cos(  c  -+-  d)]  -—  [cos(c  —  d)  -+-  cos(a  +  b )] 

=  2(cosa'  cosé'-i-  cosc'  co^d'); 

d'où 

(a)      cosa  cos6  -+-  cosc  cosoJ  =  cosa'  cos6'-i-  cosc'  cosd'. 

2°  La  formule 

u  —  cos(rt  —  b  )  -r  cos(c  —  d)  —  cos(a-r-&;  —  cosCc  -t-  d) 


(  'o6  ) 
peut  s'écrire  aussi  des  deux  manières 

u  —  [cos(a  —  b)  —  cos(a  t-  b)]-^  [cos(  c  —  d  )  —  cos(c  -h  d)\ 

=  2[sina  sin6  -h  sin  c  sin<ij, 
Il  =  [cos(rt—  b)  —  cos(c  -i-  d)]  -^  [cos(c  —  d) —  cos(a  -f-  b)] 

=  2[sina'  sin6'-T-  sine'  sind'], 

d'où 

([3)        sin  rt  sin  6  -f-  sin  c  sin<:/=  sin  a'  sin  b'  -^  sine' sin  cf. 

11  y  a  évidemmenL  trois  formules  analogues  à  (a)  et  à 
([i),  et,  en  les  ajoutant,  on  peut  les  écrire  symbolique- 
ment 

(   S(sin«sin6)   =  }i(sina' sin  6'), 
(  2(cosa  cos6)  =  ^(cosa' cos6'}. 

3"  La  formule 


(T) 


ç'  =  cos(a  —  b)  —  cos(  c  —  d)  -i-  cos(a  -r-  6)  —  cos(c  -+-  d) 
s'écrit  des  deux  manières 

v'  =  [cos(«  —  b)  -7-  cas  (a  -+-  b)\  —  [cos(c  —  d)  -^  cos(c  +  d)\ 

;=  2(cosa  cosb  —  cosc  cosc^)  ; 
v'  =  [cos(«  —  b)  —  cos(c  -f-  d)]  —  I  cos(c  —  d)  —  cos(a  -r  b)] 

=  2(—  sina'  sin6'-+-  sine'  s'ind'); 

d'où 

(a')    cosa  cosb  —  cose  cosrf  =  —  sin  a'  sin  6' -h  sin  c'  sinr/'. 

4"  La  formule 

u'  —  cos(a  —  b)  —  cos(c  —  d)  —  cos(rt  -i-  b)  -r-  cos(c  -+-  d) 
s  écrit 

u'  =  [cos(a  —  b)  —  cos(//.  -f-  b)\  —  [cos(c  —  d)  —  cos(c  -i-  d)] 

=  2 (sin a  sin  6  —  sine  sinoJ), 
u  —.  [cos(a  —  b)  -r-  cos(  c  -f-  d)\  —  [cos(c  —  d)  -+-  cos(a  -^  b )\ 

=  2  C  cosa'  cosè- —  cosc'  cosd'); 


(  'o;  ) 

d  uù 

(  Jj';     sina  si  116  —  sine  <\i\d  =  eus  a'  eus  6' —  cosc'  cusc/'. 

II.   Considérons  en  second  lieu  les  sommes 

W  =  cos(a  —  b)  cos(c  —  d)  —  cos(a  -^  b)  cos(c  —  d), 
\V'=  cos(a  —  b)  cos(c  -^  d)  -r  cos{a  -r-  b)  cos(c  —  d). 

1"  On  peut  écrire 

cosl'a  —  b  ) 


^^ 


cos(a  -^  b) 
cos( c  -i-  d)  cos(c  —  d) 

Or  ce  déterminant  peut  s'écrire  de  deux  manières  diffé- 
rentes en  remplaçant,  d'une  part,  les  colonnes  par  la 
somme  et  la  différence  des  colonnes,  et,  d'autre  part,  les 
lignes  par  la  somme  et  la  différence  des  lignes,  ce  qui 
donne 

sina  si n 6     — cos«cos6  I 

cosc  cosc/  sinasinô  | 

=  cosa  cosô  cosc  cos,d  -h  sina  sin6  sin  c  sind, 
cos«'cos6'     sine' sin  rf' 

sina' sin  6'      cosc'cosf/' 
=  cosa'  cos6'  cosc'  cosd' -+-  sina'  sin 6'  sin  c'  sind' : 
d'où 


|W  = 


iW  = 


(A) 


cosa  ces 6  cosc  cosc?  -+-  sina  sine  sin  c  sind 

—  rusa'  cos6'  cosc'  cosrf'-f-  sina'  sin  b'  sin  c'  cosd'. 


2"  La  deuxième  formule  s'écrit  de  même 
W  = 


et  donne 

IW  = 


cos(  a  —  b  ) 
cos(c  —  d  ) 


cos(a  —  b  ) 
cos(c  -^  d) 


iW'  = 


sin  a  sin  6      — cosacos6  I 

cor^ccosd     ■ — sine  sin  <j?    j 
cosacosô  cosc  cosd — .sina  sin  6  sine  sind, 
I  cos  c"  cos  d"     sin  a"  sin  b" 
I  sinc"sinfr      cosa"cos6" 
cosa'  cosé"  cosc"  co^d" —  *= 


in  n."  sin  h"  sine"  sine?  "  ; 


(   ïo8  ) 
d'où 

cosa  cosè  cosc  cosd  —  sina  sine  sin  c  s'in  d 

=  cosa''cos6"cosc"cos(i" —  sina"  sine"  sine"  sine?" 


(A') 


Si  l'on  introduit  au  moyen  des  relations  (2)  dans 
(A')  les  a',  b\  c' ,  d'  au  lieu  des  rt,  ^,  c,  d,  en  remarquant 
qu'il  en  résulte  un  changement  de  signe  pour  sine", 
sine",  sin^",  il  viendra 


(A") 


cosa'  cosè'  cosc'  cosd' —  sina'  sin 6'  sin  c'  sind' 
=  cosa"  cosb"  cosc"  cosd" ■+-  sina"  sine"  sine"  sine?". 


Nous  pouvons  écrire  symboliquement  ces  trois  formules 

(A)  n(cosa)  -T-  n(sina)  —  Il(cosa')  -f-  n(sina'), 
(A')  Il(cosa)  —  n(sina)  =  n(cosa")  —  OCsina"), 
(A")         n(cosa')—  n(sina')=  n(cosa") -f- n(sina"). 

III.   Formons  maintenant  les  sommes 

(A) -(A') -(A")     et     (A)  +  (A')-(A"), 
il  viendra,  après  réduction  et  transposition, 

(B)  Il  (sin  a)  =  —  Il  (sin  a' )  -i-  Il  (  sin  a"  j, 
(G)  n(cosa)  = -h  n(cosa')— II(sina"), 

qui  se  développent  ainsi 

sin  a  sin  b  sin  c  sin  d 


(B)  ,  .      ,    .         .         .  ..... 

(        =  sina' sin  6' sine' sine?' -I- sina"  sin  6"  si  ne"  sine?  , 

\  cos  a  cos  b  cos  c  cos  d 

(       =:  cosa'  cos 6'  cosc'  cosd' —  sina"  sin  b"  sin  c"  sine?". 


IV.  Reprenons  les  formules  (a)  et  ([3);   élevons-Jes 
au  carré  et  retranchons-les,  en  observant  que 

cos- a  cos^ô  =  I  —  sin- a  —  sin-b  -+■  sin- a  sin^è. 


(  Ï09  ) 
Il  viendra,  en  réduisant  à  l'aide  de  (B)  et  (C), 



=  sin2a  -f-sin'^è'+sin^c'-t-sin^c^' — ^  s\na"  sinb" sine" sind" 

ou 

(D)  S(sin2a)=  2(sin2a')  —  4n(sina"). 

De  même,  ajoutant  (a)  et  (l^'),  préalablement  élevées  au 
carré,  il  vient 

2[n(cosa)  —  n(sin  a)] 

=  2(cos2a' cos2  j3'-f- cos^c' COS^ûJ') 

—  (cos^acos^è  -l-cos^c  cos^d-h  sin^  a  s\n^  b  -^  sin"^  c  sin^ d). 

Faisant  de  même  pour  (a')  et  (  j3),  on  a 

2[n(cosa)  —  Il(sina)] 

=  —  2(sin2a'  sin2  j3'-f-  sin^c'  sin^c^') 

-+-  (cos^acos^è-t-  cos-  c  cos-  d -i-  sin-  a  sin^  b  -^  sin^  c  s'm^  d); 

puis,  additionnant,    il    vient,    en    tenant    compte    de 
cos^  jc  =  I  —  sin-x. 

(E)  n(cosa)  — II(sina)=  i  —  ^(sin^  a'-{- s'in-b'-^sm^c'-hsin^d') 
ou 

(   cos«  cosè  cosc  cosd  - —  sina  sine  sine  sind 
(E)  ,     .        ,        . 

(        =1  —  -kls'in^a  -+-  sin^b'  -+-  sin^c'-l-  sin^d'. 
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(    l'o   ) 

Les  Éléments  de  Mécanique  renferment  deux  séries  de 
questions  proposées  aux  élève?5  :  des  Exercices  placés  à  la  suite 
de  chaque  Chapitre,  et  un  recueil  de  Problèmes  (\m  terminent 
le  Livre. 

Les  exercices  présentent  les  développements  de  la  théorie  ex- 
posée dans  le  cours,  ou  des  questions  intéressantes  qui  auraient 
par  trop  surchargé  le  Livre  de  l'élève.  Il  est  bon  de  les  proposer 
aux  élèves  intelligents  et  chercheurs  pour  lesquels  le  travail 
courant  de  la  classe  ne  peut  suffire. 

La  plupart  des  problèmes  ont  été  donnés  aux  examens.  Quel- 
ques-uns ne  sont  que  des  applications  numériques  des  for- 
mules; ils  ont  pour  objet  de  familiariser  les  élèves  avec  ces 
formules,  de  leur  en  faire  saisir  l'utilité  pratique  et  de  les  ha- 
bituer au  calcul  des  effets  mécaniques. 

Beaucoup  de  questions  donnent  lieu  à  d'excellents  exercices 
d'Algèbre  et  de  Trigonométrie  ;  elles  remplaceraient  avantageu- 
sement les  calculs  abstraits,  qui,  eu  général,  offrent  peu  d'inté- 
rêt aux  élèves. 

Les  questions  de  Dynamique  ont  été  multipliées  à  dessein  : 
de  nombreux  problèmes  sur  les  masses,  les  accélérations  don- 
nent aux  élèves  des  idées  justes  sur  les  forces  et  sur  leurs 
effets. 

Les  Problèmes  de  Mécanique  donnent  les  solutions  de  tous 
les  problèmes  proposés  dans  le  livre  des  Éléments;  ils  en  ren- 
ferment en  outre  quelques  autres  qui  paraissent  devoir  inté- 
resser le  lecteur,  tant  par  leur  nouveauté  que  par  leur  origi- 
nalité. Un  très  grand  nombre  des  e-Tez-cices  de  Cinématique  et 
de  Dynamique  y  sont  résolus;  tous  les  exercices  des  résistances 
passives  sont  étudiés  dans  les  questions  de  frottement.  Un 
tableau  de  correspondance  placé  en  tête  du  Volume  facilite  les 
recherches. 

La  iMécanique  prend  une  place  de  plus  en  plus  large  dans  les 
études;  les  progrès  de  l'enseignement  technique  retendent  en- 
core; de  nombreux  traités  en  exposent  les  principes,  mais  il 
manquait  un  recueil  de  problèmes  de  Mécanique  élémentaire: 
c'est  cette  lacune  que  les  auteurs  ont  essayé  de  combler. 

AllPF.IvTAGE,     LEVÉ     DES     PLAWS     ET     ]N  l  VELLEMEHT  ^     J)ar 

F.  I.  C.  Grand  iii-i8,  avec  liguros  dans  le  texte;  9/  édit. 
Paris,  Poiissielgue  Irères;  i<SSi, 


(    m    ) 

La  deuxième  édition  de  cet  Ouvrage  comprend  trois  Traités  : 
V Arpentage,  le  Levé  des  plans  el  le  Ni%'ellement. 

L'auteur  a  suivi  le  programme  des  conducteurs  des  ponts  et 
chaussées,  mais  en  écartant  les  questions  trop  spéciales,  telles 
que  les  formules  pour  le  mouvement  des  terres,  l'emploi  des 
matériaux  et  l'exécution  des  œuvres  d'art. 

Les  instruments  ont  été  dessinés  d'après  nature,  et  l'auteur 
a  indiqué  avec  soin  la  manière  de  les  vérifier  et  de  les  em- 
ployer. 

Les  exemples  donnés,  loin  d'être  ima^jinés  pour  les  besoins 
de  la  rédaction,  se  sont  réellement  présentés  dans  l'exécution 
des  travaux. 

L'Ouvrage  actuel  est  donc  réellement  un  ouvrage  de  prati- 
cien; il  est  rempli  de  renseignements  et  contraste  avec  le  vide 
de  bon  nombre  d'ouvrages  similaires. 

Récbéations  mathématiques;  pa.r  ISï.  JE  douar  d  Lucas. 
Deux  vol.  petit  in-8",  caractères  elzévirs,  titres  en  deux 
couleurs,  avec  figures  clans  le  texte.  Prix  :  i  5'"'  sur  vé- 
lin,  2/i*^'' sui' liollande.  Paris,  Gaulliier-Villars;  i883. 

Tome  I  :  Les  traversées.  —  Les  ponts.  —  Les  labyrinthes. 
—  Les  reines.  —  Le  solitaire.  —  La  numération.  —  Le  bague- 
naudier.  —  Le  taquin. 

Tome  II  :  Qui  perd  gagne.  —  Les  dominos.  —  Les  marelles. 
-  Le  parquet.  — ■  Le  casse-tête.  —  Les  jeux  de  demoiselles.  — 
Le  jeu  icosien  d'Hamillon. 


PIBLICATIOXS  RECETTES. 


Éléments  de  GÉOMÉTraE,  comprenant  les  notions  sur 
les  couibes  usuelles  et  de  nombreux  exercices:  par/''. 
J.  C.  Grand  in-i8,  avec  figures  dans  le  texte-,  4*"  ^^^i'^- 
Pai'is.  Poussielgue  frères  •,  1881. 

Klémejnts  de  Géométhie  DESciuPTivE,  avcc  400  exer- 
cices; \YAV  F.  1.  C.  Grand  iu-i8,  avec  figures  dans  le 
texte;  1^  édition.  Paris.  Poussielgue  frères;  1882. 

JivTnoDucTiON  A  LA   iHÉoRiK  DE  L'F.^E^.^.lE;  pai-  M.  E, 


(  II.  ) 

Jouffret^  chef  d'escadrons  d'ai-tillei  ic  Petit  in-8,  avec 
ligures  dans  le  texte.  Prix  :  3'',5o.  Paris,  Gauthier-Vil- 
lars^  i883. 

Cours  d'Analyse  de  l'Ecole  Polytechnique  5  par 
M.  C.  Jordan,  membre  de  l'Institut.  Tome  II,  com- 
prenant les  Intégrales  définies  et  indéfinies .  In-8,  avec 
figures  dans  le  texte.  Prix  :  12  fr.  Paris,  Gauthier-Vil- 
lars^  i883. 

Cours  de  Géométrie  élémentaire,  à  l'usage  des  élèves 
de  Mathématiques  élémentaires,  avec  des  compléments 
destinés  aux  élèves  de  Mathématiques  spéciales^  par 
M.  67?.  Vacquant,  inspecteur  général  de  l'Instruction 
publique.  P^  Partie,  Géométrie  plane ,  avec  870  ligures 
dans  le  texte.  In-8.  Paris,  G.  Masson;  i884- 

Annuaire  pour  l'an  1884,  publié  par  le  Bureau  des 
Longitudes,  contenant  les  jNotices  suivantes  :  Sur  les 
grands  fléaux  de  la  nature  :  famines,  inondations  et 
déluges,  volcans,  tremblements  de  terre,  tempêtes, 
trombes  et  lornados,  par  M.  Faye,  membre  del'Institut; 
Mission  en  Océanie  pour  l'obser^'ation  de  V éclipse  to- 
tale de  Soleil  du  ô"  mai  i883,  par  M.  Janssen,  membre 
de  l'Institut.  In- 18,  de  910  pages,  avec  ligures  dans  le 
texte  et  planche  photoglvptique  de  l'éclipsé  totale  de 
Soleil.  Prix  :  i*^^,  5o.  Paris,  Gauthier-Villars;  1884. 


ERRATUM  AIX  TARLES  DE  LOGARITHMES  DE  SCHRO\. 


Introduction,    page    xiv,    colonne   des    logarithmes    [j]^,   ligne 
au  lieu  de 

1,29309862, 
lisez  ~  ~ 

1,29809862. 

Cette  faute  a  été  signalée  par  M.  Colomb. 


(  I''^  ) 


SUR  L'APPROXniATIO^  DES  RACIMS  DES  EQUATIONS 
ALGÉBRIOUES; 

Pau  m.  LAGUERRE. 


1 .   Étant  donnée  une  équation  algébrique  à  coefficients 

réels 

/(.r)  =  o, 

désignons  par  A  un  nombre  réel  arbitraire,  et  posons 

F[x)  est  un  polynôme  entier,  et  l'on  voit  que  l'équation 
J{x)  =  o  peut  se  mettre  sous  la  forme 


(i)  x  =  l  — 


F{x) 


Supposons  que  nous  fassions  varier  x  dans  l'intervalle 
compris  entre  deux  nombres  a  et  jj,  le  polynôme  F(x) 
prendra  toutes  les  valeurs  possibles  comprises  entre  deux 
nombres  M  et  j\,  en  sorte  c[ue  le  second  membre  de  l'éga- 
lité (i)  variera  dans  un  intervalle  déterminé  AB;  cet  in- 
tervalle renfermant  l'infini,  si  iNl  et  N  sont  de  signes  con- 
traires. 

Si  les  intervalles  a[3  et  MN  n'ont  aucune  partie  com- 
mune, il  est  clair  que  l'équation  (i)  n'a  aucune  racine 
comprise  entre  les  nombres  a  et  ,3  5  si  l'intervalle  ajj  est 
entièrement  compris  dans  l'intervalle  M^ ,  nous  ne 
pourrons  tirer  aucune  conclusion  5  mais,  s'ils  ont  seule- 
ment une  partie  commune,  les  racines  de  l'équation  qui 
sont  comprises  entre  a  et  [i  seront  nécessairement  com- 
prises dans  cette  partie  commune  et,  par  conséquent, 
resserrées  dans  des  limites  plus  étroites. 

.-///«.  Jf    Mathémat.,  Z'  série,  t.  III.  (Mars  1884.)  8 


(  1^4  ) 

Celle  remarque  très  simple  peut  souvent  être  utile 
pour  la  séparation  (ît  pour  l'approximation  des  racines-, 
en  voici  une  application. 

2.  Soit 

f{x)  =  a^x'^-T-  aja?"-'  -f-. .  .-I-  Un-iX  -+-  a„, 
où  nous  supposons  «o  positif^  on  a,  comme  on  le  sait, 

où 

/o=«o,     /i=/o>^ +  «1, 

Choisissons  le  nombre  positif).,  de  telle  sorte  que  tous 
les  nombres /o,/") ,  ...,y«_)  soient  également  positifs; 
on  voit  que  F(j:)  sera  non  seulement  positif,  mais  en- 
core croissant  pour  toute  valeur  positive  de  x. 

Cela  posé,  je  dislinguerai  deux  cas  suivant  que  /(  a) 
est  négative  ou  positive. 

3.  Premier  cas  :  f[\)  <^o.  —  L'équation  a  néces- 
sairement une  racine  supérieure  à  A;  je  dis  qu'elle  a  une 
seule  racine  positive.  Faisons  croître  en  effet  x  depuis 
zéro  jusqu'à  +  oo  :  le  premier  membre  de  l'égalité  (i)  va 
constamment  en  croissant,  le  second  membre  va  con- 
stamment en  décroissant,  puisque  y  ().)  est  <^  o,  et  que 
la  valeur  positivede  F(x)  va  constamment  en  croissant; 
les  deux  membres  ne  peuvent  donc  être  égaux  que  pour 
une  seule  valeur  de  x. 

Soit  a  un  nombre  positif  cjuelconque,  tel  C[ue  l'on  ait 
/"(  a)  <^  o  ;  si  l'on  fait  varier  x  depuis  a  jusqu'à  +  oo  ,  on 
voit  que  le  second  membre  de  l'égalité  (i)  varie  de  h  à 

k —  rh\''>  ^^  ^"  résulte  que  la  racine  positive  de  l'équa- 


(  I'5  ) 

lion  donnée  est  inférieure  à 

)       /(À)    _^      /(g). 
'        F(a)  F(a)' 

cette  racine  est  donc  comprise  entre  a  et  a  —  ^n — ^^  • 

^  F(aj 

En  particulier,  si  l'on  fait  a  =  ).,  on  voit  que  le  noni- 

I      -        fC^^)  1-    •  '  •  1  -1 

bre  /. —  \Tr^-.  est  une  limite  supérieure  des  racines  de 

y  (A)  i 

l'équation. 

4.  Soit  maintenant  a  un  nombre  positif,  tel  que  l'on 
aity  (a)  >>  ()  :  si  l'on  fait  varier  x  depuis  a  jusqu'à  H-  gc  , 
on  voit  que  le  second  membre  de  l'égalité  (i)  varie  de  A  à 

)>  —  A  •„       ?  et  il  en  résulte,  comme  précédemment,  nue 

la  racine  est  inférieure  à 

/n;)_      ./Y  g) 

'       F(a)       ^       F(g)' 

valeur  plus  approchée  que  la  précédente,   puisque  f{y-) 
est  positif. 

5.  Deuxième  cas  :  fÇt-)  !>  o  (  '  ).  —  Soit  a  un  nombre 
positif,  tel  que  l'on  aity(y.)  <<  o,  auquel  cas  il  y  a  cer- 
tainement une  racine  qui  est  plus  grande  que  a. 

Si  l'on  fait  varier  x  depuis  a  jusqu'à  -h  ce  ,  on  voit  que 
le  second  membre  de  l'égalité  (i)  varie  de  a  à 


F(a)  F(a/ 

cette  dernière  quantité  est  plus  grande  que  a,  mais  plus 
petite  que  \\    il   en    résulte  que  toutes  les  racines  de 


(  ')  C'est  le  cas  le  plus  général,  et  l'on  peut  toujours  déterminer  un 
nombre  positif  >>  satisfaisant  à  celte  inégalité;  on  devra  le  choisir  le 
plus  petit  possible. 


(   ii6-  ) 
réquatiou  qui  sont  plus  grandes  que  a   sont  comprises 

f(  et  \ 

entre  a  —  p;-—  et  'k. 
F(a) 

Ainsi  la  formule 

^^^  ^-"^       F(a)-    ^        F(a)  f^a)-J\A) 

donne  une  valeur  de  la  racine  immédiatement  supérieure 
à  a,  valeur  plus  approchée  que  a  et  comme  celle-ci  infé- 
rieure à  la  racine. 

En  prenant  pour  point  de  départ  p,  on  obtiendrait 
ainsi  une  suite  de  valeurs  croissantes  et  approchant  in- 
définiment de  la  racine  cherchée. 

6.  Soit  a  un  nombre  positif,  tel  que  l'on  ahf[y.)  >  o. 
Si  Ton  fait  varier  x  depuis  zéro  jusqu'à  a,   le  second 

membre  de  l'éealité  (i)  varie  de  X  —  7^7—;  à 


l 


F(a)  F(a)^ 


cette  dernière  quantité  est  plus  petite  que  a,  mais  plus 

grande  que  a_-j^. 

Donc  toutes  les  racines  positives  de  l'équation  qui 
sont  inférieures  à  a  sont  comprises  (s'il  en  existe)  entre 

1^(0;         t{%) 

Ainsi  la  formule  (2)  donne  une  valeur  de  la  racine 
immédiatement  inférieure  à  a,  valeur  plus  approchée  que 
a  et,  comme  celle-ci,  supérieure  à  la  racine. 

7.   D'où  la  proposition  suivante  : 

Etant  pris  le  nombre  positif  arbitraire  ao,  formons  la 
suite  des  nombr(.'s  an,  a,,  y..,^  ...,  d  après  la  loi  de  récur- 
rence suivante  : 

/■(  X  » 


(    i'7  ) 
si  J'{^-o)   est   ■<  o,   la  suite  des  nombres  ao,  a,,  a^,  .  .  . 
converge  vers  la  valeur  de  la  racine  qui  est  immédiate- 
ment supérieure  à  a^. 

Si  f[^o)  tîst  >  o  et  si  l'équation  a  une  ou  plusieurs 
racines  positives  inférieures  à  ao,  la  même  suite  converge 
vers  la  valeur  de  la  racine  immédiatement  inférieure 
à  ao. 

Si,  dans  le  même  cas,  l'équation  n'a  pas  de  racine  po- 
sitive inférieure  à  ao,  un  des  termes  de  la  suite  est  né- 
gatif. 

A  désigne  ici  un  nombre  positif  quelconque  rendant 
positives  toutes  les  fonctions 

8.  La  proposition  contenue  dans  le  n°  G  s'applique 
évidemment  au  cas  où  a  =  }.^  on  voit  ainsi  f|ue 

.        /(À) 

est  une  limite  supérieure  des  racines  de  l'équation. 

En  comparant  ce  résultat  avec  celui  que  j'ai  obtenu 
plus  liaut  (n"3),  on  peut  énoncer  la  proposition  sui- 
vante : 

Si  A  est  un  nombre  positif  qui  rend  positives  toutes 
les  fonctions 

./o)  ./1>  .Ai     •  •  ■  )   Jri-\i 

le  nondjre 

'     /(À) 

est  une  limite  supérieure  des  racines  de  l'équation. 

La  juétliode  qui  résulte  de  ce  théorème  est  d'une 
application  plus  facile  que  celle  de  Newton  et  donne 
souvent  une  limite  plus  rapprochée^  je  ferai  remarquer 


(   'i8  ) 

toutefois  que  si  le  nombre  A  —  •  ,  .,     était  négatif,  on  de- 
vrait le  remplacer  par  zéro. 

La  mélhode  de  Newton  est  donc  toujours  plus  avan- 
tageuse toutes  les  fois  qu'elle  conduit  à  une  limite  né- 
gative. 


SIR  l^E  QUESTION  DE  PROBABILITE; 

Par  m.  Emile  LEMOINE, 

Ancien  élève  de  l'École  Polytechnique. 


Soit  un  tjiangle  ABC  ;  par  un  point.  O,  pris  au  hasard 
à  l'intérieur  de  ABC,  on  mène  une  parallèle  à 

BG  qui  coupe  AC    en    A^.    et    AB    en    \i„ 
GA  »  BA    en    B^    et    BG    en    B^, 

AB  «  GB    en    G/,    et    GA    en    G^. 

Quelle  est  la  probabilité  que  l'on  puisse  former  : 
1°  Un  triangle: 

2"    Un   triangle   acutangle,    avec    les  trois  droites 
OAe,  0B«,  OC/,. 

Désignons  OC/,  par  ç,  OA^  par  r, ,  OB^  par  "C,. 
Pour  que  l'on  puisse  former  un  triangle  avec  ces  trois 
droites,  il  faut  que  l'on  ait 

désignons  par  r  et}  les  coordonnées  de  O,  CB  étant  pris 
pour  axe  des  .?-,  CA  pour  axe  des  y,  il  est  facile  de  voir 


(    i'9  ) 

que  l'on  a 

cy 
^  =  T' 

n  =  ^, 

^        ab  —  bx  —  av 

^  ^  â  '~' 

Si  l'on  considère  :  i°  le  lieu  des  points  pour  lesquels 
on  a 

;  =  r,  H-  C, 

on  trouve  la  droite 

cy  ab  —  bx  —  av 

-^  =  x-\ : -; 

b  a 

3"  le  lieu  des  points  pour  lesquels  on  a 

on  trouve  la  droite 

cy        ab  —  bx  —  ay 
b  ai 

3°  le  lieu  des  points  pour  lesquels  on  a 

on  trouve  la  droite 

ab  —  bx  —  ay  cy 

a  b 

ou 


(») 


X 

-\- 

r 

ab 

62 

b  —  a 

c  -\-  b 

X 

+ 

y 

ab 

b-i 

a-\-  b 

b  —  c 

X 

- 

y 

ab 

b-^ 

(3)         .  —^^--^=1; 


a  -^  b  b  -i-  c 

(■a)  et  (3)  se  coupent  sur  CB  en  x\',  cl  l'on  a 


a  -+-  b  a  -\-  b' 


(    '^o    ) 
(i)  et  (3)  se  coupent  sur  CA  en  \V.  et  l'on  a 


GB'=^,      B'A  ^' 


i)  et  (2)  se  coupent  sur  AB  en  C,  et  l'on  a 


BG'=-^^,      C'A  = 


Remarquons  en  passant  que  les  trois  droites  A  A',  BB'. 
ce  se  coupent  en  un  niènie  point  O'  dont  les  coordonnées 
sont 

abc 

cr  := ^ 

ab  -7-  cb  -\-  ac 
ab- 
^   ~  ab  ^  cb  -r-  ac' 

pour  ce  point  O',  on  a 

c'est  le  point  étudié  par  M.  Jérabek  (voir  Matliesis, 
x"*^  année,  p.  191)- 

Les  trois  lieux  dérivés  des  égalités 

ï=T-4-!r.      r='-f-!^        ''  =  7-;-; 

forment  donc  par  leurs  intersections  le  triangle  A'B'C 
inscrit  dans  ABC  et,  comme  cliacun  d'eux,  ^  =  y,  +  ^ 
par  exemple,  sépare  les  points  du  plan  pour  lesquels  ou  a 

;  >  -^^  +  !; 

de  ceux  pour  lesquels  on  a 

il   est  évident  que,   pour  tous  les   points  intérieurs  au 

triangle  A'B'C,  on  a 

;  <  -^^  -  l, 


(  ^-^  ) 

c  est-à-dire   que  pour   ces   points   ou   peut  lormer    lui 
triangle  avec  ^,  r,,^,  et  la  probabilité  cherchée  sera 

aire  A'B'C 
aire  ABC 
ou 

S  —  C  A'  B'  —  B  A'  G'  -  A  B'  C 

mais 

AB'C'=S 


(c  —  b )[c  -i- 

a) 

a- 

(a-^  c){a- 

-b) 

h'- 

G  A'  B'  ^  .,  , j—, ,    , 

(a-+-6)(c-f-  b)' 


donc  la  probabilité  est 

5>,  abc 


(  b  ^  c ){a  -T-  c ){a  -r-  b ) 

Si  l'on  s'était  proposé  de  trouver  la  probabilité  pour 
que  l'on  puisse  former  un  triangle  avec  OB^.,  0C„,  OA^, 
on  aurait  trouvé  le  même  résultat  et  l'on  aurait  eu  à  con- 
sidérer un  triangle  A,  B,  C|  inscrit  dans  ABC  et  tel  que 
les  droites  AA, ,  BB, ,  CC,  se  coupent  au  second  point  étu- 
dié par  M.  Jérabek  (voir  loc.  cit.). 

Voici  une  autre  solution  de  la  même  question. 

11  est  facile  d'établir  que,  pour  tout  point  du  triangle 
ABC,  on  a  entre  les  droites  ;,"^o^  ^^  relation 
(i)  ab^-^  bcr^ -+- acZ,  — abc. 

Cela  posé,  considérons  trois  axes  rectangulaires  0;,  Or,, 
O^^  le  plan  dont  l'équation  est  représentée  par  (i)  cou- 
pera O;  en  Ao,  Or,  en  Bo,  O^  en  Co,  et  l'on  aura 
OA2  =  c,     OC,  =  b,     OB2  =  a. 

Les  trois  plans 


se  couperont  deux  à  deux  en  A'^  sur  B^Co,  IV^  sur  AoCj, 
C,  sur  AoBj,  tels  que 

OA',  est  la  bissectrice  de  C2OB2, 
OB',  >-  A2OG2, 

OC,  »  8,0  A,, 

et;,  pour  tous  les  points  situés  à  l'intérieur  de  A\  B'j  C, ,  on 
aura 

■>      '1         •         -5- 

^<  ;--v 

Or,  comme  à  un  point  de  Tiatérieur  du  triangle  donné 
ABC  donnant  les  droites  i,r,  ,^  correspond  un  seul  point 
de  l'intérieur  de  AoBoCo  ayant  pour  coordonnées  i,r,,J^ 
et  réciproquement,  la  probabilité  chercliée  sera  évidem- 
ment 

aire  A,  B',  C, 

aireA2B2G2 

il  est  inutile  de  développer  les  calculs. 

Remarque.  —  On  peut  prendre  ç,  r,,  Z  avec  la  relation 

ab^-r-  bcr,  -f-  «c^  =  abc, 

ou  ç,  ,r, , ,  J^i ,  avec  la  relation 

ac^i-:-bar,i  -i-c6^,  —abc. 

pour  coordonnées  d'un  point  du  plan  du  triangle  ABC; 
comme  de  plus  on  a 


cj 


Cl  =7, 


b 
ab  —  bx  —  a  y        ^         ab  —  bx  —  av 


-A  — 


(     123     ) 

il  en  résulte  que  toute  relation  entre  ç,Yo^  ^^^  iiT^m'Ci 
donne  une  relation  du  même  degré  entre  x  elj'. 
Ainsi  les  lieux  des  points  tels  que 

ç--4-r;-2-i-^2  =  const., 
tels  que 

'Ài  -f-'T^i  -^  ^  ^1  =  const., 
tels  que 

etc.,  sont  des  coniques;  tels  que 

;  -i-  r,  -^  ^  =  const.. 
;  +  r,  -;-  !^  -f-  ç,  4-  T,i  -4-  ^1  =  const., 

etc.,  sont  des  droites. 

Il  en  résulte  encore  que,  pour  tout  point  du  plan  de 
ABC, on  a 

Remarquons  aussi  que  l'on  retrouve  facilement  ainsi 
le  point  pour  lequel  les  six  points  A^.,  A^,  B^,  B^,  C^,  Ca 
sont  sur  une  même  circonférence,  point  que  nous  avons 
déuiontré  [y on-  Nouvelles  udnnales,  pi  365,  S**  ;  1870) 
être  le  centre  des  médianes  anti parallèles,  en  exprimant 
que  l'on  a 

on  trouve  que  cette  valeur  commune  est 

Citons  enfin  le  théorème  suivant  que  l'on  obtient  en 
cliercliant  le  point  pour  lequel  on  a 

Si  l'on  divise  chaque  côté  d' un  triangle  en  deux 
segments  proportionnels  aux  racines  carrées  des  côtés 
adjacents  et  que  l'on  joigne  ce  point  au  sommet  opposé. 


(  ^M  ) 

la  ligne  droite  ohlenue  passe  par  le  point  tel  tpie  le  pro- 
duit des  deux  distances  de  ce  point  à  un  côté,  distances 
comptées  parallèle?Jient  aux  deux  autres  côtés,  est  con- 
stant. 

Occupons-nous  de  la  seconde  partie  de  l'énoncé  :  pour 
que  le  triangle  formé  avec  ç,v",  ,!^  soit  rectangle,  il  faut 
(|ue  l'on  ait 

Ï2    ^^  r  2  _L-  ''2 

■s        ^   '(         '      ^    1 

■î'   ■--    ?■  "+"  '^i"- 

Considérons  l'équation 

-=   —  ■>   ^^  '{ 
ou,  en  coordonnées  trilinéaires, 

^  _^  ^"  -  II- 
b-         c-         a-  ' 

elle  représente  une  conique  qui  coupe  CB  en  A'  et  y  est 
tangente  à  la  droite  A  A',  qui  coupe  CA  en  B'  et  y  est 
tangente  à  la  droite  BB',  et  il  est  facile  Je  voir  qu'une 
même  brandie  de  courbe  (dans  le  cas  où  la  courbe  est  une 
hyperbole)  passe  en  A'  et  en  B'  :  cette  conicjue  sépare  les 
points  du  plan  pour  lesquels  on  a 

de  ceux  pour  lesquels  on  a 


On  verrait  de  môme  que  v,'  =  ^-  -f-  Ç-  représente  une  co- 
nique qui  coupe  CB  en  A',  BA  en  C  et  est  tangente  en  ces 
points  aux  droites  AA',  CC,  .  .  .,  de  sorte  qu'il  y  a  un 
triangle  curviligne  ayant  pour  sommets  A', B',C'  et  pour 
côtés  trois  arcs  de  coniques  tangentes  entre  elles  deux  à 
deux  eu  ces  sommets.  On  voit  que,  pour  tous  les  points 


(  «--5  ) 

situés  à  l'intérieur  de  ce  triangle  curviligne,  le  triangle 
formé  avec  les  droites  H,r,  ,î^  est  acutangle. 

La  surface  de  ce  triangle  curviligne  est  égale  à  la  sur- 
face du  triangle  rectiligne  A'  B'  C  diminuée  des  trois 
segments  compris  entre  les  côtés  de  xVB'C  elles  coniques 
dont  les  côtés  sont  des  cordes  :  elle  peut  donc  être  laci- 
lenient  calculée. 

Pour  résoudre  la  même  cjueslion  en  employant  la  se- 
conde solution,  on  remarquerait  que  les  ti'ois  cônes 

déterminent  sur  AoBoCo  un  triangle  curviligne  A j  B',  Cj 
dont  les  côtés,  intersections  des  cônes  avecle  plan  A2B2C2, 
sont  tangents  entre  eux  deux  à  deux  en  A'j,  B\,  Cj,  .... 

En  résumé  : 

i"  La  probabilité  de  pouvoir  former  un  triangle  avec 
?î 'Il  S  est 

aire  du  triangle  rectiligne  A' B'C 
aire  de  ABC 
_  aire  du  triangle  rectiligne  A',  B'^  C\ 
aire  de  AoB^Go 
■xabc 


~  (6-t-cj(a-f-c)(a-4-6)' 

2"  La  probabilité  d'avoir  un   triangle  acutangle  est 

aire  du  triangle  curviligne  A'B'C 
aire  de  ABC 
aire. du  triangle  curviligne  A\  B',  C\  _ 
aire  de  A2B2C2  ' 

3°  La  probabilité,  si  l'on  a  un  triangle,  qu'il  soit  acu- 
tangle est 

aire  du  triangle  curviligne  A'B'C 

aire  du  triangle  rectiligne  A'B'C 

aire  du  triangle  curviligne  A',  B'j  C, 
aire  du  triangle  rectiligne  A'[B',C,' 


(  '^^^<^  ) 

Lorsque  ABC  est  équilatéral,  on  trouve  pour  ces  trois 
probabilités  les  nombres 

7?      'og"  8  —  2  ==  o,o7944i5. .  • ,      4(l0o8  —  2)  =  0,9.97766.  .. , 

et  il  est  facile  de  voir  que,  dans  ce  cas  particulier,  le  pi'o- 
blèine  revient  au  problème  déjà  traité  (voir  Bulletin  de 
la  Société  mathématique,  1"^  année,  p.  39;  ii*^  année, 
p.  ,3): 

On  brise  une  havre  en  trois  morceaux,  quelle  est  la 
prohabilité  que  l'on  puisse^  avec  ces  trois  morceaux, 
former  ;  1"  un  triangle,  2"  un  triangle  acutangle. 


DISTANCE   DE   LA  TERRE   A  LA  Lll.\E: 

Pau  m.  C.  BERTRAND,  de  Grenoble. 


On  sait  que,  vers  le  milieu  duxviii*^  siècle,  les  deux  as- 
tronomes Lalande  et  La  Caille,  installés  à  Dantzig  et  au 
Cap  de  Bonne-Espérance,  parvinrent  à  déterminer  pour 
notre  satellite  une  parallaxe  horizontale  de  58'  et,  par 
suite,  une  distance  de  96'  000  lieues,  en  moyenne. 

JNous  nous  proposons  ici  de  suivre  une  méthode  in- 
'verse,  en  déterminant  d'abord  la  distance,  pour  en  dé- 
duire la  parallaxe. 

TnÉORiiME.  —  On  peut  déterminer  la  distance  TL  du 
centre  T  de  la  Terre  au  centre  L  de  la  Lune,  en  obser- 
vant celle-ci  d'une  seule  et  même  station  A  5  et,  par 
suite,  en  déduire  la  parallaxe  horizontale  AHT  de 
notre  satellite. 

En  elïèt,  soit  LL'Kla  trajectoire  apparente  diujneqne 


(   '27  ) 
la  Lune  paraît  décrire  par  suite  de  son  mouvement  propre 
combiné  avec  le  mouvement  diurne  de  la  sphère  étoilée. 
Soient  HH'l'Iiorizon  de  l'observateur  et  TZ  la  verticale 
de  sa  station;  et  admettons  qu'il  fonctionne  pendant  la 


pleine  lune,  une  première  fois  quand  la  Lune  est  en  L, 
une  heure  environ  après  le  lever  du  satellite,  puis  une 
seconde  fois  cinq  ou  six  heures  après,  quand  la  Lune  est 
en  L'. 

L'observation  lui  fournit  les  deux  distances  zénithales 
ZAL  =  3  et  ZAL'=  r',  ainsi  que  les  deux  diamètres  ap- 
parents de  la  Lune,  savoir  :  o  pour  L,  et  o'pour  L'.  Ajou- 
tons à  ces  quatre  données  le  rayon  déjà  connu  TA  de  la 
Terre,  savoir  /•  =  6366""". 

Appelons  a:  le  rayon  visuel  inconnu  AL,  et  y  le  rayon 
visuel  AL'^  ces  deux  inconnues  auxiliaires  vont  nous 
aider  à  calculer  l'inconnue  principale  TL  =  R  que  nous 
cherchons . 

Le  théorème  connu  des  diamètres  apparents  nous  four- 
nit d'abord 

or         o' 
Cl)  -  =  -  • 


(    '28  ) 
De  plus,  eu  appliquant  le  théorème  des  trois  carrés  au 
triangle  TAL,  on  obtient 

(2)  R- = /'--f- a;2-|- 2ra7  cos^î, 

et,  en  l'appliquant  au  triangle  TAL',  on  obtient  l'équa- 
tion 

(3)  R2  = /-^-i- •>'2_i_  2rj' cos  j'. 

Ce  système  de  trois  équations  aux  trois  inconnues  x,  y 
et  z  fera  connaître  R5  ce  qui  démontre  le  théorème  an- 
noncé. 

ScoLiE.  —  En  opérant  avec  des  instruments  conve- 
nables pendant  la  pleim^  lune,  on  peut  trouver  380000""" 
pour  la  distance  moyenne  cherchée,  et,  par  suite,  une 
parallaxe  horizontale  de  5j'3o",  avec  un  écart  d'environ 
3'  en  plus  et  en  moins;  ce  qui  suffit  dans  ce  genre  d'ob- 
servations astronomiques. 

SIR  LA  CO^DITIO\  POUR  QU  IN  POLYGOi\E  SOIT  IXSCRIT 
ET  CIRCONSCRÎT  A  DEUX  COMQUES; 

Par  m.  WEILI.. 


Je  me  propose  de  donner  une  solution  élémentaire  de 
ce  problème  célèbre,  qui  consiste  à  chercher  la  condi- 
tion pour  qu'il  existe  un  polygone  d'un  nombre  donné 
de  côtés,  qui  soit  inscrit  à  une  conique  donnée  et  cii-- 
conscrit  à  une  autre  conique  donnée;  on  sait  que,  dans 
ce  cas,  il  existe  vme  iniinité  de  polygones  de  ce  nombre 
de  côtés,  jouissant  de  la  même  propriété.  Je  considère 
les  polygones  du  système  qui  sont  infiniment  aplatis. 

Premier  cas.  —  Le  polygone  a  un  nombre  pair  de 
côtés. 
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Le  polygone  est  inscrit  dans  la  conique  U  el  circon- 
scrit à  la  conique  V,  ces  deux  coniques  ayant  respecti- 
vement pour  équations 

a,3  —  Y(Aa  +  B(3  +  Cy)  =  o, 
La,3  — Ky2==o. 

Au  point  A,  commun  aux  deux  coniques,  menons  à 
la  conique  \  la  tangente  qui  rencontre  la  conique  U  en 
un  second  point  C  ^  du  point  C  menons  à  la  conique  V 
la  seconde  tangente  qui  déterminera  sur  la  conique  U 
un  poi'it  D,  et  ainsi  de  suite.  Si,  après  p  opérations,  on 
arrive  à  un  point  B  commun  aux  deux  coniques,  il 
existera  un  polygone  infiniment  aplati,  de  ip  côtés, 
AC,  CD,  DE,  ... ,  LB,  BL,  .  .  . ,  DC,  GA,  qui  sera  in- 
scrit dans  la  conique  U  et  circonscrit  à  la  conique  ^  : 
donc,  en  exprimant  que  la  ligne  qui  part  du  point  A 
aboutit  au  point  B  après  p  opérations,  nous  aurons  écrit 
la  condition  cherchée  pour  un  polygone  de  ip  côtés. 
Cela  posé,  cherchons  l'équation  de  la  conique  à  laquelle 
sont  tangents  les  côtés  de  la  ligne  polygonale  qui  part 
du  point  A  pour  arriver  au  point  B,  en  passant  par  les 
points  de  contact  de  la  ligne  ACD  .  .  .  B  avec  la  co- 
nique V. 

En  appelant  /  un  paramètre,  un  point  de  la  conique  ^ 
est  à  l'intersection  des  deux  droites 

-'TV.     ?  =  f 
La  droite  qui  joint  deux  points  /,  /'  a  pour  équation 

La-T-KS//'— 2  Ky( /  —  /';=  o. 

En  identifiant  cette  équation  avec  celle  de  la  polaire 
d'un  point  (a',  [3',  v')  de  la   conique  Upar  rapport  à  la 
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(    '••o    ) 
conique  V,  on  a 

?  =  i ,     a  =  -  //  ,     Y  = 


Donc  la  relation  entre  /  et  /'  est 


(i)  —-rll'^  (  A-i-^/-f-B+ G- 

L  2       \       L 


Cette  relation  a  lieu  entre  les  paramètres  /  et  /'  de 
deux  points  consécutifs  de  la  ligJie  polygonale  dont 
nous  clierclions  l'enveloppe.  Cette  ligne,  qui  part  de  A 
pour  arriver  en  B,  a/?  sommets,  et  les  valeurs  du  para- 
mètre /,  qui  correspondent  à  ces  p  sommets,  sont 

On  a 

Il  =  O,      lp=  oc  . 

Dans  l'équation  (i),  faisons  /=  o,  nous  aurons  pour 
/'  deux  valeurs   :   l'une  o  qui  est  à  rejeter;  l'autre  est 

-  2B 

I2-  — — • 

Cherchons  l^.  Il  faut,  dans  l'équation  (i),  rempla- 
cer /'  par  la  valeur  que  nous  venons  de  trouver  pour  /o;  et 
l'équation  du  second  degré  en  /  donnera  /,  et  l^.  11  faut 
trouver  une  loi  de  récurrence.  Ecrivons  l'équation  (i) 
sous  la  forme 

M(/-^  r  f  -X-  Y> II' {l  -^  V )  +  Q_{1  ^  l')-hRll'  =  o 

ou  bien 

(3)Z2(M-i-P/'j  +  /[P/'2+  /'(2M  +  R)-4-Q]-f-M/'2-{-Q/'=o. 

Si  /'  représente  /s  dans  cette  équation,  les  deux  va- 
leurs de  /  seront  4  et  Z^,  et  l'on  aura 

/^/^(M  -^  P/3)  —  Î\H2  _  Q/3=  o, 


(A) 


(   '3»   ) 
Eliminons  II,  il  vient 

/4(M-^P/3)(M^P/2) 

-f-  M/2(  M  -^  P^a)  -^  (2M2-4-  RM  —  PQ)/3-^  MQ  =  o. 
Pour  que  la  ligne  polygonale  arrive  au  point  B,  il 
faut  que  l'on  ait 

c'est-à-dire  que  le  coefficient  de  /-  dans  l'équation  (3) 
soit  nul,  ou  enfin  que  l'on  ait 

M-^-  Plp-i  =  0. 
Ainsi,  pour  un  quadrilatère,  on  aura 
1^=  X  ,     d'où     C  =  o. 

Pour  un  hexagone  M-l-P/o^o,  d'où  MC  —  2BP=  o. 
Posons 

M-T-P/2=  H,, 
M  — P/,=  H,. 


La  relation  (4)  peut  s'écrire  alors 

HiHoH,^  H2S-^T  =  o, 

en  désignant  par  S  et  T  des  constantes.  On  aura,  en  gé- 
néral, 

H/j  H„_i-i  H„-i-2  -^  H„4-i  S  -T-  T  =  o . 

En  égalant  H„  à  zéro,  on  aura,  entre  ABCKL,  la  rela- 
tion chercLée correspondant  à  un  polygone  de  (2/14-4) 
côtés.  Reste  à  exprimer,  en  fonction  de  ces  données,  les 
quantités  S,  T,  Hj  et  Ho.  On  trouve 

_       C/ABK        C2        CK\ 


8  \     L  4         iLj 

C^L  — 4ABK 

4GL 
C2L^-4ABK  4ABK2 


4GL  L(G2L— 4ABK) 
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Les  calculs  précédents  supposent  connue  une  sécante 
commune  aux  deux  coniques  données  5  pour  exprimer 
la  même  condition  à  l'aide  des  invariants  0,6', ...,  il  suf- 
fit de  former  l'équation  en  \  des  deux  coniques  U  et  V, 
on  trouve 

(6)  A'L3— 6'L2-f-eL  — A  =0. 

Ayant  H„  =  o,  avec  les  notations  précédentes,  il  res- 
tera à  éliminerL  entre  l'équation  (6)  et  l'équation  H„  =0, 
après  qu'on  y  aura  remplacé  AB,  C,  K  en  fonction  de  L 
et  des  invariants. 

Si  I21  hi  Ift  sont  les  paramètres  de  trois  sommets  con- 
sécutifs de  la  ligne  polygonale  considérée,  on  a 

M  /2  H-  0  /, 


2'*-  M  +  P/3      ' 

P/|+(2M  +  R)/3 


M  +  P/3 

Or  la  droite  qui  joint  les  points  /o,  /^  a  pour  équation 

La  H-  [BK/j^i  —  2yK(/2+  h)  =  o. 

Si  l'on  remplace  dans  cette  équation  /o  /^  et  h  ■+-  li,  par 
leurs  valeurs  en  fonction  de  4,  on  aura  facilement 
l'équation  de  l'enveloppe  des  droites  qui  joignent  de 
deux  en  deux  les  sommets  de  notre  ligne  polygonale  ; 
cette  enveloppe  est  une  conique,  comme  on  le  sait.  On 
obtiendrait,  mais  par  des  calculs  de  plus  en  plus  com- 
pliqués, la  conique  enveloppe  des  droites  qui  joignent 
de  trois  en  trois,  de  quatre  en  quatre,  les  sommets  de  la 
ligne  polygonale. 

Deuxième  cas.  —  Le  polygone  a  un  nombre  impair 
de  côtés. 
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11   est  inscrit  dans  la   conique  U  et  circonscrit  à   la 
conique  V,  lesquelles  ont  pour  équations 

a3  — Y^:^  o,     (Aa-hBY)-  — 2;B(/?iY  —  a)  =^  o. 

Un  point  de  la  première  conique  sera  à  l'intersection 
des  deux  droites 

Au  point  A,  commun  aux  deux  coniques,  menons  à  la 
conique  V  la  tangente  qui  est 

/«Y  ^  a  =  o. 

Cette  tangente  rencontrera  la  conique  U  en  un 
point  t^.  De  ce  point,  menons  à  la  conique  V  une  tan- 
gente qui  déterminera  sur  la  conique  U  un  point  ^3,  et 
ainsi  de  suite.  Si  le  point  tp  ainsi  obtenu  se  trouve  au 
point  B  où  la  droite  y  rencontre  la  droite  [S  et  la  co- 
nique U,  c'est  que  l'on  pourra  inscrire  et  circonscrire 
aux  deux  coniques  un  polygone  inJiJiinient  aplati  de 
[ip  —  I )  côtés ^  on  aura 

fi  =  co  ,     tp  =  o. 

Par  un  point  f  de  la  conique  U,  menons  les  deux  tan- 
gentes à  la  conique  V,  la  corde  de  contact  aura  pour 
équation 

^j)  A(Aa-+-BY)  +  i3  _  ^^„^^  _  ^^^  _^_  g^^,^  _^  g.,^_  ^^^o  ^  ,-,^ 
Un  point  de  la  conique  V  est  à  l'intersection  des  droites 

o 
A  a  -f-  B  Y  =  2  X  (  /?i  Y  —  5t  ),     A  a  -!-  B  Y  =  ^  • 

L'équation  (1)  donne  alors  entre  t  et  A  la  relation 

(2)  X2(i  — m<) -h  X(A -f- B#) ^  —  o, 

'j. 

(3)  - +i(X2m_XB)— (XA  +  X2)  =  o. 


(  i34 
On  a 


tl  =   CO,         Xl=00,         t2=     — >  X2   = 

tp=  o. 

En  général,  on  a 


m  2  /n  (  A  /M  -4-  B  )  ' 

tp=o,      Ip—o,      ^p-i  =  —  A. 


f2 


2(1—  mt/c) 


1    _u>  -(A  +  B/,.) 

^^-^^^-^=        ,-mt,      ' 

En  éliminant  ^a,  il  vient,  en  posant  A//^  -f-  B  =:  C, 

(Xa-i+  X;t  -t- A.)2-+-  2BCA/-X/i._i—  2mGXA..X;t-l(^A+^Xr-l)  =  O, 
(lie  +  ^A-+l  -f-  A  )2  -H  .  .  .  =  O, 
X;t_l+  X/tH-  X;t-1-1-  A 

—  2wGX;[:(^/t-l-+-  ^>t+  ^>i;-l)+  A;t(H-  2BG)  =  O. 

Posons 

^k  =  H^  -+-  — — p  > 
il  vient 

Ha-  -4-  H/,+1  ■+•  H;t+2  -f-  fj 1-  p  =  o. 

Cette  formule  de  récurrence  est  la  même  que  dans  le 
cas  des  polygones  d'un  nombre  pair  de  côtés.  En  etï'et^ 
dans  ce  cas,  nous  avons  trouvé 

H/t  H„+i  H„+2  +  SH„+i  -f-  T  =  o  ; 
on  en  déduit 

H«+i  Hn+i  H/j-(_3  -+-  SH„+2  +1^=0, 
d'où 

H« —  H,j-f3  =  b  (  7j Tj 

par  suite 

Hj-i-Hs-t-  H4  — (H„+,-t-H„+2+  H«4-3)  =  s/ j|-  —  îj^j- 
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ou  enfin 

H„+i  +  H„+2  -+-  H„+3  -^  g — -^  "^  (  H ^-~  ^^^~  ^^'  )  ^  "' 

ce  qui  démontre  l'identité  des  deux  formules  de  récur- 
rence. 

Revenons  aux  polygones  d'un  nombre  impair  de  côtés. 

La  condition  pour  un  polygone  de  [2p  —  i)  côtés 
s'exprimera  par  A^  =  o,  c'est-à-dire  par 

H, 


^  ~    2  m  (  A  7«  -r-  B  ) 

Les  constantes  a  et  |j  ont  pour  valeurs 

_     I  — 2(A7n-T-  B)2         ^  _  i  —  B(Am  —  B) 

Ho  =  o, 


—H.  = 


[  i-H  2  m  (A  m -4- B)]2-^  I -I- 2 /n  A  (A  m -f- B) -4- 2  (A  m  +  B)2 
iniiA  m-r-  B)[i  —  2/n  A(A/?i-f-  B)+  2(Am  ^-  B)"-J 

[i-4-2m(Am-^  B)]2 
A3  =  • 


Pour  un  triangle,  le  système  des  deux  coniques  est 

a3  — 72=0,     (Aa  +  BY)2— 2^Y  =  o. 

Pour  un  pentagone, 

o         ,  /  »  I  -+-  2  Am2\2 

ai  —  72  =  o,      (  Aa  —  Y  —  2  j( /nv  —  a  )  =  o. 

\  '9  /??,         /  11 


Pour  un  quadrilatère,  en  revenant  au  premier  cas, 
on  trouve  que  le  système  des  coniques  U  et  V  est  repré- 
senté par 

a3  — Y(Aa—  ?,'i)  =  o, 

La3  — K-^^o. 
Pour  un  hexagone,  le  système  est 

\\B7l'1,  —  G2v-=  o. 
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Pour  uu  octogone,  le  système  est 

a^  —  Y(Aa-^  B  p -+- Cv)  =  o. 
4(v/A2B2  +  ABC)aj3—  C^y^  =  o. 

On  obtient  les  cas  particuliers  en  donnant,  dans  les 
formules  précédentes,  des  valeurs  particulières  aux  coef- 
ficients ainsi  qu'aux  fonctions  linéaires  a,  [j,  y 


SLR  LE  CERCLE  Qll  A  POIR  DIAMETRE  L\E  CORDE 
D'l\E  COMOtE  A  CEXTRE; 

Pak  m.  WEILL. 


Théorème.   —   Etant  donnée   une  conique   dont   le 

centre  est  en  O,   si  Von  décrit,   sur  uTie  corde  AB  de 

cette  conique,  comme  diamètre,  un  cercle  qui  rencontre 

la  conique  en  deux  autres  points  C  et  D,  le  rapport  des 

distances  du  point  O  aux  deux  points  P  eî  Q  oii  les 

deux  droites  AB  et  CD  rencontrent  le  grand  axe  reste 

j   ,  a-  —  6- 
constant  et  esraL  a j-  • 

^  a-  -{-  o- 

L'équation  d'un  cercle  passant  par  les  points  de  ren- 
contre de  l'ellipse  et  de  deux  droites  peut  s'écrire 

-f-  lipx  -^  qy  -+■  k){px  ~  qy  -^  k  )  —  o, 

avec  la  condition 

6'^  -i-  ip-  =  a-  —  iq"^. 

Ecrivons  que  le  centre  du  cercle  est  sur  la  première 
droite,  les  trois  équations 

px-^qy  -^  k=  o. 

a'^py  —  b-q  X  =  n, 

h- X  -h  p ( p  r  -^  qy  -^  /.'  )  =  o 


(   '3;   ) 
seront  satisfaites  simultanément,  et  l'élimiiiationde  x  et 
Y  donne 

!L  _  a^  —  b^- 

k'        a-  -T-  b- 

Le  tliëorème  est  démontré. 

Si  la  conique  donnée  est  une  hyperbole  équilatère,  on 
voit  que  la  corde  CD  passe  par  le  centre,  propriété  bien 
connue. 

Supposons  que  la  corde  AB  varie  en  enveloppant  une 
certaine  courbe,  la  corde  CD  enveloppera  une  courbe 
semblable  et  qui  sera  symétrique  d'une  courbe  liomo- 
tliétique  à  1  enveloppe  de  AB.  Désignons  par  /  et  m  les 
distances  du  point  O  aux  points  L,  M,  où  la  droite  AB 
rencontre  les  axes  de  la  conique  donnée.  Les  équations 
de  AB  et  CD  seront 


X 

,  y 

l 

m 

X 

y 

l 

m 

H  =  o. 

m 

H  étant  une  constante. 

Si  l'équation  tangentielle  de  l'enveloppe  de  AB  est 

/(/,  m)  =  o, 

le  lieu  du  point  S  de  rencontre  de  AB  et  CD  aura  pour 
équation 


/ 


H 


TiJ 


On  a  ainsi  une  relation  très  simple  entre  l'enveloppe 
de  AB  et  le  lieu  de  S,  et  l'on  peut  passer  immédiatement 
de  l'une  des  courbes  à  l'autre.  On  peut  examiner  des 
cas  particuliers  intéressants,  tels  que  celui  où  AB  passe 
par  un  point  iixe,  et  celui  où  AB  enveloppe  une  conique. 

On  peut  déduire  facilement  du  lieu  décrit  par  le  point 
S  le  lieu  décrit  par  le  centre  du  cercle,  et  l'équation  de 
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l'enveloppe  du  cercle 5  en  effet,  en  posant 

^       ■»       ï 
l'équation  du  cercle  est 

Si,  par  exemple,  AB  passe  par  un  point  fixe,  le  cercle 
enveloppe  une  anallagmatique  du  quatrième  degré. 


SIR  m  CVS  PARTÎCILIER  DE  RÉSOLl!T!0\  DES  ÉOUATIOXS 
DIFFÉREi\TIELLES  LINÉAIRES  A  COEFFICIENTS  CONSTANTS; 

Par  m.  Maurice  D'OCAGNE, 

Elève  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées. 


Le  cas  particulier  que  vise  la  présente  Note  est  celui 
de  l'équation 

lorsque  a  est  racine  d'un  certain  degré  de  multiplicité  p 
de  l'équation 

cp(a)  =  a"  ^- A,a"-i-+-..  .-i- A„_iX-f-  A„  =  o. 

Quand  cette  circonstance  se  présente,  la  métliode  gé- 
nérale, qui  consiste  à  transformer  l'équation  en  posant 

ne  s'applique   plus:   on  a  recours  à  des  procédés  spé- 
ciaux. 


(  »39  ) 

Dans  son  Cours  d'analyse,  professé  à  l'Ecole  Poly- 
teclinique  (feuilles  lilhographiées,  i"  division,  1881- 
82,  p.  170),  M.  J.  Bertrand  traite  deux  exemples  spé- 
ciaux du  cas  présent  par  des  méthodes  fort  ingénieuses, 
mais  qui  ne  sont  pas  générales. 

Nous  nous  sommes  posé  le  problème  dans  ses  termes 
généraux,  et  l'on  va  voir  qu'il  n'est  pas  besoin  de  recou- 
rir à  ces  ingénieux  mais  difficiles  procédés  de  calcul, 
grâce  au  théorème  qui  suit  : 

Théorème.  —  Si  a  est  une  racine  d'ordre  de  multi- 
plicité p  de  l'équatioïi 

9(a)  =  a«  -t-  Aia«->  -f-. .  .-!-  A„_ia-(-  A„  =  o, 

l'équation  différentielle  linéaire 

777.                  •      7-»       xPe'^-'^ 
admet  La  solution  particulière 

La  démonstration  de  ce  théorème  est  immédiate.  Dans 
le  premier  membre  de  l'équation  dilTérentielle,  substi- 
tuons j  =  e^^  5  il  vient  l'identité 

Dérivons  p  fois  les  deux  membres  de  cette  identité 
par  rapport  à  a,  et  remarquons  que  'j(«),  ^'(«),  •  •  •, 
Z'P^*  (a)  sont  nuls;  nous  aurons 

-, •  -^-  Al ; ; !- . . . 

dxPe'^^        .  ,    , 

-i-  A^-i ; h  knXPe"-^  =  e«-^cs/'f«) 

dx 


ou 


(    Mo   ) 

— ; 1—  At    -, ; — 

n-\ ; .^n 


dx  "  '-oPia) 

,  .  xPe't-^  1      . 

ce    qui    montre  bien    que r  est  une  solution  par- 

J  ^        oP{a)  ^ 

ticulière  de  l'équation. 

Soit,  par  exemple,  l'équation 

d-  y  dy 

dx^'         ^  dx^^  ' 

traitée  par  M.  Bertrand  à  l'endroit  cité. 
I  est  racine  double  de  l'équation 

a-  —  aa  -(-  X  =  o. 

D'après  le  théorème  précédent,  on  aura  donc  la  solu- 
tion particulière 

x'>-e^ 

2 

et,  par  suite,  la  solution  générale  sera 


EMPLOI,  DANS  LA  GEOMETRIE  TRILI\ÉAIRE,  DES  COORDOMÉES 
DES  POI\TS  CIRCULAIRES; 

Par  m.  h.  FAURE. 


I.  Soient  «,  è,  c  les  côtés  du  triangle  de  référence, 
A,  B,  C  ses  angles,  S  sa  surface,  R  le  rayon  du  cercle  qui 
lui  est  circonscrit. 


(  I^'  ) 

Considérons  les  denx  points  tOi   et  m^  qui  ont  pour 
coordonnées 

ai  =  —  I,  a2  =  —  I, 

pi  =  cos  C  -!-  sin  C  \/ —  I ,     ^2  =  cos  C  —  sin  C  \/ —  i , 
Yj  =  cos  B  —  sin  B  /— T  ;     y?  =  ^^^  B  -t-  sin  B  / —  i  • 
On  vérifie  aisément  que  :   i°  satisfaisant  à  la  relation 
«a  +  6  3  -!-  CY  =  o, 
ces  points  sont  à  l'infini;  9.°  satisfaisant  à  la  relation 
a^-{  -i-  b  oL^i  -+-  c  a^S  =  o, 

ces  points  sont  sur  un  cercle.  Les  points  lo, ,  (O2  ainsi  dé- 
finis par  leurs  coordonnées  sont  donc  les  points  situés  à 
l'infini  sur  un  cercle. 

II.  A  l'aide  de  ces  valeurs,  la  fonction  X 

X  =  //'  -T-  mm'  -+-  nu'  —  2  cos  A  (  m/i'  -f-  iim'  ) 
—  2  cosB(rt/'-T-  In')  —  2  cosG(//n.'-i-  ml') 

peut  s'écrire  sous  la  forme 

X  =  l[(  IcLi  -h  m'^i  -i-  n-'[i){/'  cn^-T-  m'  ^2  -^  «'  Y2  ) 

-!-  (Za2  -f-  «1^2  -^  "-^(i)!^' ^1  -+-  fn'  '^i  -+-  w'yi  )]  ; 

la  vérification  est  facile,  en  observant  que 

ai  a,  =  ,31^2  =  TiT-2  —  '' 

Yi  ?2  +  Si  Y2  =  —  '^  ces  A ,     a,  Y2  -f-  Yi  ^^2  =  —  '-  ^^^  ^j 

ai  j32  -H  Pi  aj  =  —  2  cos  G. 

En  particulier,  la  fonction  Z 

Z  =  l'^  -\-  m"^  ^  n^  —  2  mre  cos  A  —  inl  cos  B  —  2  //?z  cos  C 

sera  égale  au  produit 

(  /ai  -f-  m  Pi  -f-  «Yi  )(  f'-'-i-^  fn  p2  -^  n"(^)- 

III.  Cela   posé,    soit  la.  -f-  m  |j  -h  /zy  =  o    l'équatiou 


(     '42     ) 

d'une  droite.  Convenons  de  représenter  par  la  notation 
D(a[3Y)  son  premier  membre  et  de  même  parD'(a^Y)  la 
fonction  linéaire  /'a  -+-  m' fj  -\-  «'y. 

1°  On  sait  que  si,  \,  [jl,  v  sont  les  distances  des  som- 
mets du  triangle  de  référence  à  une  droite  quelconque, 

4S2  =  «2  X2  _(_  62  [J.2 

_l_  c2v2  —  26c  jJLv  cos  A  —  icav\  cosB  —  2X[JL  cosG; 
nous  pouvons  donc  écrire 

452  :=  (aloLi  -{-  biJ.^1  -\-  cvYi)(aXa2  -+-  6[xj32  -I-  cvy2). 
2°  Distance  d'un  point  (a,  [3,  y)  à  la  droite 

D(a?Y)  =  o. 
Cette  distance  0  pourra  s'écrire  sous  la  forme 

v/D(ai|3,Y.)D(a2l32Y2)' 
car  on  sait  que 

^  /a-i-7?iP-t-nY 

v//2  -1-  m^  -\-  n'^  —  2  ?Kft  cos  A  —  inl  cos  B  —  2  Zm.  cos  G 

Lorsque  la  droite  D  est  déterminée  par  deux  de  ses 

points  (a',  py,f),  (aM3",  y"),  on  a 

1  51  a'  a"  I 


\/|  ai   a'  a"  |   |  «2  a'   a"  | 

en  convenant  de  représenter  par  |  a  a'  a"  |  le  détermi- 
nant des  neuf  quantités  a,  a',  a"^  [3,  [^',  jB";  y,  y,  y"  et 
de  même  pour  les  autres. 

Si,  dans  l'expression  de  8,  on  suppose  que  le  point 
(a,  (îi,y)  coïncide  successivement  avecc  hacun  des  points 
circulaires,  et  que  l'on  désigne  par  0,  et  02  les  distances 
des  points  co,  et  Wo  à  une  droite  quelconque,  on  trouve 


0,  .02 
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'd°  ^figle  de  deux  droites.  —  On  sait  que  le  cosinus 
de  l'angle  9  des  deux  droites  D,  D'  est  donné  par  la  re- 
lation 

fi         ^ 

cosu  =  -^=.- 

V^ZZ' 

Z'  étant  ce  que  devient  Z  lorsqu'on  ajoute  un  accent  aux 
lettres  /,  m,  Ji.  Nous  avons,  par  conséquent,  en  intro- 
duisant les  coordonnées  des  points  circulaires, 

^^^gQ  _  D(ai!3,Yi)D'(a-2  32T2)+D(°c2!32Y-2')D'(^iPiYi). 
v/D(a,|3,Yi)B(a,;32Y2)D'(ai|3rA)D'(a2?2T2)  ' 

Si  les  droites  sont  déterminées  par  les  coordonnées 
a,  [B,  Y  de  leur  point  d'intersection  et  par  les  coordon- 
nées a',  ^',  y',  a",  j3'',  y"  d'un  point  pris  sur  chacune 
d'elles,  on  a  aussi 

t,        I  ai   a  a'  I  I  a.>  a  a"  |  -+-  I  ai   a  a"  |  I  a.,  a  a'  | 
2  cosO  = 


y/|  aj   a  a'  I  |  a.2  a  a"  |   |  aj  a  a"  |   j  a2  a  a'  j 

Si  l'angle  Q  et  les  points  a',  a''  sont  donnés,  cette  re- 
lation donne  immédiatement  l'équation  du  cercle  passant 
par  deux  points  et  capable  d'un  angle  donné. 

4°  Distance  de  deux  points  m,  7n  donnés  par  leurs 
coordonnées  (a,  (3,  y)^  (^c',  [^',  y')-  " —  ^^5  pour  abréger, 
on  pose 

L  =  3v'—  Y?',     M  =  Y^'—  «y''     N  =.  a!3'—  [Ba', 

on  a  la  relation 

mn/'=  -^  (L2  -f-  M2  -4-  N^  _  ^mN  cos  A  —  aNL  cosB  —  aMN  cos  G). 

Nous  pouvons  donc  écrire,  à  l'aide  des  coordonnées  des 
points  circulaires, 

2        R2 

mm'  =  -^(I-^i  +Mfi,  +  NYi)(La2^-M?2  +  NY2), 
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ou  bien 


R2 

g^  I  a,  a  a'  I   I  a2  a  a' 


Remarque.  —  Si  l'on  désigne  maintenant  par  S  l'aire 
d'un  triangle   dont  les    coordonnées  des  sommets  sont 

(a,  f:i,v),  (a',  fi',-/),  (a",  [i%  f  ),  on  a 

R 


2--  s  1^  .-  1 


Si  donc  nous  remplaçons  dans  la  valeur  de  mm'  les 
déterminants  par  leurs  valeurs  respectives 


on  trouvera 


-—  wj  w/n  ,      -r—  0)2  mm  , 


w/?z  =  /^uilm/7l  .(ii^mm 


SIR  LA  Ol'ESTIO^  1028; 

Par  m.  h.  FAURE, 

Chef  d'escadrons  d'artillerie  en  retraite. 


Cette  question  a  déjà  été  traitée  plusieurs  fois  dans 
les  /Youvelles  yinnales,  en  dernier  lieu  par  M.  Doucet 
(2^  série,  t.  XX,   p.  Sai),  qui  en  a  fait  l'historique. 

On  circonscrit  à  une  conique  donnée  un  triangle 
ayant  pour  hauteurs  les  droites  qui  joignent  les  som- 
mets aux  points  de  contact  avec  les  côtés  opposés  :  lieu 
des  sommets  du  triangle,  lieu  des  points  de  concours  des 
hauteurs . 

Soient  rt^cl'unde  ces  triangles.  A,  B,  C  ses  angles,  «, 
Z»,  c  les  longueurs  de  ses  côtés.  Prenant  ce  triangle  pour 


(  '45  ) 
triangle  de  référence, 

S  =  cos2  A  a2  -h  cos2  B  ^2  _i_  cos2  G  V- 
—  2  cos  A  cos  B  cos  G 


os  A  LOSB  LOS  G, 

sera  l'équation  de  la  conique  donnée,  car  il  est  aisé  de 
voir  que  S  touche  le  triangle  abc  aux  pieds  de  ses  hau- 
teurs. 

Considérons,  d'autre  part,  la  conique 

S'=  cos  A  3-,'  -+-  cosB-'x  ^-  cosCx^, 

circonscrite  au  triangle  abc.  Je  dis  que  cette  conique  est 
fixe,  quel  que  soit  le  triangle  abc,  satisfaisant  aux  condi- 
tions de  l'énoncé. 

La  différence  S  —  S'  de  nos  deux  équations  peut  se 
mettre  sous  la  forme 

/  7Q  ,/cns2\  ros2B^        ros'^  C    \ 

n-  -\-  />2  —I-  c- 

•2abc         ï     '  ' 

d'où  il  suit  que  l'équation  S  —  S'=  o  représente  le  lieu 
des  sommets  des  angles  droits  circonscrits  à  S. 

Concluons  de  là  que,  si  nous  considérons  un  triangle 
quelconque  abc  circonscrit  à  la  conicpie  S,  on  pourra 
circonscrire  au  triangle  abc  une  conique  S'  qui  passera 
par  quatre  points  déterminés  de  S,  ce  qui  exige  que  S' 
soit  une  conique  fixe. 

L'équation  S'=  o  représente  donc  le  lieu  des  sommets 
du  triangle. 

Si  l'on  veut  avoir  le  lieu  des  points  de  concours  des 
hauteurs,  il  sufti l de  remanjuer  (jue  la  conique  S -f-  )vS'=  o 
passera  par  le  point  de  concours  y.  cos  A  =  jcosB  =  y^"*^^^^ 
des  hauteurs  du  triangle  de  référence,  pour  la  valeur 

■j  ro>^  A  ro<  15  ros  <] 

(•Os2  A   -;-   (OS-  lî  -i-   cos- G  ' 

Jnii.  di- Malhémat..,''si-.r\t',l.   III .  (  Mars  i  SS'i .  )  lO 


(  '4(3) 

(.lonr,  pour  oetle  valeur  de  )>,  $ -h).  S' représentera  le  lieu 
du  point  de  concours  des  hauteurs. 

Nota.  —  Si  l'on  désigne  par  A,  A',  6,  0'  les  invariants 
du  système  des  (îoniques  S  et  S',  on  trouve 

A=  —  4  cos2  A  cos^B  cos^G, 

A'  =  2  cos  A  cosB  cosC, 
0  =  4  cosA  cosB  cosC(cos2A  -i-  cos^B  -t-  cos^C), 
6'  =  —  (cos2  A  +  cos2  B  -t-  co<;2  G  f  ; 

de  là  ou  peut  conclure  que,  pour  tous  les  triangles  abc 
circonscrits  à  S  et  dont  les  hauteurs  passentpar  lespoints 
de  contact  de  la  conique  avec  les  côtés  opposés,  les  fonc- 
tions cos  A  cosB  cosC  et  ces- A  -i-  cos-B  -f-  cos^C  restent 
constantes. 


C0\C01RS  D'AGREGATION  DES  SCIENCES  MATHEMATÏQLES 
DE  1885. 


COMPOSITIONS     D  A  D  M  I  S  S  I  n  I  L  I  T  E. 

Mathématiques  spéciales . 

D'un  point  donné  P  on  mène  des  normales  à  un  el- 
lipsoïde donné  : 

1°  Démontrer  que  par  les  pieds  de  ces  six  normales 
on  peut  faire  passer  une  infinité  de  surfaces  du  second 
ordre  S  concentriques  à  l'ellipsoïde; 

2"  Trouver  le  lieu  que  doit  décrire  le  point  P  pour 
que  les  surfaces  S  soient  de  révolution  ^ 

3"  Déterminer  le  cône  lieu  des  axes  de  révolution  des 
surfaces  S  ; 

4°   Sur  la  scciion  de  ce  cône,  ])ar  un  plan  perpendicu- 


(  M;  ) 

laire  à  Taxe  mineur  de  l'ellipsoïde,  indiquer  les  points 
par  lesquels  passe  l'axe  de  révolution  quand  la  surface  S 
est  un  ellipsoïde,  un  hyperboloïde  à  une  ou  à  deux 
nappes,  un  cône,  un  cylindre  ou  un  système  de  deux 
plans  parallèles. 

Mnthêinal iq ues  èh'nwntnires. 

Trouver  la  hauteur  AB  et  les  bases  AD,  BC  d'un  tra- 
pèze rectangle  ABCD,  connaissant  la  longueur  /  du  côté 
oblique  CD,  l'aire  a-  du  trapèze  et  le  volume  ^~b^  en- 
gendré par  la  révolution  de  la  figure  autour  de  CD. 

Discuter  les  formules  trouvées  et  déterminer  le  mini- 
mum et  le  maximum  de  //'.  On  examinera  les  cas  parti- 
culiers suivants  : 

Composition  sur  certaines  parties,  désignées  à  V avarice, 
du  programme  de  la  licence  es  sciences  mathéma- 
tiques. 

Théorie.  —  On  donne  un  corps  quelconque,  dont 
les  diverses  parties  sont  douées  d'un  pouvoir  attractif 
suivant  la  loi  de  jNevvton,  et  l'on  admet,  comme  préala- 
blement démontré,  que  les  composantes  de  l'attraction 
exercée  sur  un  point  _M,  ayant  pour  coordonnées  x,j',  z, 
sont  représentées,  à  un   iacteur  constant  pi'ès,  par  les 

1,  .    ,       dV     dV    d\'  1  •  I  T-        ^     •,-  .       ^r 

dérivées  -p  ?  -y-  ,  -p  du  potentiel  V,  relatii  au  point  iu. 

Prouver  qu'on  a  toujours 

d-^V        d|y    ,    (12\^  __ 
TT^  "  ~(\y-  ''■'  d^      —4'-, 

c  étant  la  densité  de  la  masse  attirante  au  point  de  celte 
masse  qui  coïncide  avec  le  point  M. 


(  '4-^  ) 

Déinonlrer  que  toute  fonction  U  qui,  mise  à  la  place 
de  V  dans  l'équation  précédente,  satisfait  à  cette  équa- 
tion, ne  diffère  pas  du  potentiel  V  si  elle  remplit  en 
outre  les  conditions  suivantes  :  i"  la  fonction  U  est  con- 
tinue ainsi  que  ses  dérivées  partielles  du  premier  ordre  ^ 
2"  les  produits 

(RI  flU  flU 

restent  finis  quand  une  ou  plusieurs  des  variables  .x,  j', 
z,  deviennent  infinies,  la  masse  attirante  étant  limitée. 
application.  —  Etant  donné  un  ellipsoïde  E,  on  sait 
qu'en  chaque  point  de  l'espace  se  coupent  trois  surfaces 
du  second  degré  liomofocales  à  E;  désignons  par  A,  u,  v 
lesdemi-axesdeces  surfaces  parallèles augrand  axe  del'el- 
lipsoïde  E.  On  considère  une  niasse  indéfinie  douée  d'un 
pouvoir  attractif  suivant  la  loi  de  iSewton,  et  dont  la 
densité  en  chaque  point  est  exprimée  par  une  fonction 
de  A,  a,  V.  On  demande  quelle  doit  être  la  forme  la  plus 
générale  de  cette  fonction  pour  que  les  surfaces  de  ni- 
veau soient  des  ellipsoïdes  homofocaux  à  E.  Cette; 
forme  étant  trouvée,  calculer  l'attraction  de  la  masse 
sur  un  point  quelconque. 

COMPOSITIONS   FINALES. 

Composition  sur  un  sujet  de  licence. 

Sur  une  courbe  plane  donnée  C,  on  prend  un 
point  A  qui  ne  présente  aucune  singularité,  et  l'on  rap- 
porte la  courbe  à  la  tangente  AX  et  à  la  normale  A\  au 
point  A.  On  suppose,  en  outre,  que  les  coordonnées  d'un 
point  variable  M  de  la  courbe  C  peuvent  être  dévelop- 
pées en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  positives 
et  entières  de  l'arc  AlNl  ^  s.  Cela  posé,  on  demande  : 


{    M9  ) 

1°  D'exprimer  les  coefficients  des  premiers  termes  des 
séries  considérées,  jusqu'aux  termes  en  i"  exclusive- 
ment, eu  fonction  des  valeurs  R,  R',  R",  R'"  que  pren- 
nent au  point  A  le  rayon  de  courbure  R  de  la  courbe  C 
et  ses  dérivées  par  rapport  à  s; 

2°  De  calculer,  en  négligeant  les  termes  en  .v^,  les 
coordonnées  X,  Y  du  point  P  milieu  d'une  corde  JNliM' 
parallèle  à  la  tangente  AX  et  de  longueur  iniiniment 
petite.  On  trouvera 

'    ~  6R*"~  iSR^"^  ~  loSoR-*  s-...., 

1      ,         R',        aR'^-T— RR"  , 
■2l\  6R2       ^  2iR3  ^  +•••' 

3°  De  calculer  la  longueur  AB  du  rayon  du  cercle  qui 
estosculateur  au  point  A  à  la  courbe  diamétrale  lieu  des 
milieux  des  cordes  de  la  courbe  C  parallèles  à  la  tan- 
gente AX; 

4"  De  déterminer  la  courbe  C,  de  telle  sorte  que,  quel 
que  soit  le  point  A  pris  sur  cette  courbe,  la  projection 
du  rayon  de  courbure  AB  sur  la  normale  AY  soit  égale 
à  jR.  On  étudiera  la  forme  des  courbes  satisfaisant  à  la 
condition  précédente. 

Épreuve  pratit/ue  de  calcul. 

Résoudre  l'équation 

9^'* —  i4j"--^  8j?  —  I  =  o. 

Composition  en  Géométrie  descriptive. 

On  donne  un  tétraèdre  régulier  SABC,  dont  la  base 
ABC  repose  sur  le  plan  horizontal  de  projection  et  dont 
le  sommet  S  est  situé  au-dessus  de  ce  plan. 


(    «So   ) 

Lt's  hauteurs  A  a,  B[i  de  la  face  SAB,  eu  touruant  la 
première  autour  de  l'arête  SA,  la  seconde  autour  de 
l'arête  SB,  engendrent  deux  cônes.  On  demande  de  con- 
struire les  projections  des  courbes  d'intersection  de  ces 
deux  cônes. 

Données. —  L'ai'ête  du  tétraèdre  a  o'",  12,  le  côté  AB 
de  la  base  ABC  fait  un  angle  de  4 5"  avec  la  ligne  de 
terre;  le  sommet  C  est  situé  dans  cet  angle  de  45"  et  le 
point  D  où  le  côté  AB  rencontre  la  ligne  de  terre  est  si- 
tué à  o'",07  du  sommet  A  le  plus  rapproché  de  la  ligne 
de  terre. 

Pour  distinguer  les  parties  vues  et  cachées,  on  regar- 
dera les  deux  cônes  comme  des  surfaces  opaques. 

LEÇONS   SUR   LES   MATHÉMATIQUES   SPÉCIALES. 

1.  Mener  d'un  point  donné  une  normale  à  une  co- 
nique à  centre.  —  Discussion. 

2.  Définition  de  la  fonction  a-^' .  —  Illtude  de  cette 
Ibnction. 

3.  Intersection  d  un  cône  et  d'un  cylindre  dans  le  cas 
où  la  courbe  d'intersection  a  des  branches  infinies. 

4.  Sections  planes  de  la  surface  gauche  de  révolution. 
o.  Règle  des  signes  de  Descartes. 

6.  Équation  du  plan  langent  à  une  surface  donnée. 
Problèmes  sur  les  plans  tangents  aux  surfaces  du  second 
ordre. 

7.  Résolution  algébrique  de  l'équation  du  troisième 
degré . 

8.  Application  de  la  théorie  des  déterminants  à  la  ré- 
solution d'un  système  de  trois  équations  à  trois  incon- 
nues. —  Discussion.  —  Cas  où  les  équations  sont  ho- 
mogènes. 

9.  Transformation  des  équations  algébriques,  dans 
le  cas  où  chaque  racine  de  l'équation  cherchée  est  une 


(  l-^'  ) 

fonction  rationnelle  d'une  ou  de  deux  racines  de  léqua- 
lion  proposée.  —   Exemples. 

10.  Résolution  de  l'équation  binôme  x'"' — i -- o. 
Application  au  calcul  des  côtés  des  polygones  réguliers. 

11.  Application  de  la  théorie  des  dérivées  à  l'étude 
des  fonctions  d'une  seule  variable.  —  Exemples. 

12.  Plans  principaux  et  axes  d'une  surface  du  second 
degré. 

13.  Mener  par  une  droite  un  plan  tangent  à  unhyper- 
boloïde  de  révolution  à  une  nappe  (Géométrie  descrip- 
tive). 

14.  Première  leçon  sur  les  fractions  continues. 
lo.  Théorème  de  Sturm. 

16.  Intersection  de  deux  coniques.  —  On  ramènera 
la  question  à  la  résolution  d'une  équation  du  troisième 
degré. 

17.  Résumer  la  marche  à  suivre  pour  résoudre  une 
équation  algébrique  à  coefficients  numériques.  —  Mé- 
thode d'approximation  de  Newton. 

18.  Sections  circulaires  des  surfaces  du  second  degré. 
—  Cas  où  la  surface  est  rapportée  à  des  axes  de  coordon- 
nées rectangulaires  quelconques. 

LKÇOXS   SLR    LES   MATHÉM.VTIQLES    ÉLÉMENTAIRES. 

1.  Division  des  nombres  entiers. 

î2.  Recherche  du  rapport  de  la  circonférence  au  dia- 
mètre. 

3.  Division  d(îs  polynômes. 

4.  Mesure  des  angles. 

5.  Première  leçon  sur  la  mesure  des  volumes. 

().  Résolution  et  discussion  du  système  des  équations» 
a  r  -f-  èj'  =  f,  a'x  -+-  h'y  =  c  . 

1.  Etude  du  trinôme  a.v'--\-  h.x  -^  c. 


(   i5.  ) 

8.  Théorème  sur  le  maximum  d'un  produit  de  plu- 
sieurs facteurs  dont  la  somme  est  constante.  —  Appli- 
cations. 

9.  Formules  relatives  à  l'addition  et  à  la  soustraction 
des  arcs. 

10.  Plus  grand  commun  diviseur  et  plus  petit  com- 
mun multiple  de  plusieurs  nombres  entiers.  (On  n'em- 
ploiera pas  la  décomposition  en  facteurs  premiers.  ) 

il.  Première  leçon  sur  les  nombres  premiers. 

12.  Equation  bicarrée.  —  Transformation  des  expres- 
sions de  la  forme  y  A  ±  ^^B. 

13.  Réduction  à  deux  forces  d'un  système  de  forces 
appliquées  à  un  corps  solide.  —  Conditions  d'équi- 
libre. 

14.  Racine  carrée  des  nombres  entiers. 

15.  Calculer  sin^^a  et  cos^^a  en  fonction  de  sina  et  de 

cosa.  —  Calculer  tang     connaissant  tanga. 

46.  Conversion  d'une  fraction  ordinaire  en  fraction 
décimale.  —  Fractions  périodiques. 

17.  Relations  entre  les  côtés  et  les  angles  d'un  triangle 
quelconque. 

18.  Résolution  et  discussion  de  l'équation 

«j"2-4-  bx  -h  c  =  o. 

—  Séparation   des   racines   dans  le   cas   où  elles    sont 
réelles. 


ERRATA. 


Même  tome,  p.  3g,  ligne  4»  «"  ^i^u  de  XGI,  lire  GI. 

»  »  »      2  en  x-emontant,  la  dernièx'e  fraction  doit  être 

multipliée  par  g. 


(     1 JO 


CORRESPO^DA^CE. 


Monsieur  le  Rédacteur. 

Permettez-moi  quelques  mots  de  réponse  à  la  critique 
de  M.  le  D"^  Peano  (  *  ),  à  laquelle  M.  Jordan  n'aurait  eu 
aucune  peine  à  répondre  lui-même,  s'il  n'eût  probable- 
ment aperçu  derrière  quelque  difficulté  plus  subtile. 

J'observe  d'abord  qu'il  n'est  pas  nécessaire  que  les  £ 
tendent  vers  zéro  pour  tout  mode  de  division  de  l'inter- 
valle h  en  parties  indéfiniment  décroissantes  o  ;  il  suffit 
que  cela  ait  lieu  pour  un  mode  de  division,  et  le  théo- 
rème dont  il  s'agit  sera  démontré.  M.  Peano  suppose, 
dans  sa  critique  et  dans  son  exemple,  que  les  quantités 
ttr  ne  sont  pas  des  valeurs  y?xe5  de  la  variable  x.  Or, 
rien  n'empêche  de  concevoir  que  l'on  fasse  décroître  les 
intervalles  entre  les  valeurs  consécutives  de  jr,  tout  en 
supposant  celles-ci  fixes,  eu  intercalant  entre  elles  de 
nouvelles  valeurs  de  x  qui  resteront  fixes  à  leur  tour, 
entre  celles-ci  de  nouvelles  valeurs  également  fixes,  et 
ainsi  de  suite  indéfiniment  (-).  Les  intervalles  o,  tou- 
jours subdivisés,  pourront  décroître  au-dessous  de  toute 
grandeur  donnée,  et  chaque  valeur  intercalée  x  restant 
fixe,  le  rapport 

f{x^^)  —  f(x)  .       .^ 

Y^ =?(^,  0) 

ne  pourra  tendre,  pour  chacune  d'elles,  vers  une  limite 
différente  àef'[x).  A  moins  donc  que,  pour  tout  mode 


(')  Nouvelles  Annales,  janvier  i884- 

(^)  C'est  bien  là,  à  en  juger  par  les  termes,  la  pensée  de  .M.  Jor- 
dan. 


(  1^1  ) 

de  division  de  riiiLcrvalle  h  eu  parties  iiidéliiiimeut  dé- 
croissantes 0,  la  dilïiérence 

lie  reste  supérieure  à  une  limite  fixe  pour  vin  nombre 
fini  ou  indéfiniment  croissant  de  valeurs  de  x,  quand 
tous  les  intervalles  o  tendent  simultanément  vers  zéro, 
la  démonstration  poura  toujours  se  faire  de  la  même 
manière. 

Ce  n'est  pas  le  cas,  ou  le  voit  sans   peine,  pour  la 
fonction 


aussi  le  théoième  contesté  lui  est-il  parfaitement  appli- 
cable. En  faisant  a,  = et  «..  = et  faisant 

■iiitl  "         (  2  /i  -t-  1  )  t: 

par  conséquent  tendre  simultanément  «,  et  «2  vers  zéro, 
M.  Peano  introduit  arbitrairement  une  condition  inu- 
tile. La  démonstration  ne  peut  se  faire  par  cette  voie, 
voilà  tout. 

M.  Peano  croit  qu'il  est  facile  de  démontrer  la  for- 
mule 

sans  supposer  la  continuité  de  la  dérivée.  M.  Jordan 

demande,  non  sans  malice,  à  voir  cette  démonstration, 

lafjuelle  est  impossible,  puisque  le  théorème  est  inexact. 

Supposons  une  fonction  y(  a.)  égale  à   sj'^px  depuis 

X  =  o  jusqu'à  X  =  rt,  et  à  yj'^p  (aa  - —  x)  depuis  x  :=  rt 
jusqu'à  a=2«.  Cette  fonction  est  continue,  mais  sa 
dérivée  cesse  de  l'être  pour  x  =  n^  où  elle  passe  de  la 

valeur  l/—  à  la  valeur  — l/—  • 
\    9,  a  y    ■i.a 

On  a  évidemment,  h  étant  -<  «, 

/'(  a  -r-  h  )  —  /'(  a  —  /i  )  =  \/9.p  (a  —  h)  —  ^■ip[  a  —  //  i  =  o  : 


(  «i^>  ) 

or  il  n'existe  entre  a  —  Ji  et  a  -h  h  aucune  valeur  de  x 
pour  laqu elle y^'(x)  se  réduise  à  zéro. 

Notons  que  le  tliéorèuie  de  M.  Jordan  reste  vrai,  au 
contraire,  dans  ce  cas-ci,  car  zéro  est  compris  entre  les 
valeurs 

lZ     et     -t/        f 
'i{a  —  h)  y    2(a  —  h) 


r 


de  J'{x)  qui  correspondent  à  a  —  h  et  h  a  -\-  h.  Et  ce- 
pendant M.  Peano  pourrait  ici  renouveler  son  objection, 
puisque  /"(«  -h  o)  — f[a  —  o)  n'a  pas  pour  liniitey'(a) 
lorsque  o  tend  vers  zéro. 

Ph.  Gilbert, 
Professeur  à  l'Université  de  Louvain. 


PROGRAMMA  Dl  COXCORSO. 


La  R.  Accademia  délie.  Scienze  fisiche  e  matematiclie 
di  JNapoli  conferirà  un  preniio  di  lire  cinquecento 
all'Autore  délia  migliore  iMemoria  risponsiva  al  seguente 
tema  : 

Esporre  coji  metoclo  unifonne  cid  che  si  cojiosce  délie 
superficie  di  4"  ordine  ed  apportare  alla  teoria  géné- 
rale di  quesle  qualche  importante  contribuzione. 

L'Accademia  gradirebbe  specialmente  la  classificazione 
délie  superficie  di  4"  ordine  in  faniiglie,  considerando 
come  appartenenti  ad  una  stessa  famiglia  due  superficie 
clie  si  possono  far  corrispondere  puuto  a  punto  univo- 
c  amen  te. 

La  trattazione  potrà  essere  geometrica  o  analitica,  ma 
nel  primo  caso  si  aggiungeranno  le  corrispondenti  for- 
mole   analiliche  più  imporlanti.   e   nel  secondo  caso  si 


(  ^^^  ) 

daraiiiio   le   iiiterpretazioni  geoinetriche   dcJlc  furmole 
relative  ai  punti  principali  délia  teoria. 

COIVDIZIOJM. 

i"  Le  Memorie  dovranno  essere  scritte  in  italiano, 
francese  o  latino,  e  dovranno  inviarsi  al  Segretario 
deU'Accadeniia  non  più  tardi  del  niese  di  niarzo  del 
i885. 

2**  Esse  non  debbono  portare  il  nome  dell'autore,  e 
debbono  essere  distinte  con  un  niotto  il  quale  devra 
essere  ripetuto  sopra  una  sclieda  suggellata  clie  conlerrà 
il  nome  dell'autore. 

3'^  La  Memoria  premiata  sarà  pubblicata  negli  ^Lli 
deU'Accademia,  e  l'Autore  ne  avrà  cento  eopie. 

4  "  Tutte  le  Memorie  inviaLe  pel  concorso  al  premio 
si  conserveranno  neU'Archivio  dell'Aecademia,  e  sol- 
lanto  si  permetterà  di  estrarne  copia  a  clii  le  avrà  pre- 
sentate. 


NOTICE  BIBLIOGRAPHIQUE. 


Intorno  alla  vita  ed  ai  lavori  di  ^ntonio-Cario- 
Marcellino  Poidlet-Delisle ;  Notizie  raccolte  da 
B.   Boncompagni. 

Sous  ce  titre,  l'éminent  éditeur  du  Bullettino  di  Bibliogra- 
fia  e  di  Storia  délie  Scieiize  mateinaliche  e  fisiche,  le 
prince  Balthazar  Boncompagni  vient  de  publier,  à  Rome,  une 
curieuse  Notice  biographique,  qui  remet  en  lumière  un  savant 
mathématicien  français,  un  administrateur  intègre  et  distingué, 
mort  il  y  a  moins  de  quarante  ans,  injustement  oublié  de  ses 
compatriotes  et  même  de  l'Université,  dont  il  avait  été  l'un  des 
serviteurs  les  plus  dévoués.  Nul  bibliographe  français,  à  l'ex- 
ception de  Quérard,  n'avait  même  songé  à  seulement  mention- 
ner le  nom  et  les  Ouvrages  de  Foullet-Delisle. 


(   '57  ) 

Né  à  Janville  (au  diocèse  de  Chartres)  le  17  janvier  1778, 
mort  le  aS  août  1849  à  Arrou  (  arrondissement  de  Châteaudun), 
Antoine-Gharles-Marcellin  Poullet-Delisle,  ancien  élève  de 
l'École  Polytechnique  et  professeur  de  Mathématiques  au  lycée 
d'Orléans,  n'avait  pas  encore  trente  ans  lorsqu'il  publia,  sous 
le  titre  de  Recherches  arithmétiques,  sa  traduction  des  Dis- 
quisitiones  arithnieticce.  de  Gauss.  Deux  ans  plus  tard, 
en  1809,  il  faisait  paraître  et  dédiait  à  Laplace  un  Traité 
d'application  de  l'Algèbre  à  la  Géométrie  qui  fut  long- 
temps classique.  Mais  bientôt  il  quittait  l'enseignement  des 
Mathématiques  pour  entrer  dans  l'Administration  universitaire, 
et  le  i5  décembre  de  cette  même  année,  1809,  il  était  nommé 
Inspecteur  de  l'Académie  d'Orléans.  Dans  ces  fonctions,  comme 
dans  celles  de  Recteur  d'Académie  et  d'Inspecteur  général 
qu'il  obtint  ensuite,  pendant  toute  la  durée  de  sa  longue  car- 
rière administrative,  ainsi  qu'il  le  dit  lui-même,  ^^  il  attaqua  de 
front  les  coupables  et  défendit  ouvertement  l'innocence  in- 
justement attaquée  ^k  Il  fut  toujours  juste  envers  ses  subor- 
donnés, remplissant  ainsi  le  premier  des  devoirs  d'un  chef; 
mais  on  ne  le  fut  pas  toujours  à  son  égard.  Une  lettre  qu'il 
écrivit  de  Limoges,  le  10  juin  1823,  au  Directeur  de  l'Instruc- 
tion publique,  le  démontre  suffisamment.  Cette  lettre,  conservée 
aux  Archives  nationales,  a  été  reproduite  intégralement  dans  la 
Notice  du  prince  Balthazar  Boncompagni;  nous  regrettons  de 
ne  pouvoir  la  donner  ici  tout  entière,  mais  nous  ne  pouvons 
nous  empêcher  d'en  citer  les  lignes  suivantes,  en  rappelant  que 
c'était  M.  l'abbé  Frayssinous,  évèque  d'Hermopolis,  premier 
aumônier  du  roi,  qui  remplissait  alors  les  fonctions  de  Ministre 
Secrétaire  d'Etat  au  département  des  Affaires  ecclésiastiques 
et  de  l'Instruction  publique. 

Poullet-Delisle  s'exprime  ainsi  :  «  En  1824,  je  me  trouve 
exilé  d'Angers  à  Limoges  parce  qu'un  homme  ambitieux  et  in- 
trigant, qui  cherche  à  peupler  de  ses  créatures  le  département 
de  Maine-et-Loire  qu'il  veut  dominer,  travaillait  depuis  dix- 
huit  mois  à  faire  placer  son  ancien  précepteur  à  la  tète  de  l'A- 
cadémie d'Angers,  et  que  lui  et  ses  amis  d'alors,  car  je  doute 
qu'il  les  ait  tous  conservés,  trompèrent  la  religion  de  Son 
Excellence,  en  lui  persuadant  que  l'on  désirait  un  Recteur  ecclé- 
siastique. Cependant,  Monsieur  le  Directeur,  Son  Excellence 
daigna  m'assurer  que  j'étais  loin  d'avoir  rien  perdu  dans  son 
estime,  et  qu'Elie   ne  m'envoyait  à  Limoges  que  ]jour  rétablir 


(  '^«  ) 

Turdie  l\c  cette  Académie,  ajoutant  qu'Elle  me  tiendrait  compte 
du  sacrifice  qu'Elle  m'imposait.  Dans  la  conversation  Elle  s'a- 
perçut que  je  n'avais  pas  la  croix  de  la  Légion  d'honneur.  Elle 
eut  la  bonté  de  s'en  étonner,  et  surtout  que  je  ne  l'eusse  pas 
demandée  :  «  Monseigneur,  lui  répondis-je,  elle  s'obtient, 
mais  ne  se  demande  pas  !  » 

\ous  devons  être  reconnaissants  au  Prince  Balthazar  Bon- 
rompagni  d'avoir  fait  connaître  au  monde  savant,  et  particu- 
lièrement au  public  français,  un  mathématicien  et  un  admi- 
nistrateur si  digne  d'estime,  et  nous  applaudissons  sincèrement 
|)Our  notre  part  à  cet  acte  de  réparation  et  de  justice. 

Aristide  Marre. 


PUBLICATIONS  RECENTES. 


Traité  d'Astuowomie  pratique,  comprenant  l'exposi- 
tion du  calcul  des  éphéniérides  astronomiques  et  nauti- 
ques, d'après  les  méthodes  en  usage  dans  la  composition 
de  la  CojiJiaissance  des  Temps  qX  an  Nauticaljdlmaiiac, 
avec  une  introduction  historique  et  de  nombreuses 
notes  ^  par  M.  Ahel  Souchoti,  membre  adjoint  du  Bureau 
des  Longitudes.  Grand  in-8,  avec  figures  dans  le  texte. 
Prix  :  i5  fr.  Paris,  Gauthier-\  illars;  i883. 

Théoïiie  mécanique  de  la  chaleur;  par  Ch.  Briot. 
a^  édition,  publiée  par  M.  E.  Mascarl,  professeur  au 
Collège  de  France.  In-8,  avec  figures  dans  le  texte. 
Prix  :  ^'""jSo.  Paris,  Gauthier-\i]lars;  i883. 

AwKUAir.E  DE  l'Observatoire  DE  MoMTSOu  RIS  pour  l'an 
I  %'è\.  Météorologie,  Agricullure,  Hygiène.  In-i 8,  avec 
figures  dans  le  texte.  Prix  :  2  fr.  Paris,  Gauthier-Villars; 

1884. 

tirages  a   part. 

JYote  riedéoniétrie,  par  M.E.  Cesaro,  élève-ingénieur 
des  mines.  I11-8.  Liège;  1881. 


(  ••^9  ) 

Les  connaissances  niathêniaiiqnes  de  Jacijiies  Casa- 
nova de  Seingall,  par  M.  C.  Henry.  Extrait  du  Bul- 
Lettino  di  hihlio^rafia  e  di  sloria  de/le  scienze  mate- 
niaticlie  e  fisiche,  t.  X^  \  1882. 

Sur  ijueUiues  propositions  inédiles  de  Fermât  ;  note 
de  M.  C.  Hekry.  Extrait  des  Transunli  délia  reale 
Accadeniia  dei  Lincei,  série  3,  vol.  W\\  188?.. 

^  prefatory  essa)-  to  tlie  new  science  :  niatheniati- 
cal  coniniensuratioji.  Preceded  hy  a  hrief  rétrospective 
view  of  researcli  in  the  domain  oj  (reumetry,  by  Chas. 
De  Medici,  D.  pli.  lu- 16.  Cliicago,  111.,  A.  M.  Flanagan; 
i883. 

Sur  la  diffraction  des  ondes  planes  dans  une  ozit'e/- 
//A/'eci/ru/rti/e, parleP.  J.DELS.\ULX.Extrait  des^/z7?rz/p.v 
de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles,  'j^  année;  188.^. 

Resolution  of  solvahle  eipiations  oj  the  fiftli  degree, 
by  George  PAXTOiN  ^ouwg.  Toronto,  Canada.  Extrait 
de  u-lmerican  Journal  of  Mathematics,  n*^  2,  vol.  Vl. 


OIESTIOXS. 


I  48 i.  On  donne  sur  nne  droite  deux  systèmes  de  trois 
points  <7,  a',  «"  et  h,  h\  Z»"c]ui  fout  partie  d'une  division 
liouiograpliique.  Sur  ah  couime  diamètre  on  décrit  un 
cycle  C  dont  le  sens  est  déterminé  par  la  condition  cju'au- 
dessus  de  la  droite  le  point  décrivant  aille  de  a  en  h  ;  les 
seguients  c^V  et  a!' h"  détei-minenl  de  même  deux  autres 
cycles  C  et  C".  Si  l'on  trace  un  cvcle  tangent  à  C,  C'etC", 
démontrer  que  les  points  où  il  coupe  la  droite  sont  les 
deux  poiuts  doubles  de  la  division  liomograpbique. 

(Lagufp.re.) 


(    «fio   ) 
J'iSo.   Ayant  pris,  au  liasard,   un  diilïre  d'une  puis- 
sance quelconque  de  5,  il  y  a  avantage  à  parier  que  c'est 
un  5  ou  un  o.  (E.  Ces.\ro.) 

1  486.  La  probabilité  que  la  conique  déterminée  par 
cinqpoints,  pris  au  hasard  dans  un  plan,  soit  une  ellipse, 
est  infiniment  petite.  (E.  Cesaro.) 


1  487.  A  un  triangle  ABC  on  circonscrit  une  conique, 
de  centre  {x,j^  z).  On  sait  que  les  droites  qui  joignent 
chaque  sommet  du  triangle  au  pôle  du  côté  opposé  se 
coupent  en  un  même  point  (jr',  j',  z').  Démontrer  cju'il 
y  a  réciprocité  entre  les  points  (^,j)  ,  z) ,  (x', j',  z')  et  que 
cette  réciprocité  est  définie  par  les  relations 


j'z  -^  z-y    _  zx  -^  xz    _  xy 
a  h 


où  «,  ^,  c  sont  les  côtés  de  ABC. 


E.   Cesaro.) 


UECTIFICATIOX. 


M.  P.  Barbarin,  proicsscur  au  lycée  de  Toulon,  a  construit,  même 
tome,  p.  100,  une  courbe  du  quatrième  degré  qui  est  tout  à  fait 
erronée.  Cette  courbe  n'est  autre  que  l'ensemble  des  deux  coniques 


ax-  dr  2  V  «'  +  c'-'  xy  -\-  a  y"-  —  oc'-  =  o . 

La  recherche  des  lignes  de  courbure  de  la  surface  az  =  xy  avait  été 
posée  aux  examens  de  licence,  à  .Marseille,  en  novembre  i88o,  et 
c'est  ce  qui  avait  motivé  l'insertion  de  l'article.  La  propriété  princi- 
pale, démontrée  par  M.  Barbarin,  a  été  énoncée  par  M.  Serret,  en 
1847,  dans  le  Journal  de  Lioini'lle.  Ce  dernier  renseignement  est  dû 
il  M.  Catalan.  Cii.  B. 


(   i6i 


NOTE  SIR  i;\  FAJSCEAl  DE  SURFACES  D'ORDRE  OIELCOXQIE 

[siiTE  Cj]; 
Par  :\I.  a.  LEGOUX. 


CONSIDÉRATIONS    SUR    LES    SLIiFACES    HOMOFOCALES 
ET    ORTHOGO»ALES. 

Recherche  des  caractéristiques  du  s^stèuie  de  surfaces 

de  U. 

On  sait  que  Chasles  appelle  caractéristiques  d'un  sys- 
tème de  surfaces:  i"  le  nombie  de  ces  suilaces  qui 
passent  par  un  point  donné-,  i"  le  nombre  des  surfaces 
tangentes  à  une  droite  donnée;  3"  le  nombre  des  sur- 
faces tangentes  à  un  plan  donné. 

La  première  des  caractéristiques  est  évidemment 
l'unité. 

Le  nombre  des  surfaces  du  système  qui  sont  tangentes 
à  une  droite  donnée  est  égal  au  nombre  des  courbes 
situées  sur  la  surface  et  dans  un  plan  passant  par  la 
droite  donnée,  tangentes  à  cette  droite;  ce  qui  revient 
à  dire  que  ce  nombre  est  le  même  que  la  seconde  carac- 
téristique du  système  de  courbes  planes  représentées  par 
l'intersection  des  surfaces  U  avec  un  plan  quelconque 

H  =  A  :r  —  Bj'  -1-  C  z, 

ou  bien  des  courbes  dont  l'équation  est 

(')  Voir  3'  série,  t.  II,  p.  233. 

Ann.  dif  Maihémal..Z^ièv'\e  ,  \..  III.  (  Avril  i  88'j .  )  II 


(  '^^'^^  ) 

où  l'on  suppose  que  dans  (v  on  a  remplacé  a  par  sa  va- 
leur en  JC^y,  z. 

Or  l'ëqualion  précédente  est  de  la  forme 

ii^w^iii,  ui  ici  =  K, 

l  l  A  *  ^  ' 


avec  la  condition 


Y 


t/),  u-i^  «3,  .  .  .  représentant  des  fonctions  linéaires  des 
coordonnées,  savoir 

11^  =  «1 J7  -H  biy  -H  Cl  5,     U2  =  a^x  -^  b^y  -^  c^^z,     .  , . , 

l'équation  dilïerentielle  de  ces  courbes  planes  est 

du  y        „  du^  du^ 

-X h  y -H  7  ■  H-  .  .  .  =  o  ; 

et  l'on  voit  bien  facilement  qu'on  peut  la  mettre  sous 
la  forme 

Ot  112  "3  "i     (  «1  ^o  —  ^1  «5  )  (/  -^  -j-,  ) 

dv  1 

-h{biC:^  —  biCi)z~^  -+-(«iC5  —  Cia~^)z 

-h<^U:iU:,Ui[...]-^...=  o, 

ou  bien  encore 


P,  Q,  R  représentant  des  polynômes  du  troisième  degré 

en  X,  j  ,  z. 

Or,  si  l'on  donne  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente 

dy  1.       1  .      <    i>      •    •  dy 

-f-  et  1  ordonnée  a  1  origine   y  —  ^  "i- '   O'i   aura  une 

équation  du  troisième  ordre  pour  déterminer  les  points 
de  contact.  11  existe  donc  trois  courbes  du  système  tan- 
gentes à  une  droite  donnée.  D'après  ce  qui  a  été  dit  plus 
haut,  la  seconde  caractéristique  du  système  de  surfaces 
■est  donc  3. 


(   i63  ) 
Cherchons  enfin  combien  il  existe  de  surfaces  du  sys- 
tème tangentes  à  un  plan  donné 

AX  —  BY  ^-  CZ  -4-  DU  =  o. 

En  désignant  par  x,  p  ,  z,  u  les  coordonnées  d'un  des 
points  de  contact,  on  trouve,  pour  déterminer  ces  coor- 
données, les  relations  suivantes  : 


A  H  C  D 

A  j"  -i-  B  î'  -j-Cz-T-Dii  =  o. 

Prenons  pour    inconnue  auxiliaire  le  rapport  com- 
mun; soit  A  ce  rapport,  on  aura 

m =/A.     ht  —  - —  =  A  B, 

X  y 

C£  —  - —   =  ÀC,      dt  —    ■ —   =  AD. 

z  u 

Tirant  de  là  les  valeurs  de  ^,j> ,  ^,  m  et  remplaçant  dans 
la  dernière  équation,  il  vient,  pour  déterminer  X, 

Aa  B3  Cv  Do 


«£  — XA    '    bz—\y>        cz  —  \(:.    '    f/£  — XD 

(5)  ;  «" 


^         aï'  bt        ,         ce        ^         dz 

^~T        ^^""B         ^-G         ^^~D 

C'est  une  équation  du  troisième  degré  en  A  qui  a  ses 
trois  racines  réelles  et,  comme  à  chaque  valeur  de  À  cor- 
respond un  système  unique  de  valeurs  pour  x^  j,  z,  u^ 
il  en  résulte  qu'il  existe  trois  surfaces  du  système  tan- 
gentes à  un  plan  donné  et  que  la  troisième  caractéris- 
tique est  3.  On  aura  donc  un  système  (i,  3,  3)  d'après 
les  notations  de  Chasles,  et  ces  surfaces  U  jouissent  do 


(   '64  ) 
toutes  les  propriétés  communes  aux  surfaces  de  ce  sys- 
tème. 

Si  l'on  considère  les  transformées  des  surfaces  précé- 
dentes par  le  principe  de  dualité,  on  aura  des  surfaces 
faisant  partie  du  système  (3,  3,  i),  c'est-à-dire  qu'il  en 
passera  trois  par  un  point  quelconque  de  l'espace  et  que 
l'on  aura  par  suite  un  système  triple.  Nous  verrons 
bientôt  que  ce  système  triple  devient  dans  un  cas  parti- 
culier un  système  triple  orthogonal  et  que  les  surfaces 
qui  constituent  ce  système  n'ont  pas  d'enveloppe,  autre- 
ment dit  que  le  système  de  surfaces  orthogonales  ne 
forme  pas  un  système  homofocal.  La  considération  des 
courbes  paraboliques  tracées  sur  les  surfaces  U  nous 
conduira  sans  peine  à  ce  résultat  remarquable. 

Théorème.  —  Les  trois  points  de  contact  des  trois 
surfaces  du  système  U  qui  touchent  un  plan  quelconque 
sont  les  trois  sommets  d'un  triangle  conjugué  relati\^e- 
ment  à  la  section  du  cône  (4)  pai'  ce  plan. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  cherchons  les  équations 
de  condition  qui  doivent  être  satisfaites  pour  que  le 
triangle,  ayant  pour  sommets  les  points  de  contact  des 
trois  surfaces  U  qui  touchent  un  plan  quelconque,  soit 
un  triangle  conjugué  relativement  à  la  section  du  cône 
(4)  par  ce  plan. 

Soient  X),  Aoi  >*>3  les  trois  racines  de  l'équation  en  X; 
j:,,j)^t,  ^1,  U\  les  valeurs  de  .r,  j>^,  ^r,  u  correspondant  à 
)m  ;  ^2,  J2t  ^ïi  "a  les  valeurs  correspondant  à  Aa?  etc. 

L'équation  du  cône  (4)  peut  être  mise  sous  la  forme 
simple 

(')  Voir  iiiénie  Recueil,  3*  série,  t.  II.  p.  77. 


(   i65  ) 
réijualioudu  plan  polaire  du  point  (x,,  j)  ),z,,  ii\)  re- 
lativement à  ce  cône  est 

(awi~  -a^-XijX-r-  (bwi  —  ^  b-yi  \  Y 

-i-(c(v,  —  -c^SjiZ-f-  ydwi  —  ^d^uAl}  =  o. 

En  exprimant  que  ce  plan  passe  par  les  deux  autres 
points  [x-i^y^i  -2,  ^i)-,  (-^^s,  Js»  -3^  «3),  on  a 
IV,  (Vo        a-x^Xi        b^yiy-2 


Z1Z2  d'^llyU', 

^  o, 


(6) 


0 


Enfin  on  a  une  troisième  équation  de  condition 
W2W3        a^x^Xz        b^y^yz    ,    c"^ z^z^        d^ii^u^  _ 

-i—    -1-  --  —r-  -,-  :j  o, 

-fio!      ^  '^  ?■....,':  ^ 

quî,'  jointe  aux  deux  précédentes,  exprime  que  le  triangle 
en  question  est  conjugué  relativement  au  cône.  Il  faut 
montrer  que  ces  trois  équations  sont  identiques  lorsqu'on 
remplace  les  x^  y^  z,  11  par  leurs  valeurs  en  fonction  des 
).  fournis  par  Téquation  (5). 

Retranchons  membre  à  membre  les  équations  (6), 
d'abord  les  deux  premières,  et  remarquons  que,  j:,j>',  z 
n'entrant   dans   ces    équations    que    par    les    rapports 

—  5—5  •  •  •  j  on  peut  supposer  w  =z  i  pour  simplifier  l'é- 
criture; il  vient 

—  Xi{X2—X3}—   -ô-7l(jK2  — 73) 

c-       .  ^        di 

Zy{Zi  —  Z},) ^  Ml  (  Mj  —  «s  )  =   O- 

"  0 


(  ^^^  ) 

Remplaçons  a:,,  JCo,  .  .  .  ,  j>^,,  ja^  •  •  •  pai"  leurs  valeurs 
«'11  Xi,  )v2,  )v3,  on  trouve  que  le  premier  terme  devient, 
en  posant 

Sj  =  Aj -h  A2-f-À3,        S2  =   Al  A2 -f-  Al  A3  H-  A2  A3,        S3=:AiA2A3, 

aAa2(X2—  X3) 
«3s3— Aa2j2  Si  -4- A2a£S2—  A3S3' 

Par  une  substitution  pareille,  le  deuxième  terme  devient 

63£3_B62£2S,^B26£S2—  B3S3'      ""' 

de  sorte  que  l'équation  prend  la  forme  suivante 
a  «2  A 


(7) 


(-/3ç3_D^2£2Si+D2f/£S2—  D3S3 

Si  nous  retranchons  membre  à  membre  la  première 
et  la  troisième,  puis  la  deuxième  et  la  troisième  des 
équations  (6),  et  si  nous  remplaçons  les  JC^y,  z,  u  par 
les  "k,  nous  retomberons  sur  deux  équations  identiques  à 
la  précédente;  donc  il  suffit  de  vérifier  que  (7)  est  une 
identité. 

L'équation  (5)  donne 

ABGD.S,  =  ABC  ^(a  h-  p  -h  7)  +  ABDc(a  -f-  ^3  ^  3)  +  .  . ., 
ABCD.S2=  £[ABc^(a  +  p  )  +  AG6^(a -t-  y)  +. . .], 
ABGD.S3=  t^(Abdca-hBacd^-i-...). 

Effectuons  les  substitutions  des  Si,  So,  S3  dans  le  pre- 
mier terme  de  (7);  il  vient,  toutes  réductions  faites, 


«3 

i£3- 

—  Aa2 

s2Si 

-+-A2aîS2- 
p62B 

■A^Ss 

b-i  z>  — 

■Bb 

'-s^Si-i-B-^b 

£82- 

B^ 

'S3 

-+- 

•\'c-C 

c^z'à  — 

■Gc2 

i£2Si-4-G2c£S2  — 

G3 

S, 

-h 

8^2D 

(aB  — 6A)(«G  —  cA)(«D  —  dk) 
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On  aura  des  expressions   analogues  pour  les  autres 
termes,  et  {7)  devient 


a- 

(aB- 

-b\ 

){aC- 

cA)(aD  — 
6-2 

dk) 

{bC 

-cB)ii 

&D  — f/B)( 

C2 

bk- 

aB) 

(cD 

-dC){ 

cX  —  aC)( 

cB  — 

èC) 

(rfA  — «D)((fB  — 6D)(fZG  -  cD) 
ou  bien,  en  cliassant  les  dénominateurs, 

rt2(^,G— cB)(6D  — f/B)(cD  — rfC) 
^  62(cA  — «G)(aD— ^A)(cD  -c?G) 
^  c2(aB  —  èA)(aD  —  rfA)(6D  —  ^B) 
-4-t/2(6A  — aB)(aG  — cA)(6G  — cB)  =  o. 

On  vérifie  facilement  que  c'est  une  identité^  d'où  ré- 
sulte la  démonstration  du  théorème. 

Maintenant  considérons,  sur  une  des  surfaces  U,  la 
courbe  parabolique  d'ordre  20  et  la  développable  cir- 
conscrite à  cette  surface  suivant  la  courbe  parabolique 
qui  représente,  comme  on  sait,  l'arête  de  rebrousse- 
ment  de  cette  développable. 

Dans  chacune  des  surfaces  réciproques  de  U ,  on  aura 
une  courbe  de  rebroussement  et  une  développable  (  *  ) 
circonscrite  à  la  surface  suivant  cette  ligne  de  rebrous- 
sement, lesquelles  correspondront,  en  vertu  du  principe 
de  dualité,  à  la  développable  osculatrice  et  à  la  courbe 
parabolique  précédentes  \  d'où  ; 

Théoeème.  —  Les  surfaces  réciproques  des  surfacesU 
forment  un  système  triple,  c  est-à-dire  qu'il  en  passera 
trois  par  un  point  quelconque  de  l'espace;  chacune  de 

(')  Voir  Salmo.n,  Geornetry  of  threc  dimensions,  p.  5i6. 
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ces  surfaces  aura  une  ligne  de  rebroussement,  la  dé- 
i^eloppable  circonscrite  à  la  surface  suivant  cette  ligne 
de  rebroussement  sera  de  classe  it,  et  elle  sera  cir- 
conscrite à  une  conique  imaginaire  transformée  du 
cône  (4  )  fjui  représente  le  lieu  des  courbes  paraboliques 
dans  les  premières  surfaces. 

Aux  trois  surfaces  U  qui  touchent  un  plan  quel- 
conque correspondent  trois  surfaces  réciproques  passant 
par  un  point  donné,  et  aux  trois  points  de  contact,  les 
trois  plans  tangents  aux  trois  surfaces  menées  par  le 
point  donné.  Et,  comme  le  triangle  formé  par  les  trois 
premiers  points  est  conjugué  relativement  au  cône  (4)i 
les  trois  plans  tangents  aux  surfaces  réciproques  qui 
passent  par  un  point  donné  sont  conjugués  relativement 
à  la  conique  imaginaire  C  qui  est  la  transformée  du  cône. 

Si,  en  particulier,  cette  conique  C  devient  le  cercle 
imaginaire  de  l'infini,  on  aura  : 

Théorème.  —  Les  surfaces  réciproques  de  U  consti- 
tuent, dans  le  cas  oîi  la  conique  C  devient  le  cercle 
imaginaire  de  l'infini,  un  système  triple  orthogonal^ 
et,  d'après  le  théorème  de  Dupin,  chacune  d'elles  est 
coupée  par  les  deux  autres  suivant  ses  lignes  de  cour- 
bure. 

Remarque.  —  Les  surfaces  de  ce  système  triple  n'ont 
pas  d'enveloppe.  En  effet,  pour  que  deux  des  trois  plans 
tangents  coïncident,  il  faut  que  deux  sommets  du  trian- 
gle conjugué  dans  les  premières  surfaces  U  soient  sur  le 
cône  imaginaire  et,  par  suite,  les  deux  plans  tangents 
coïncidents  dans  les  surfaces  réciproques  sont  tangents  à 
la  développable  circonscrite  à  la  surface  suivant  la  ligne 
de  rebroussement  imaginaire. 

On  a  ici  un  exemple  remarquable  d'un  svslème  triple 
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de  surfaces^  orthogonales  dans  un  cas  particulier,  et  qui 
n'ont  pas  d  enveloppe,  qui,  par  conséquent,  ne  sont  pas 
homofocales.  La  méthode  générale  qui  sert  à  trouver 
l'enveloppe  donnerait  ici  le  lieu  des  courbes  de  rebrous- 
senient  des  sui'faces  du  système.  Cette  remarque  ne  me 
parait  pas  avoir  été  faite  jusqu'à  ce  jour. 

C'est  ainsi  que  dans  le  plan  un  système  de  courbes 
orthogonales  n'admet  pas  d'enveloppe  en  général,  au- 
trement dit  un  système  de  courbes  orthogonales  ne  con- 
stitue pas  généralement  un  système  liomofocal.  Le  lieu 
des  points  où  les  deux  tangentes  aux  deux  courbes  qui 
passent  parées  points  coïncident  est, en  général,  un  lieu 
de  points  singuliers  (  *  ). 

Inversement  on  peut  avoir  dans  le  plan  des  courbes 
homofocales  qui  ne  sont  pas  orthogonales.  Nous  en  avons 
donné  un  exemple  dans  les  courbes  représentées  par 
l'équation 

où  ^  représente  une  fonction  quelconque  de  x  et  dej;, 
a  el  h  des  constantes  et  \  un  paramètre  arbitraire.  Ces 
courbes  sont,   quelle  que   soit   la  fonction  J\   homofo- 

cales  aux  coniques  • h  ^ — j  =  i;  mais,  pour  qu  elles 

soient  orthogonales,  il  faut  que  la  fonction /"satisfasse  à 
une  certaine  équation  aux  dérivées  partielles  qu'il  est 
aisé  d'établir.  (  /  o//'  même  Recueil,  2^  série,  t.  XX, 
p.  406.) 

De  même,  si  l'on  considère  les  surfaces  du  système 
triple 


^-/— '^    '    >/-^        À/ 


(')  Darbocx,   Comptes   rendus,    t.  LXXI,    p.   267;  Élude  géomé- 
trique et  analytique  d'une  famille  de  courbes,  thèse  par   l'auteur. 
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où  f  représente  une  fonction  quelconque  de  jr,  y^  z^ 
toutes  ces  surfaces  sont  homofocales;  elles  sont  inscrites 
danslamême  développable  focale, quelle  que  soitlaforme 
de  la  fonction  y,  mais  elles  ne  sont  pas  orthogonales. 

Pour  qu'elles  soient  orthogonales,  il  faudrait  que  la 
fonction  /"  satisfit  à  trois  équations  aux  dérivées  par- 
tielles du  premier  ordre  que  l'on  trouve  aisément  en 
exprimant  les  conditions  d'orthogonalité.  Ce  calcul 
nous  a  conduit  à  cette  solution  négative,  à  savoir  que 
les  trois  équations  n'avaient  pas  de  solution  commune, 
que,  par  conséquent,  le  système  triple  en  question  n'é- 
tait pas,  sauf  le  cas  des  surfaces  quadratiques,  un  sys- 
tème triple  orthogonal. 

Equation  tangentielle  des  surfaces  U. 

Si  l'on  se  reporte  aux  relations  entre  les  coordonnées 
x,  j^,  ^,  u  et  le  paramètre  )v,  on  en  tire 

^  =         ^  L  =        P  £  ^        T  .... 

w        az  —  XA        w        bt  —  XB        w        cz  —  XG  ' 

remplaçant  dans  l'équation  générale  des  surfaces  U,  il 

vient 

azYf.         bz\U.         es    -f  /  di 


^^ ,  \  « 
E 


K  v^/  VB/  vcy  VD  '    "' 

d'ailleurs  A  doit  satisfaire  à  l'équation  (4)  ou  (4  ^i^^) 

a  3  V  0 

i L^  _; ! 1 _  ^  o. 

^        az        .         bz        ,         cz        .         clz 

^~X       ^-"B        ^~C        ^"D" 

On  obtiendra  donc  l'équation  en  coordonnées  tangen- 
tielles  A,  B,  C,  D,  en  éliminant  le  paramètre  \  entre  ces 
deux  équations. 
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On  voit,  à  l'inspection  de  ces  équations,  que  le  résul- 
tat de  cette  élimination  n'est  autre  chose  que  le  discri- 
minant de  la  première  équation.  On  aura  une  équation 
de  degré  3s  en  A,  B,  ...  et  du  troisième  degré  en  K. 
Donc  les  surfaces  réciproques  de  U  forment  bien  un 
système  triple  d'ordre  3s  et  de  classe  t.  Si  l'on  consi- 
dère A,  B,  C,  D  comme  des  coordonnées  ponctuelles, 
l'équation  résultant  de  l'élimination  de  1  représentera 
en  coordonnées  ponctuelles  les  surfaces  réciproques  de  U 
relativement  à  la  quadratique :c-  +  j- 4-  z--\-  u-=  o[^). 

Application  au  cas  particulier  oàoL=  ^  =  y  ^  o  =  i , 
£  =  4  •  —  Les  surfaces  réciproques  de  U  sont  des  sur- 
faces de  douzième  ordre  et  de  quatrième  classe  dont 
l'équation  en  A,  B,  C,  D  se  présente  sous  une  forme  assez 
simple. 

L'équation  en  X  devient,  dans  ce  cas, 


a        b        c        ^/\-,„  „/  «6 


^'--B-G-^D    ^^-^'HaB-^ÂC^---'^^^ 


ac 


^  f  abc         acd 


VABG        ACD  7  KABGD 


Or  on  sait  (Salmon,  Iligher  Algebra,  p.  171)  que  le 
discriminant  d'une  équation  du  quatrième  degré  de  la 
forme 

«'X*+46'X3-j-6c'X2-f-4rf'X-+-  e'=  o 
est 

{a' e' —  46'^'-+- 3c'-)5 

—  27(a'c'e'+  lU  c'  d' —  a'  d"^—  e'  b'"-  —  c'^)^  —  o. 

Appliquant  ce  résultat  à  l'équation  précédente,  on  aura. 


(  '  )  M.  Darboux  a  étudié  des  systèmes  triples  orthogonaux  repré- 
sentés par  une  équation  analogue  à  la  précédente  dans  son  savant 
Mémoire  sur  les  coordonnées  curvilignes  {Annales  scientifiques  de 
l'Ecole  Normale,  1 878  ) . 
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après  avoir  simplifié  et  réduit, 

r^^^  —  64(aBCD  +  6ACD  -4- c ABD  ^-.  .  .  ) 

—  i  abc  D  ^  acd  B  + .  . .  )  +  ?-^  (a6 CD  -4- .  .  .  )''l  * 
—  ayT-^ABCDca^/GD  -f-...) 

-H-î— («BGD-f-...)(«6CD  -+-... )(aècD  4-...) 

—  iG2ABCD(aècD+...)2 

—  p(aBCD+...)2_  — (a6CD-+-acBD+...?l  =  o. 

C'est  une  équation  du  douzième  ordre  en  A,  B,  C,  D. 


L'INTEGRATION  D'UNE  CLASSE  DE  SYSTÈMES  D'ÉOIIATIONS 
SIMILTANÉES,  LLXÉAÎRES  ET  DU  PREMIER  ORDRE  ; 

Par  m.  IBACH, 

Licencié  es  sciences  mathématiques  et  es  sciences  physiques. 


I.  On  sait  que  la  forme  la  plus  générale  d'un  système 
d'équations  différentielles,  linéaires  et  simultanées  du 
premier  ordre  est  la  suivante  : 

et  la  méthode  de  d'Alembert  conduit  a  démontrer  cj'ne 
la  résolution  d'un  pareil  système  dépend  de  l'intégration 
d'une  équation  dKférentielle  de  la  forme 

du  ,  ^        „  r. 

^-  +  Aw-f-  Ba2=  C, 
dx 

dans  laquelle  A,  B,  G  sont  des  fonctions  de  x.  Or  Euler 
a  prouvé  que  l'on  ne  peut  intégrer  cette  dernière  équa- 
tion que  si  l'on  en  connaît  a  priori  une  solution  parti- 
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culière.  Eu  thèse  générale,  le  problème  est  donc  inso- 
luble 5  ou  va  voir  toutefois  qu'en  modifiantlégèrement  la 
méthode  de  d'Alembert,  ou  arrive  à  intégrer  facilement 
une  classe  nombreuse  de  systèmes  d'équations  simulta- 
nées. 

II.  A  cet  effet,  multiplions  par  les  paramètres  9,  et  B2 
les  équations  (1)5  ajoutant  ensuite  et  retranchant  tour  à 
tour  les   équations  ainsi  obtenues,  nous  avons 

(2)         '        dx  ax 

I  -^-(Qi0,-i-Q2e2j  =  i^,  Oi  — t'sOj, 

(  3  )         ,        dx  dx       -    ^     '    ' 


Je  pose 

(4) 


-^^(Qie,  -  Q2  02)  =  ,-,0,-rjO 


n'Jj. 


\    G,  V  -h  62  5  = 

/  6,1-— 6,2  = 


je  différentie  ces  dernières  équations,  et  j'obtiens 

/,x  fl    dy    .   ç.    dz    ^       dO,    .    _«?82        dl 

dx  dx  dz  dx         dx 

'  dx         ^  dx    '  "    dz        "  dx        dx 

Entre  les  six  équations  qui  précèdent,  il  est  possible 

1  »  ,1 .     .  1  .    ,  dy     dz    ^ 

a  éliminer  les  quantités  J'i  ^t  -f-'  -j-'  1  our  y  parvenir, 

retranchons  d'abord  l'équation  (5)  de  l'équation  (  2  )  et 
l'équation  (6)  de  l'équation  (3  )^  nous  trouvons 

j     _,(Q,e,^Q,,,_^j,=.,,e,^,,,,_|^, 


(7) 


(8) 


(9) 
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dans  lesquelles  il  ne  reste  plus  que  les  quantités  j'  et  -. 
D'autre  part,  les  équations  (4)  fournissent  immédia- 
tenient  j"  et  z  en  fonction  de  9|,  80,  ^  et  ^, 


y        26,  '     ~'  ~  '■^Oî 


de  telle  sorte  que  l'élimination  proposée  se  trouvera 
complètement  réalisée  si  l  on  remplace,  dans  les  équa- 
tions (7)  et  (8),j)'"et  z  par  leurs  valeurs 

/  <if),\  rr  —  r\  fil 

h-(q,6,  -  Q,0.*  ^)  (^^)  =  ,,0,-  .,«.-  -g; 

OU,  en  ordonnant  en  ^  et  ^, 


P.,,+  P,6,_^         Q,,,^Q,,,_^^ 


20, 

Plfil 

+  P202- 

261 

P,0, 

-P,.02- 

dr 

261 

p.  01 

-p^e,- 

262  y 


)... 


t^.Oo, 


C^-X"        \  261  26, 

ïo^^^>  =  "■".-'■''- 

Ces  deux  équations  ne  sont  pas  plus  facilement  inté- 
grables  que  les  équations  initiales  ;  mais  il  faut  bien  re- 
marquer que,  des  quatie  fonctions  ^,  Ç,  ()|  et  80,  deux 
sont  absolument  arbitraires,  et  que,  par  conséquent,  il 
est  permis  de   choisir  deux  d'entre  elles,  8|  et   80   par 


p.ei 

-.r,.-t 

Q 

'il 

~ 

O2 

F, 6, 

-r.'.-t 

Q.O,      Q.6.^^ 

(  '75  ) 
exemple,  de  façon  à  simplifier  les  équations  (9)  et  (lo). 
Or  on  peut  disposer  de  Q ,  et  de  O2  5  de  manière  à  égaler  à  o 
le  coefficient  de  ^  dans  l'équation  (9  )  et  de  ^  dans  l'équa- 
tion (10),  en  éciivant 


(II) 


61  0. 

et  il  est  facile  de  voir  qu'on  aura  ainsi  transformé  les 
équations  (9)  et  (10)  en  équations  linéaires  de  premier 
ordre,  de  la  forme 

s-s?  =  *^- 

Si  les  équations  (11)  permettaient  de  déterminera, 
et  ^21  les  équations  (9)  et  (10)  transformées  fourniraient 
toujours  \  et  X^.  Il  ne  resterait  donc  plus,  pour  avoir 
7  et  ::,  qu'à  porter  dans  les  équations  (4)  les  valeurs  de 
Oi,  62,  i  et  J^  une  fois  connues,  et  il  est  clair  que  les  va- 
leurs dej^  et  z  contiendraient  deux  constantes  arbitraires 
introduites  par  les  intégrations  des  équations  (9)  et  (10) 
transformées. 

On  le  voit,  toute  la  solution  du  problème  dépend  ac- 
tuellement des  équations  (11).  Pourra-t-on  en  tirer  des 
valeurs  acceptables  de  Ô,  et  flo  ?  C'est  ce  que  nous  allons 
étudier. 

A  cet  eifet,  ajoutons  et  retranchons  ces  équations 
membre  à  membre  : 


|P,,-^       Q.O. 


dx 


p,(02)2—  Q,(0,)2=O. 
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De  celte  dernière  équaliou,  on  tiie 

quant  à  la  première,  elle  peut  s'écrire  sous  la  forme 

dOi  r/0, 

et,  en  l'intégrant  immédiatement,  on  obtient  encore 

Mais  ces  deux  valeurs  de  ^  doivent  être  identiques; 
nous  avons  donc  la  relation 

(A)  ^  =  eM-<i.u/.'-. 

v/Q. 

Les  équations  (ii)  qui,  en  tlièse  générale,  sont  in- 
compatibles, pourront  donc,  toutes  les  fois  que  la  rela- 
tion (A)  sera  réalisée,  se  réduire  à  la  seule 

Oi     _     Qa 
v/P^  ~  \/^' 

dont  on  peut  conclure  que  l'on  aura  trouvé  des  valeurs 
acceptables  de  Qj  et  80 ^  si  l'on  prend  ces  valeurs  respec- 
tivement proportionnelles  à  y/Po  et  y^Q,  . 

On  peut,  pour  simplifier,  supposer  que  Ôj  et  Qo  sont 
respectivement  égaux  à  y/Po  et  ^/Q,  . 

III.  Ce  qui  précède  conduit  à  formuler  le  théorème 
suivant  : 

Le  système  d' équations  différentielles  et  simultanées 
de  d'Aleniheit  est  intégrahle  toutes  les  fois  </u  entre 
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les  coefficienls  P,,  P^.,   Q,,   Q.,  des  vaiinbles  y  et  s, 
existe  la  relation 

(A)  ^'  =^/'P,-Q.'/... 

\/Q> 
IV.  Nous  avons  dit   qu'en    employant  les    hypothè- 
ses (il),  les  équations  (9)  et  (10),  qui  donnent  ç  et  ÎÇ,  se 
simplifient;  elles  deviennent,  en  effet,  dans  ce  cas, 

y — ^-^jï=.-,v^- ....... 


dx 


/p,(l,-  !>,(]. -..^\ 


Ce  sont  de  simples  équations  linéaires  et  du  premier 
ordre,  d'où  l'on  tire  immédiatement 


En  posant,  pour  simplifier, 

a.T 
—  0 

.,,.     .M,,     fil 

--.^ .^ 'Il  =  XV 

j'aurai  pour  j^  et  z  les  valeurs  suivantes  : 

(B)     ■  ^■'■ 


,o.'  [/C^'^^^Tt/ 


-     ■     ^--/ -- "-/,>,  6.^,,,  0,)r' 


.'/««.  de  Mathém..  3«  série,  t.  III.  (Avril  1884.) 
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Dans  le  cas  particulier  où  il  n'y  a  pas  de  seconds  mem- 
bres, cV'sl-à-dire  si  v,  et  l'o  sont  égaux  à  o,  ces  valeurs  se 
simplilient  encore  et  deviennent 


.0,      - 


^  = 


2O, 


]^  .  L'élude  de  la  relation  (A)  conduit  aux  remarques 
suivantes  : 

Remarque  I.  —  La  relation  (A)  ne  contenant  pas 
trace  des  s(;conds  membres  v^  et  v^^  on  peut  en  conclure 
que  la  difiiculté  d'intégrer  un  systènae  d'équations  ditïé- 
rentielles  et  simultanées  n'est  pas  augmentée  par  la  com- 
plication de  leurs  s(;conds  membres. 

lietnarqiie  II.  —  Si  nous  supposons  que  P,,  Po,  Q,, 
Qo  sont  des  constantes,  la  relation  (A)  est  identiquement 
vérifiée.  JNous  nous  retrouvons  donc  ici  en  présence  de 
ce  résultat  connu,  que  le  système. d'équations  (i)  est  in- 
légrable  dans  le  t;as  où  les  coefficients  sont  constants. 

Remarque  III.  —  Si  nous  posons  Po  =  o,  Q,  =  o, 
la  condition  (A)  est  encore  identiquement  vérifiée.  Il 
est  facile  de  constater  en  ed'et  que,  dans  ce  cas,  les 
équations  du  système  initial  deviennent  de  simples  équa- 
tions linéaires  et  du  premier  ordre,  l'une  en  7  ,  et  l'autre 
en  s,  qu'il  est  possible  d'intégrer  immédiatement. 

Remarque  IV .  —  D'une  manière  générale,  la  condi- 
tion (A)  étant  une  relation  entre  les  quantités  P,,  Po, 
(),,  Qo,  si  nous  en  choisissons  trois  d'une  manière  ar- 
bitraire, la  quatiième  se  trouve  déterminée,  soit  immé- 
diatement, soit  par  une  quadrature. 

V.  Avant  de  terminer,  observons  encore  que,  dans  le 
cas  parliculier  où  P,  =  Qoi  'a  relation  (A)  indique  qu'il 
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suffit,  pour  rendre  inlégrahie  le  système  fondamental, 
que  les  deux  autres  coefficients  soient  dans  un  rapport 
constant.   Nous    pouvons   donc   formuler   le    tliéorème 
suivant  : 

Théorème  II.  —  Si  le  coefficient  d'une  variable 
dans  une  des  équations  (i)  est  égal  au  coefficient  de 
l'autre  variable  dans  Vautre,  et  que  le  rapport  des 
deux  autres  coefficients  soit  constant,  le  sjstème  d'é- 
quations de  d' Alenibert  est  intégrable  par  la  îuéthode 
précédente. 

VI.  Nous  allons,  pour  achever,  donner  de  cette  mé- 
thode quelques  applications  qui  ne  sont  peut-être  pas 
sans  intérêt. 

Application  I.  —  Soit  à  intégrer  le  système 

dy 


dx 
dz 


xy  -H  3"-  3  =  o, 


—r-  -+■  a^x^v  -^  ^5  =  o. 

dx  •' 

La  condition  (A),  en  observant  que  x  correspond  à 
P,,  (rt-.r-)  à  Po,  x-  à  Qj,  X  à  Qo  et  que  c,  et  t^o  sont 
nuls,  la  condition  (A)  se  trouve  vérifiée  (théorème  II). 

Les  fonctions  ^^   et  Ooi  qui,  dans  le  cas  général,  sont 

égales  à  y/Pa  et  y^Q»,  sont  par  conséquent  représentées 
respectivement  par  ax  et  x. 
Par  conséquent  encore 

dx  „  I 

12  =:  X =  r»  .r2  -i-  .r , 

f)i  X 

doc  „  I 

M   =  j: =  —  ax-  --  X . 

0,  X 

Comme  les  équations  proposées  n'ont  pas  de  seconds 


(   'So  ) 
membres,  les  formules  (C)  donnent  immédiatement 


Ce  2        3    _^C'e  2        3 

y= ^tt:;^ 


'"'■•■  ^  T  -  —  _  r.'  J"^''  -  T  +  -3- 


Ce  ^3   _c'e 


•j.  a  a; 
application  II.  —  Soit  à  intégrer  le  système 

Ici 

Pi  =  o,     Q2  =  o,     P,  =  nrV2^     Q,  =  e2.S 
donc 

6,  =  rte-»',     62  =  e-^, 
donc  encore 

Îî  =  ae2.r_j,     \i!- —  __  rte2^  —  I ; 

^^  et  z  sont  fournis  par  les  formules  (B)  : 

"      »r  r        /•  "      "r  ~1 

-  e-^  I       /  —  .r e--^  „,  I 

2  1  e^(i^ia-H  Vi)e  2        +  C     ; 


I  X- 

e 


■j.ae-^ 


I  .T  +  -  ( 

e 


lae^ 


Application  III.  —  Soit  à  intégrer  le  système 

dv        e^  +  1 

dz  ,  e^^ 

dx  •'         X 

La  condition  (A)  est  vérifiée.  En  effet, 

\/Vt  ^  f  ^  ^ 
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D'autre  pari, 

P.-Q-2  =  ^J 
donc 

de  plus 

giogx  —  x; 

nous  avons  donc 

Les  seconds  membres  étant  nuls,  on  a,  d'après  les  for- 
mules (C),  en  remplaçant  Ù  et  W  par  les  valeurs 

e*'  -H  I  -4-  .r2  —  I  «ar  _|_  .^2 


f  ^  -f- 1  —  .r"^  —  I         e^  ~  X' 


et 


r 


Ce  -^      ■'•  —Ce   -^      *' 
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DOAT  0\  CO\XAIT  LES  TROIS  POL\TS  DOUBLES  ET  CI\0 

poins; 

Par  m.  a.  ASTOR, 

Chaviré  de  Cours  à   la  Facullé  des  Sciences  de  Grenoble. 


1.  On  peut  établir,  entre  les  courbes  unicursales  du 
quatrième  ordre  et  les  coniques,  un  mode  de  correspon- 
dance fort  simple  dont  nous  nous  rendrons  compte  en 
résolvant  le  problème  suivant  : 

L'un  (les  foyers  d'une  conique  inscrile  à  un  frianç^le 
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donné  décrivant  une  conique  donnée,  trouver  le  lieu 
de  l' autre  foyer . 

Si  nous  prenons  le  triangle  pour  triangle  de  référence, 
et  si  nous  appelons  X,  Y,  Z,  X| ,  Y, ,  Z,  les  coordonnées 
des  deux  foyers  d'une  conique  inscrite  au  triangle,  nous 
aurons  les  relations  connues 

XX,  =  YY,  =  ZZ,. 

Si  (X, ,  Y, ,  Z|  )  décrit  la  conique  S, 

S  =  AXf-f-A'Yf  +  A"Zf 

+  2BYjZ,  +  2B'ZiX,  +  2B"X,Yi  =  o, 

on  aura,  entre  les  coordonnées  de  l'autre  foyer,  la  re- 
lation 

A        A'       A"       2B       2B'       2B" 

(  I  )  1-  —  -+-  -¥-  H 1-  — —  =  O. 

W  X2  ^  Y2        Z2       YZ        ZX       XY 

Cette  équation  représente  toutes  les  courbes  unicur- 
sales  du  quatrième  ordre  dont  les  trois  sommets  du 
triangle  donné  sont  les  trois  points  doubles  ;  car  on  peut 
déterminer  les  cinq  coefficients  qui  y  entrent  de  manière 
que  la  courbe  passe  par  cinq  points  pris  en  dehors  des 
trois  côtés  du  triangle.  Dans  ce  procédé  de  transforma- 
tion des  figures,  à  une  droite  corrrespond  une  conique 
circonscrite  au  triangle  et  réciproquement. 

Pour  abréger,  nous  appellerons  U  les  courbes  (•)  et 
S  les  coniques  circonscrites  au  triangle.  U  est  indécom- 
posable en  même  temps  que  S;  or  S  n'est  une  véritable 
conique  que  tout  autant  que  trois  de  ses  points  ne  sont 
pas  en  ligne  droite-,  dès  lors  U  ne  peut  avoir  trois 
points  sur  une  conique  S;  et  si  Ton  se  donne  cinq  points 
en  dehors  des  trois  côtés  et  satisfaisant  à  cette  condition, 
ils  détermineront  effectivement  une  courbe  U,  car  leurs 
correspondants  détermineront  une  coni((ue  effective  S. 
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12.  Voici  une  coiistiiiclioii  géométiiquc  liés  simple 
pour  avoir  le  point  correspondant  à  un  point  donné. 

Soient  ABC  {fi^-  i)  le  triangle  donné  et  P  un  pcjintde 
son  plan  ;  joignons  AP  et  BP,  et  menons  les  droites  éga- 
lement inclinées  sur  une  même  bissectrice  des  angles  A 


et  B,  ces  droites  se  rencontreront  au  point  Pj  correspon- 
dant à  P;  P  etP,  coïncideront  donc  si  l'un  tl'eux  est  le 
centre  d'un  cercle  inscrit  ou  exinscrit  au  triangle  ABC 

On  pourrait  aussi  prendre  le  symétrique  de  P  par 
rapport  au  centre  du  cercle  passant  par  les  projections 
de  P  sur  les  trois  côtés,  et  cette  construction  montre  que, 
si  P  est  sur  le  cercle  circonscrit  au  triangle,  P,  sera  à 
l'intini  sur  la  perpendiculaire  menée  de  P  à  la  droite  de 
Sinison  qui  lui  correspond.  Cette  remarque  nous  sera 
utile  par  la  suite. 

Si  P  est  sur  l'un  des  côtés,  P,  est  au  sommet  opposé. 
En  général,  comme  nous  l'avons  vu,  à  une  droite  cori'es- 
pond  une  conique  S;  mais,  si  la  droite  passe  par  l'un  des 
sommets,  AP  par  exemple,  la  conique  correspondante 
se  décompose  en  un  système  de  deux  droites,  dont  lune 
est  le  côté  opposé  BC,  et  l'autre  la  droite  APi  qui,  à 
proprement  parler,  correspond  seule  à  AP. 

3.  Co/istruclion  j)nr  points  de  l,,  quand  on  en  ton- 
nait cinq  points.  —  Construisons  les  cinf)  |)oints   cor- 
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respondant  aux  points  donnés^  ils  déterminent  laco- 
niques, dont  nous  pourrons,  parles  procédés  ordinaires, 
avoir  autant  de  points  que  nous  voudrons  5  construisant 
les  points  correspondant  à  ces  derniers,  nous  aurons  au- 
tant de  points  de  U  que  nous  le  désirerons.  Nous  pouvons 
avoir  également  la  tangente  en  un  point  «  de  U5  car,  si 
nous  prenons  le  point  «,  de  S  qui  lui  correspond,  à  la 
tangente  à  S  en  «,  correspond  une  conique  S  tangente  à 
U  en  «,  et  si  l'on  cherche  un  autre  point  h  de  cette  co- 
nique correspondant  à  uu  second  point  Z»,  de  la  tangente, 
on  pourra  avoir  la  tangente  en  a  à  la  conique  S  qui  passe 
par  les  points  a  et  Z>,  c'est-à-dire  la  tan'gente  en  a  à  U. 

4.   Construction  des  tangentes  aux  points  doubles.  — 
Considérons  une  branche  Aa  de  U  {Jig.  2)  :  il  lui  cor- 


respond un  éléme]it  A,  rt,  de  S  partant  de  l'un  des 
points  A,  de  rencontre  de  S  avec  BC;  or  on  a 

aAB  =  «1 AC  ; 

en  passant  à  la  limite,  on  voit  que  la  tangente  en  A  à 
Aa  est  la  droite  correspondant  à  AA,.  Pour  avoir  les 
tangentes  aux  trois  sommets,  il  suffit  donc  de  prendre  les 
points  de  rencontre  de  S  avec  l'un  des  côtés  et  de  con- 
struire les  droites  qui  correspondent  à  celles  qui  joignent 
ces  points  au  sommet  opposé. 
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Si  BC  rencontre  S  en  deux  points  réels  et  distincts, 
A  est  un  point  double  réel  ordinaire  ;  si  BC  est  tangente 
à  S,  A  est  un  point  de  rebroussement,  et  si  D  est  le 
point  de  contact,  la  tangente  de  rebroussement  sera  la 
droite  conjuguée  de  AD;  d'où  nous  déduisons  que,  si  U 
a  trois  points  de  rebroussement,  les  trois  tangentes  de 
rebroussement  sont  concourantes,  car  S  est  alors  inscrite 
à  ABC,  et  les  droites  qui  joignent  les  sommets  aux  points 
de  contact  des  côtés  opposés  sont  concourantes  ;  il  en 
est  de  même,  comme  on  le  sait,  pour  leurs  conjuguées. 

Nous  pouvons  avoir,  relativement  aux  six  tangentes  à 
U  aux  trois  points  doubles,  un  tliéorème  général,  dont  le 
précédent  est  un  cas  particulier.  Soient  D,  D'ies  points  de 
rencontre  de  S  avec  BC,  D,,  D',  les  points  où  BC  est 
rencontrée  par  les  droites  conjuguées  de  AD  et  AD';  il 
est  facile  de  voir  cjue  les  six  points  Di,  D\  et  les  analogues 
sont  situés  sur  une  deuxième  conique. 

Soit 

S  =  A\2  -t^  A'Y2  -r-  A"Z2  +  2BYZ  —  aB'ZX  +  2B"XY  =  o, 
cl  considérons  la  conique  dont  l'équation  est 

S'=  A'A"X2  + A"AV2-^  AA'Z2 

-r^  2ABYZ    -  ^A'B'ZX  -^  aA'B'XY  =  o. 

Si  nous  faisons  Z  =  o  dans  les  deux  éc|uations,  nous 

obtenons,  pour  les  deux  couples  de  droites  joignant  les 

})oints  de  rencontre  de  S  et  S'  avec  Z  au  sommet  X\ , 

les  équations 

AX2  —  Â'Y2  -f-  2li"\Y  =  o, 

A'X2-i-  AY-2  ^  2B"XY  =  o. 

et  ce  sont  bien  deux  couples  de  droites  conjuguées.  Il 
en  est  de  même  pour  les  autres,  et  nous  pouvons  dès 
lors  dire  que  : 

Les  six  tangentes  à  une  courte  iinicursale  ihi  (jua- 
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Irième  ordie  en  ses  trois  poiiils  doubles  coupent  les 
trois  côtés  du  triangle  formé  par  les  trois  points  doubles 
en  six  points  situés  sur  une  conique. 

De  sorte  (|ue,  comme  ou  pouvait  le  prévoir,  la  eou- 
naissauce  de  cîuq  de  ces  taugentes  eutraîne  celle  de  la 
sixième.  Ce  tliéorèiue  compreud,  comme  cas  particulier, 
celui  qui  est  relatif  aux  courbes  à  trois  rebrousseuieuts. 

o.  Construction  des  asymptotes.  —  Soit  I  {fg.  3) 
uu  point  commun  à  8  et  au  cercle  circonscrit.  jNous 
avons  vu  qu'au  point  1  correspond  un  point  à  l'infini  de 

Fis.  3. 


U^  la  direction  asymptotique  est  la  perpendiculaire  IK 
menée  à  la  droite  de  Simson  correspondant  à  J. 

Supposons  construite  l'asymptote,  sa  transformée  sera 
une  conique  5  tangente  à  S  en  I,  ce  qui  la  détermine. 
La  parallèle  à  IK  menée  par  un  point  correspondant  à 
un  point  quelconque  de  cette  conique  sera  l'asymptote. 
Une  construction  très  simple  consistera  à  cliercher,  au 
moyen  du  théorème  de  Pascal,  la  tangente  à  cette  conique 
en  Tun  des  sommets,  A  par  exeniple;  la  droite  conjuguée 
de  celte  tangente  coupera  BC  en  un  point  de  la  trans- 
formée, c'esl-à-diro  de  l'asymptote. 
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On  aura  donc  les  asymptotes  de  la  courbe,  si  Ion  con- 
naît les  points  de  rencontre  de  S  et  du  cercle  circonscrit. 
Si  S  était  tangente  au  cercle  circonscrit,  deux  asymptotes 
deviendraient  parallèles  ;  la  conique  S  considérée  devient 
le  cercle  circonscrit  lui-même  dont  la  transformée;  est  la 
droite  de  l'infini;  les  deux  asymptotes  s'éloignent  donc 
à  l'infini,  ce  qu'on  pouvait  prévoir  ;  car,  si  elles  restaient 
à  distance  finie,  U  aurait  quatre  points  doubles,  ce  qui 
est  impossible.  Si  S  était  osculatrice  au  cercle  circon- 
scrit, trois  asymptotes  iraient  à  l'infini;  les  quatre  iraient 
à  l'infini  dans  une  même  direction  si  S  et  le  cercle  cir- 
conscrit étaient  deux  courbes  surosculatrices,  c'est-à-dire 
si  l'osculation  avait  lieu  en  un  sommet  de  S. 

6.  Points  d'inflexion.  —  A  une  tangente  à  U  corres- 
pond une  S  tangente  à  S;  à  une  tangente  d'inflexion  à 
U  correspond  une  S  osculatrice  à  S;  on  aura  donc  les 
points  d'inflexion  de  U  en  transformant  les  jioints  de 
contact  de  S  avec  les  S  qui  lui  sont  osculatrices.  11  est 
facile  dès  lors  d'avoir  une  courbe  sur  laquelle  sont  situés 
les  points  d'inflexion  de  U. 

Soit,  en  effet, 

S  =  AX2  +  A'  Y2  +  A" Z2  +  2  B YZ  -f-  2  B' Z  X  -f-  2 B" X  Y  =  o ; 
l'équation  d'une  conique  osculatrice  à  S  au  point  (j",j}  ,  -) 

S  -\-  (  XS.;.  -4-  YS;  -t-  ZS; ){l\-r-  m\  -^  7iZ )  =  o, 

si  l'on  a 

Ix  -+-  my  -\-  nz  =  o. 

Pour  que  la  conique  soit  une  S,  il  faudra  que 
A   —  ^S^    =0, 

A'   —  «iSy   =   o, 

A"  -■-  /zS-    =  n. 


(  '88  ) 
cL,  par  suite,  il  y  a  six  points  donnés  par  riiiterseclion  do 
S  avec  la  cubique 

AXA/Y       k'Z  _ 

Sx  Sy  Sz 

Il  y  a  donc  six  points  d'inflexion,  qui  sont  donnés  par 
l'intersection  de  U  avec  la  courbe  du  sixième  ordre 
AYZ  A'ZX 


AYZ  +  B"ZX  +  B'XY       B"YZ  + A'ZX  +  BXY 

A"XY 


B'YZ  +  BZX-^A'XY 


Cette  courbe,  bien  plus  commode  que  la  liessienne,  a 
trois  points  triples  aux  sommets  du  triangle  de  référence; 
elle  coupe  U  en  six  points  confondus  en  chacun  de  ces 
sommets  et  six  points  distincts  de  ces  derniers  qui  sont 
les  six  points  d'inflexion. 

7.  Dans  le  procédé  de  transformation  employé,  à  une 
droite  a^  h^  correspond  une  conique  S  passant  par  a  et  h 
conjugués  de  a^  et  h^  \  nous  la  désignerons  par  'ï.ah.  Au 
point  de  rencontie  de  deux  droites  a^h^^  t',<T?(,  corres- 
pond le  quatrième  point  commun  à  S<7Z»,  Y^cd.  A  la  tan- 
gente en  rt,  à  S  correspond  une  conique  S  tangente  à  U 
en  a\  nous  la  désignerons  par  lia-. 

De  cette  réciprocité  naissent  un  grand  nombre  de 
théorèmes,  dont  nous  allons  énoncer  quelques-uns  : 

i"  //  lî y  a  (juune  coniiiue  S  tangente  à  cinq  droites  ; 
il  n'existe  qiC une  courbe  U  tangente  à  cinq  coniques  S. 

Le  théorème  corrélatif  du  théorème  de  Pascal  est  le 
suivant  : 

Six  points  de  U  étant  considérés  dans  V  ordre  ahcdef\ 
les  quatrièmes  points  communs  aux  trois  groupes  de 
coniques  {^ab,  Sf/e),  (S^c,  Se/),  {^cd^  '^J'^)  ^^'^^  ^^'"'' 
une  même  conique  ^. 
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Transformons  le  théorème  de  Brianclion  : 

Considérons  six  S  tangentes  à  U,  et  leurs  c/untrièjnes 
points  communs  successifs  ;  en  les  numérotant  dans 
V ordre  i ,  2,  3,  4?  5,  6,  les  coniques  Z,^,  -05,  ^nr,  ont  un 
quatrième  point  commun. 

On  sait  que  les  six  sommets  d'un  hexagone  circonscrit 
à  S  sont  sur  une  même  conique  :  donc,  si  l'on  considère 
les  six  coniques  S<2-,  SZ»-,  Se-,  Sd!-,  Se-,  S/"-,  dans 
l'ordre  circulaire  indiqué,  chacune  coupe  la  suivante  en 
un  point,  et  les  six  points  ainsi  obtenus  sont  sur  une 
même  courbe  U. 

Citons  encore,  comme  exemple  de  ces  transformations, 
qui  sont,  comme  on  le  voit,  en  nombre  indéfini,  le  théo- 
rème suivant  : 

Deux  côtés  d'un  triangle  inscrit  dans  S  passent  par 
deux  points  fixes  pt,  q,;  le  troisième  côté  enveloppe 
une  conique  S|  bitangente  à  S  en  ses  points  de  rencontre 
avec  la  droite  pq . 

Théorème  corrélatif  : 

Si  l'on  prend  un  point  quelconque  a  sur  une  courbe 
U,  et  deux  points  p^  q  de  son  plan,  les  coniques  Y.ap^ 
'ï^aq  rencontrent  U  en  deux  nouveaux  points  b  et  c\ 
V enveloppe  de  Hbc  est  une  courbe  U,  bitangente  à  U 
en  ses  points  de  rencontre  avec  ^pq. 

8.  Cette  transformation  des  figures  conduit  à  une 
propriété  remarquable  des  droites  de  Simson,  à  savoir 
que ( « ) : 

Les  droites  de  Simsofi  sont  les  asymptotes  des  hy- 
perboles équilat.ères  circonscrites  au  triangle. 

(')  Voir  WhAhh.  Journal  de  Mattiéniatiques  spéciales,  2"  série, 
t.  III,  p.  if).  Cri.  B. 


(   lO'"»  ) 

Quelques  préliminaires  seiont  utiles  pour  la  démon- 
slration.  Au  ceuLre  du  cercle  circonscrit  correspond, 
d'après  une  propriété  bien  connue,  le  point  de  concours 
des  hauteurs;  donc  à  un  diamètre  DE  du  cercle  circon- 
scrit correspond  une  conique  S  passant  par  le  point  de 
concours  des  hauteurs,  c'est-à-dire  une  hyperbole  équi- 
latère;  les  asymptotes  de  cette  conique  sont  perpendicu- 
laires aux  droites  de  Simson  relatives  aux  points  D  et 
E,  ce  qui  nous  montre  que  les  droites  de  Simson  cor- 
respondant à  deux  points  diamétralement  opposés  sont 
rectangulaires. 

Menons  la  droite  de  Simson  Hi  {fig.  4)  correspondant 


à  D  et  joignons  A  au  deuxième  point  K  de  rencontre  de 
Dï  avec  le  cercle;  IH  et  AK  sont  parallèles. 

En  e/Fet,  dans  le  quadrilatère  inscriptible  DHIC,  on  a 


IHG  =  IDC, 


et  par  suite 


IHG 


KAC, 


ce  qui  démontre  la  proposition. 

Du  point  B  menons  BL  perpendiculaire  à  AK,  et  joi- 
gnons IL;  eu  vertu  du  théorème  précédent,  cette  droite 
est  parallèle  à  AC,  car  c'est  la  droite  de  Simson  relative 
à  \\  pour  le  triani;le  AKD. 


(  '91  :> 

Cela  posé,  considérons  l'Iiypcibolc  S  asymptote  à  IH, 
et  clierclions,  au  niovcn  du  théorème  de  Pascal,  son 
second  point  de  rencontre  avec  BL.  Pour  cela,  numéro- 
tons I,  a  les  deux  points  à  l'intini  suivant  IH,  3,  4>  ^ 
les  sommets  du  triangle  dans  l'ordre  ACB,  et  6  le  point 
inconnu;  les  points  de  rencontre  de  (12),  (4'J')i  c'est- 
à-dire  I,  de  (  2.3),  (56),  c'est-à-dire  L,et  de  (34),  (61)  sont 
en  ligne  droite;  donc  ce  dernier  est  à  l'infini,  puisque 
(34),  c'est-à-dire  AC,  est  parallèle  àlM.  Or  la  droite  61 
n'est  point  parallèle  à  AC,  car  elle  est  parallèle  à  IH; 
donc  61  est  tout  entière  à  l'infini,  c'est-à-dire  que  la 
deuxième  direction  asymptotique  est  perpendiculaire  à 
la  première,  et  l'hyperbole  est  équilatère;  de  sorte  que, 
d'après  une  propriété  connue,  si  l'on  prend  les  droites  de 
Simson  correspondant  aux  extrémités  d'un  diamètre, 
elles  se  coupent  à  angle  droit  sur  le  cercle  des  neuf 
points. 

9.  Cette  propriété  des  droites  de  Simson  se  démontre 
aisément  par  le  calcul  de  la  façon  suivante  : 

Prenons  pour  axes  deux  côtés  du, triangle;  les  équa- 
tions de  deux  droites  rectangulaires  étant 

ix  -^  Pjk  — 1  =  0, 
(  P  —  a  cos6)a?  —  (a  —  °  cos6)r  -4-  X  =  o, 
l'équation   de   l'hyperbole   équilatère   dont  ces  droites 
sont  les  asymptotes  et  qui  passe  par  l'origine  sera 

(oLcr-¥-  ?J  — i)[(3  —  acos6)a-  —  (a  —  pcos6)j-^  1]  —  A  =  o. 

Appelant  a  el  b  les  longueurs  des  deux  côtés  dirigés 
suivant  Oj:  et  Oj^  nous  aurons,  pour  exprimer  que 
l'hyperbole  est  circonscrite  au  triangle,  les  équations 
I  À 


a         [j  —  a  cosO 
'3    •     a— ^^cosO 


(   '9^^-  ) 
Les  équations  des  perpendiculaires  à  Ox  et  Oj)    en 
leurs  points  de  rencontre  avec  la  droite 

ot.r  -^  [3;)'  —  I  =  o 
sont 


>'=-z^^{'-'0" 


y  —  -^  =  —  .rcosB. 

Appelant  Xt  et  j  ,  les  coordonnées  de  leur  point  de 
rencontre,  nous  avons  à  montrer  que  ce  point  est  sur  le 
cercle  circonscrit,  c'est-à-dire  que 

^1  ~^y^  "^  ^JTijKi  cosO  —  axi  —  hyi  =  o. 

Or  on  a 

.rj  -+-  n  cos  6  =  -  1 


^1  cos  6  -h  Yt 


d'où 


et 


3' 


d'autre  part, 

/         _  P  —  a  cosO 
(2)  P'=      ai3sin20    ' 

et,  en  vertu  de  (i), 

ce  qui  démontre  le  théorème. 


o, 


(   '9^  ) 
Eu  éliminant  À  entre  les  équations  (i),  on  a  la  relation 

I 

a  a  —  3  cosO 


1  3  —  oc  cosB 

qui  est  l'équation  tangentielle  de  l'enveloppe  des  droites 
de  Simson  représentées  par  l'équation 

a.r  ■+-  Pj'  —  I  =  o. 

On  voit  que  cette  enveloppe  est  une  courbe  de  la 
troisième  classe,  dont  il  serait  aisé  d'avoir  l'équation  en 
coordonnées  rectilignes. 

10.  Nous  avons  supposé  jusqu'ici  (jue  la  courbe  U  a 
ses  trois  points  doubles  réels.  Or  il  peut  y  en  avoir  deux 
imaginaires  conjugués.  Dans  ce  cas,  on  peut  considérer 
ces  derniers  comme  résultant  de  l'intersection  d'une 
droite  et  d'un  cercle  réels  et  les  projeter  suivant  les 
deux  ombilics  du  plan  de  projection.  Les  courbes  consi- 
dérées peuvent  donc  être  regardées  comme  les  projec- 
tions de  courbes  unicursales  du  quatrième  ordre  ayant 
pour  points  doubles,  d'une  part  un  point  donné,  d'autre 
part  les  ombilics  du  plan,  et,  au  point  de  vue  des  pro- 
priétés projectives,  ces  dernières  peuvent  remplacer  les 
premières,  comme  le  cercle  peut  remplacer  la  conique. 

Si  nous  revenons  au  procédé  de  transformation  em- 
ployé, le  triangle  de  référence  est  formé  par  la  droite  de 
riniini  et  les  deux  droites  isotropes  issues  du  point 
double  réel,  et,  en  plaçant  l'origine  des  coordonnées 
rectangulaires  en  ce  dernier  point,  les  formules  de  trans- 
formation sont 

K2  K2(.r— j>') 


X  -+-  i\ 
X  —  /Y 


K2  K^(.T-\-iv) 


x—iy  ^--i-J»'- 
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x,  }  ,  X,  Y  étant  les  coordonnées  des  deux  points  corres- 
pondants. On  en  déduit 

de  sorte  que  la  courbe  XY  est  la  transformée,  par  rayons 
vecteurs  réciproques,  de  la  courbe  xy  que  l'on  a  fait 
tourner  de  180"  autour  du  point  double  réel  pris  pour 
pôle  de  transformation. 

Donc  les  transformées  par  rayons  vecteurs  réciproques 
des  coniques  sont  des  courbes  unicursales  du  quatrième 
ordre,  et  les  propriétés  démontrées  pour  ces  dernières 
donnent  des  propriétés  correspondautes  de  ces  transfor- 
mées, pourvu  qu'on  modifie  convenablement  les  énoncés. 

Par  exemple,  le  tliéorème  de  Pascal  se  transforme  ici 
en  le  suivant  : 

Si,  su/-  la  transformée  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques d'uneco7iit/ue,  on  prend  six  points  quelconques 
dans  V ordre  abcdej]  les  couples  de  cercles  passant  par 
le  pôle  de  trajisformalioji  et  par  les  points  [ab,  de), 
[bc^  ef)^  [cd^fa)  se  coupent  en  ti'ois  points  qui,  avec 
le  pôle  de  transformation,  sont  sur  un  même  cercle. 


mu  SIR  LV  CO\STUlCTIO\  DES  PLAXS  TA\GE\TS  D'l'\E 
SURFACE  DE  RÉYOLITIO^  Qll  PASSEM  PAR  IXE  DROITE 

^^^™'  Pak  m.  ROUQUET, 

Professeur  de  Malhématiques  spéciales  au  Lycée  de  Toulouse. 


La  détermination  des  plans  tangents  d'une  surface  de 
révolution  qui  passent  par   une  droite   donnée  peut  se 


(   i9^>  ) 
raimuiejau  problème  suivautde  Géométrie  plane  :  Mener 
une  tangente  commune  à  La  méridienne  de  la  surface 
et  à  une  Itjperhole  dont  l' un  des  axes  défigure  coïncide 
avec  r axe  de  la  surface  de  révolution  proposée. 

Soit  D  la  droite  donnée,  L  la  trace  de  l'un  des  plans 
tangents  demandés  sur  le  plan  méridien  P  du  point  de 
contact,  et  A  le  point  de  rencontre  de  D  avec  L.  Nous 
nous  proposons  de  déterminer  cette  droite  L,  tjui  est 
tangente  à  la  courbe  méridienne,  en  un  pointB  qui  n'est 
autre  que  le  point  de  contact  du  plan  tangent  cherché. 

Concevons  l'hyperboloïde  de  révolution  engendré  par 
la  droite  D  tournant  autour  de  l'axe.  La  droite  L  étant 
la  projection  de  D  sur  le  plan  P,  puisque  ce  plan  niéri- 
dicni  est  perpendiculaire  sur  le  plan  tangent  (D,  L),  cette 
droite  L  sera  tangente,  par  cela  même,  à  l'hyperbole 
méridienne  située  dans  le  plan  P,  en  son  point  de  ren- 
contre A  avec  D,  et,  comme  elle  est  déjà  tangente  en  B  à 
la  méiidiennede  la  surface,  L  est  une  tangente  commune 
aux  deux  courbes  dont  nous  venons  de  parler. 

Pour  la  construire,  rabattons  le  plan  inconnu  P  sur  un 
plan  méridien  fixe,  par  une  rotation  autour  de  l'axe.  La 
méridienne  de  la  surface  proposée  et  celle  de  l'hyperbo- 
loïde auxiliaire  sont  connues,  de  telle  sorte  qu'en  leur 
menant  une  tangente  commune,  on  obtiendra  le  rabatte- 
ment L,  de  L. 

11  ne  reste  plus  qu'à  mettre  cette  droite  en  position. 
Pour  y  parvenir,  nous  remarquerons  que  les  points  A) 
et  B| ,  oùL,  touche  l'hyperbole  et  la  méridienne,  sont  les 
rabattements  des  points  A  et  B  précédemment  délinis. 
On  fera  donc  tourner  la  droite  L|  autour  de  l'axe,  jusqu'à 
ce  que  le  point  de  contact  A(  de  cette  droite  avec  l'Iiv- 
perbole  vienne  se  placer  sur  la  droite  D,  ce  qui  est  pos- 
sible d' une  seule  manière.,  puisque  la  droit<;  D  appaitient 
à  1  hvpcrboloïfJc  considéré. 


(   '9'>  ) 
En  résumé,  la  construction  est  la  suivante  : 
i"  On  trace  l'hyperbole  méridienne  de  la  surface  gau- 
che de  révolution  engendrée  par  la  droite  D  tournant 
autour  de  l'axe  ; 

2°  On  mène  une  tangente  commune  à  cette  hyperbole 
et  à  la  méridienne  de  la  surface  contenue  dans  le  même 
plan  méridien  ; 

3°  Enfin  on  fait  tourner  cette  tangente  commune 
autour  de  l'axe,  jusqu'à  ce  que  son  point  de  contact  avec 
l'hyperbole  méridienne  soit  venue  se  placer  sur  la 
droite  D. 

La  nouvelle  position  de  celte  tangente  est  la  trace  du 
plan  tangent  cherché  sur  le  plan  méridien  correspondant, 
et  le  point  de  contact  du  plan  tangent  est  la  position 
qu'occupe,  après  la  rotation  dont  nous  venons  de  parler, 
le  point  de  contact  de  la  tangente  commune  avec  la  mé- 
ridienne de  la  surface  proposée. 

Remarque  I.  —  Cliaque  tangente  commune  donne  une 
seule  solution,  et  deux  tangentes  communes  symétriques 
par  rapport  à  l'axe  fournissent  le  même  plan  tangent. 

Remarque  II.  —  Si  la  tangente  commune  L,  est  l'a- 
symptote de  l'hyperbole  méridienne,  les  points  A,  et  A 
sont  rejetés  à  l'infini,  et  le  plan  P  est  parallèle  à  I),  ce 
qui  le  détermine  complètement.  La  droite  L  est  toujours 
la  projection  de  D  sur  le  plan  P. 


RELATION  EXTRE  LES  DISTANCES  DELA  A  DEL\  DE  OLATRE 
POINTS  DLN  CERCLE  OL  DE  CL\Q  POiXTS  D'l\E  SPHÈRE; 

Par  m.  h.  FAURE. 


Lorsqu'il  s'agit  de   trouver  ces  relations  en  évitant 
l'emploi  de  la  multiplication  des  déterminants,  on  peut 


(   ^97  ) 
einplovcr  le  procédé  suivant  :   soient 

A=B=C=D=o 

les  équations  de  quatre  cercles,  mises  sous  la  forme  or- 
dinaire X-  -\-j-  4-  yx  -h  [^j"  -f-  V  =  o. 
L'équation 


(I) 


rtÂ  -+-6B-^cC  +  (/D  =  o, 


dans  laquelle  a,  b,  c,  d  sont  des  constantes,  représentera 

un   cercle   quelconque.    Prenons   quatre  points    sur   ce 

cercle  et  désignons  par  A;-,  B;-,  C;-,  D,-  les  puissances  de 

l'un  de  ces  points  /•  par  rapport  aux  cercles  A,  B,  C,  D. 

On  aura 

a  A,.  —  bB,—  cCr  -h  clD,.  =  o. 

Donnons  à  /•  les  valeurs  i,  2,  3,  4i  puis  éliminons  les 
constantes  entre  les  quatre  équations  ainsi  obtenues;  on 
obtient  la  relation 


(i) 


A,  B,  G,  D, 

A,  B2  C.  D2 

A3  B3  C3  D3 

Ai  B4  C4  Di 


Supposons  maintenant  que  les  cercles  A,  B,  G,  D 
aient  respectivement  pour  centre  les  points  i,  2,  3,  4  et 
que  de  plus  leurs  rayons  soient  nuls,  on  aura  la  relation 
cherchée. 

La  même  démonstration  s'applique  à  cinq  points 
d'une  sphère. 

Remarque.  —  Si,  au  lieu  de  considérer  quatre  cercles 
A,  B,  C,  D,  on  en  suppose  un  nombre  quelconque  /z, 
on  trouvera,  de  la  même  manière,  au  lieu  du  détermi- 
nant (i),  un  déterminant  à  rï-  éléments,  duquel  nous 
déduirions  une  relation  entre  les  caiM'és  des  distances  de 
n  points  piis  sur  un  cerch;  ou  sur  une  sphère.  Si  généra- 


(   '9'^  ) 
loiiu'iU  on  désigin'  [)ai'  fs  la  distance  de  deux  points,  on 


arrive;  a  la  relation 


(^) 


(2/i)'- 


(/M  )-     (  /r2)-     (/i3)- 


On  peut,  au  moyen  de  la  transformation  inverse,  dé- 
duire de  Icà  une  relation  entre  les  carrés  des  dislances 
d'un  nombre  Ji  —  i  de  points  situés  sur  une  droite  ou 
sur  un  plan.  Prenons  pour  pôle  de  transformation  le 
dernier  point  ?i,  puis  divisons  tous  les  termes  du  déter- 
minant (2)  par  les  termes  correspondants  de  la  Ji"""^^ 
ligne,  sauf  par  le  dernier  o;  divisons  ensuite  les  termes 
des  déterminants  par  les  termes  delà  7^"=™'=  colonne,  sauf 
par  le  dernier  o;  un  terme  cjuelconque  (rs)-  du  déter- 
minant devient r  et,  d'après  la  propriété  fonda- 

mentale  de  la  transformation  inverse,  ce  terme  a  pour 
valeur  le  carré  de  la  distance  des  points  transformés  de 
/•  et  s  multiplié  par  une  constante.  Si  donc  nous  conser- 
vons les  mêmes  lettres  pour  indiquer  les  points  trans- 
formés, nous  aurons  entre  les  distances  d'un  nombre 
quelconque  de  points  pris  sur  une  droite  ou  sur  un  plan 
la  relation 

o        (12)-     (iJ  j-     ...      I 

(21)2  o  (23)2        ...         1 


11  résulte  évidemment  de  la  démonstration  que  sur 
une  droite  le  nombre  des  points  est  au  moins  égal  à  3  et 
sur  un  plan  au  moins  égal  à  4- 
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XOUYELLE  REMARQIE  SIR  LE  SYSTEME  PEAICELLIER; 

Par  m.  Maurice  DOCAGNE, 

Eléve-Insénieur  des  Ponts  et  Chaussées. 


Nous  avons,  en  1881 ,  publié  dans  les  Nouvelles  An- 
nales (2^  série,  t.  XX,  p.  \^Ç>\  une  Note  où  nous  détej- 
niinions  les  rapports  des  vitesses  à  considérer  dans  l'ap- 
pareil du  général  Peaucellier,  lorsqu'on  applique  cet 
appareil  à  la  transformation  d'un  mouvement  circulaire 
en  un  mouvement  recliligne. 

Nous  avons  fait  voir  que,  si  BP  est  la  parallèle  àO'D, 
menée  par  le  point  B,  on  a  entre  la  vitesse  angulaire  w 
autour  du  point  O'  et  la  vitesse  rectiligne  V  le  long  de  BB', 
à  l'instant  considéré,  la  relation 

V  =  co.BP. 

M.  Liguine  a  donné  une  nouvelle  démonstration  de  ce 
théorème  [Nouvelles  Annales,  3*^  série,  t.  I,  p.  i53)  et 
M.  Resal  l'a  exposé  dans  son  Cours  à  l'Ecole  Polytech- 
nique [1"  division,  1881-82,  p.  132  des  feuilles  lithogra- 
phiées).  Nous  pensons  donc  qu'il  n'est  pas  sans  intérêt 
de  montrer  comment  une  très  légère  moditication  permet 
de  donner  à  ce  théorème  une  forme  beaucoup  plus  expres- 
sive, mettant  en  relief  la  loi  de  variation  du  rapport  des 
deux  vitesses. 

Il  suffit  de  mener  par  le  point  O  la  parallèle  OQ  à  BP, 
et  par  le  point  B  la  parallèle  BQ  à  OP,  droite  qui  est 
perpendiculaire  à  BB'. 

Le  triangle  OPB  étant  isoscèle,  comme  semblable  au 
triangle  OO'D,  la  figure  OPBQ  est  un  losange  et 
BQ  =  0Q5  donc  le  lieu  du  point  Q  est  une  païahole 


(  aoo  ) 
ayant  h-  point  O  pour  fojcr  et  la  droite  DD'  pour  di- 
rectrice. 

Si  nous  supposons  cette  parabole  tracée,  il  suffit,  pour 
une  position  quelconque  du  point  B,  d'élever  à  BB'  la 


perpendiculaire  BQ,  limitée  à  la  parabole  et  de  diviser 

la  vitesse  du  point  B  par  BC^pourai^oir,  au  même  instant, 

la  vitesse  angulaire  de  O'D. 

On  peut  avoir  une  représentation  géométrique  de  cette 

vitesse  angulaire,  en  joignant  le  point  Q  à  l'extrémité  V 

du  segment  BV  qui  représente  la  vitesse  du  point  B  ;  on 

a  alors 

w  =  tangVQB. 

Cettereprésentationjàl'aided'uneparabole,  du  rapport 
des  vitesses  V  et  to  fait  voir  immédiatement  quelle  loi 
doit  suivre  l'une  des  deux  vitesses  pour  que  l'autre  soit 
constante. 


COiXCOlRS  GENERAL  DE  188-2. 


Mathématiques  élémentaires. 

Un  pentagone  ABCMD  se  déforme  en  satisfaisant  aux 
conditions  suivantes  :  Les  sommets  A  et  B  restent  fixes  ^ 


(     ^Oi     ) 

les  cinq  côtés  conservent  chacun  la  même  longueur,  eufin 
les  angles  variables  ADINI,  BCM  comptés  dans  un  même 
sens  de  rotation  restent  constamment  égaux  entre  eux. 

Sur  le  côté  MC  on  construit  un  triangle  INICE  semblable 
au  triangle  MDA,  le  côté  MG  ayant  pour  homologue  AD; 
sur  le  côté  MD  on  construit  un  triangle  MDF  semblable 
au  triangle  MCB,  le  côté  MD  ayant  pour  homologue  BC  ; 
le  pentagone  se  déformant  dans  les  conditions  ainsi  dé- 
finies, on  propose  : 

i"  D'étudier  les  variations  de  la  longueur  EF; 

2"  De  trouver  le  lieu  décrit  par  le  sommet  M; 

3"  De  trouver  les  conditions  nécessaires  pour  que  le 
point  M  décrive  une  droite  A; 

4°  De  trouver  les  conditions  nécessaires  pour  que  la 
droite  A  passe  par  le  sommet  A; 

5°  Le  point  M  décrivant  une  droite  A  passant  par  le 
sommet  A,  on  considère  le  cas  particulier  où  les  deux 


côtés  AD,  MD  du  pentagone  sont  égaux  entre  eux,  et 
l'on  demande  le  lieu  que  décrit  alors  un  point  quelconque 
invariablement  lié  au  côté  mobile  MD  du  pentagone. 


Philosophie. 

Les  points  A,  B,  C  sont  les  sommets  d'un  triangle,  les 
points  A,,  B|,  G)  les  milieux  des  côtés  du  triangle  ABG, 
les  points  Ao,  Bo,  Go  les  milieux  des  côtés  du  triangle 
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A,  13,  C|  et  ainsi  de  suite  indéiininient.  On  prend,  en  de- 
hors du  plan  ABC,  un  point  quelconque  P  que  l'on 
joint  aux  sommets  des  divers  triangles  ABC,  A,B|C,, 
Ao  B^Co,  •  .  .  .  Représentons  par  S,  8(,  S^,.  .  .  les  sommes 
des  carrés  des  droites  menées  de  P  aux  sommets  de 
ces  triangles  successifs,  et  par  T  la  somme  des  carrés 
des  côtés  du  triangle  ABC.  On  demande  d'exprimer  à 
l'aide  de  S  et  de  T  l'une  quelconque  des  sommes  81,82, 

Seco7ide. 
Aigèbre.  —  Inscrire  dans  un  cercle  de  rayon  R  une 
corde  telle,  que  la  somme  de  sa  longueur  et  de  sa  distance 
au  centre  soit  égale  à  une  longueur  donnée  /. 

Géométrie.  —  Trouver  à  l'intérieur  d'un  tétraèdie 
ABCD  un  point  INJ  tel,  qu'en  le  joignant  aux  quatre  som- 
mets A,  B,  C,  D  du  tétraèdre,  on  obtienne  quatre  pyra- 
mides équivalentes. 

Troisième. 
4.   Trouver  tous  les  diviseurs  communs  à  trois  nom- 
bres entiers  donnés.  Former  le  tableau  de  ces  diviseurs, 
en  prenant  pour  les  trois  nombres  : 

12852,     i436î,     21924. 

2.  La  distance  des  centres  de  deux  cercles  égaux,  de 
rayon  R,  est  égale  à  R  ^^3.  On  demande  de  calculer  l'aire 
comprise  entre  les  deux  cercles.  En  supposant  ensuite 
R  égal  à  i'",  on  calculera  la  valeur  numérique  de  l'aire 
précédente  à  1*^^  près. 

COXCOIRS  GÉ\ÉRAL  DE  1883. 


Mathématiq  ues  spéciales. 

D'un  point  P,  pris  sur  une  normale  en  un  point  A 
d'un  paraboloïde  elliptique,  on  peut  mener  à  la  surface 


quatre  autres  normales  ayant  pour  pieds  des  points  B, 
C,  D,  E: 

\"  Trouver  l'équation  de  la  splière  S  passant  parles 
quatre  points  B,  C,  I),  E; 

2°  Trouver  le  lieu  des  centres  I  des  sphères  S  quand 
le  point  P  se  déplace  sur  la  normale  au  point  A,  ainsi 
que  la  surface  engendrée  par  la  droite  PL 

Mathérn atiques  éléjneu taires . 

On  donne  deux  droites  R,  R',  non  situées  dans  un 
même  plan,  un  plan  P  parallèle  à  ces  deux  droites,  et 
un  point  A. 

On  considère  tous  les  cercles  qui  ont  pour  centre  le 
milieu  de  la  perpendiculaire  commune  aux  deux  droites 
R  et  R'  et  dont  la  circonférence  rencontre  chacune  de 
ces  droites  R  et  R.'  : 

1°  Trouver  le  lieu  de  la  projection  du  point  A  sur  le 
plan  de  chacun  de  ces  cercles; 

2"  Soient  M  et  jM'  les  points  où  la  circonférence  de 
l'un  des  cercles  considérés  rencontre  la  droite  R  et  la 
droite  R'5  la  sphère  qui  a  ce  cercle  pour  grand  cercle  et 
la  sphère  qui  a  ^IM'  pour  diamètre  se  coupent  suivant 
ce  cercle  C;  à  ce  cercle  C  on  mène  les  tangentes  MT, 
M'T'  aux  points  M  et  M';  soit  D  la  droite  d'intersection 
des  deux  plans  RMT,  R'M'T'.  On  demande  le  lieu  de  la 
trace  de  cette  droite  D  sur  le  plan  P; 

3"  Tiouver  le  lieu  des  extrémités  du  diamètre  du 
cercle  C  perpendiculaire  au  diamètre  M.M'  du  même 
cercle; 

4°  Plus  généralement,  trouver  le  lieu  des  extrémités 
d'un  diamètre  du  cercle  C  faisant  avec  le  diamètre  MM' 
du  môme  cercle  un  angle  constant  donné. 
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Philosophie. 

Etant  donnés  un  triangle  ABC  et  un  nombre  positil' 
m  plus  petit  que  l'unité,  on  prend  sur  le  côté  AB  un 
point  G,,  tel  que  AC(  =  /;/AB;  sur  le  côté  BC  un  point 
A,,  tel  que  BA)  =  mBC;  enfin  sur  le  côté  CA  un  point 
B,,  tel  que  CB,  =:  ?7zCA  : 

i"  Trouver  l'aire  du  triangle  A,  B|  C,  ; 

2°  On  considère  une  suite  indéfinie  de  triangles 
AtB,Ci,  A2B0C2,  ...,  A^B^C^,  ...  dont  chacun  se 
déduit  du  précédent  comme  le  triangle  A,  B)  Ci  se  déduit 
du  triangle  ABC  ;  trouver  la  limite  de  la  somme  des 
aires  de  ces  triangles  quand  le  nombre  entier  p  augmente 
indéfiniment; 

3°  Etudier  les  variations  de  la  limite  précédente  quand 
le  nombre  m  varie  entre  o  et  1  ; 

4°  Déterminer  la  position  du  point  de  rencontre  des 
médianes  des  triangles  A,  B,  Cj,  AoBgCo, ...,  A^B^jC;,, 

Seconde. 

algèbre.  —  On  donne  une  pyramide  régulière  à  base 
carrée  SABCD,  dont  on  suppose  les  faces  latérales  indé- 
finiment prolongées  au  delà  du  sommet  S  et  au  delà  de 
la  base  ABCD.  On  coupe  la  pyramide  par  un  plan  paral- 
lèle à  sa  base  et  l'on  construit  un  parallélépi[)ède  droit 
ayant  pour  base  la  secûowahcd  et  pour  hau  teur  la  distance 
des  deux  plans  parallèles  abcd  et  ABCD.  A  quelle  dis- 
tance faut-il  mener  le  plan  sécant  pour  que  ce  parallé- 
lépipède soit  un  cube? 

Discussion  du  problème^  nombre  des  solutions  (on 
représentera  par  a  le  côté  AB  de  la  base  de  la  pyramide 
donnée  et  par  h  la  hauteur  de  celte  pyramide). 

Géométrie.  —  On  donne  deux  droites  A  et  B  quel- 
conques dans  l'espace  et  un  plan  P  perpendiculaire  à  la 
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droite  A.  Par  cette  droite  A  on  mène  un  plan  quelconque 
Q,  et  par  la  droite  B  un  plan  R  perpendiculaire  au  plan 
(J;  ces  plans  Q  et  R  coupent  le  plan  P  suivant  deux 
droites,  cjui  se  coupent  elles-mêmes  en  un  point  M. 
Trouver  le  lieu  que  décrit  le  point  M  lorsque  le  plan  (^ 
tourne  autour  de  la  droite  A. 

Troisième. 

\ .  On  donne  deux  points  fixes  sur  une  circonférence 
et  on  les  joint  par  deux  cordes  à  un  même  point  de  la 
circonférence.  Au  milieu  de  l'une  de  ces  cordes,  on  mène 
une  droite  qui  coupe  la  seconde  sous  un  angle  donné 
(63"  par  exemple).  On  demande  le  lieu  du  point  d'in- 
tersection lorsque  le  troisième  point  parcourt  la  circon- 
férence. 

Discuter  le  problème. 

2.   Faire  voir  que  l'expression 

1 . 9, .  3 . 4  •  •  •  (  2  «i  —  \)ini 


est  égale  à 


1.2.3. 

I   3  5  7 

■2    2    î   -2 
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Cet  Ouvrage,  destiné  principalement  aux  élèves  de  la  classe 
de  Mathématiques   spéciales,   peut    être   lu    par   les    meilleurs 
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('•li'vcs   (le  la  classe   de   Matliémaliques  élémentaires,  car  il  ne 
renferme  presque  rien  qui  soit  hors  de  leur  portée. 

A  part  la  haute  Optique  et  l'étude  des  phénomènes  capil- 
laires, qui  ne  rentrent  pas  dans  le  programme  des  Mathéma- 
tiques spéciales,  il  constitue  un  Cours  de  Physique  complet. 

S'il  est  un  fait  incontesté  aujourd'hui,  c'est  l'immense  jiro- 
grès  qui  a  été  réalisé  par  l'introduction  de  la  notion  tïénergie 
dans  l'étude  des  Sciences  physiques  et,  dans  des  branches  plus 
spéciales,  par  celle  des  notions  de  potentiel,  de  ligne  de 
force,  etc.  Cependant,  rem|)loi  de  ces  notions  si  précieuses 
s'est  bien  peu  vulgarisé,  et,  si  ces  termes  sont  constamment 
employés  maintenant  dans  le  langage  scientifique,  ils  ne  le  sont 
pas  toujours  avec  une  justesse  suffisante  :  au  sens  précis  on 
substitue  souvent  un  sens  vague.  La  raison  de  cette  connais- 
sance imparfaite  est  aisée  à  trouver  :  ces  notions  ont  été  pré- 
sentées d'abord  sous  une  forme  exigeant,  pour  être  bien  com- 
prises, des  connaissances  mathématiques,  que  ne  possèdent 
pas  toutes  les  personnes  qui  s'intéressent  aux  sciences;  par 
cette  même  raison,  elles  ont  été  presque  complètement  écartées 
jusqu'ici  des  programmes  de  l'instruction  secondaire,  et  ne  sont 
pas  devenues  classiques. 

Et  pourtant,  comment  un  physicien  peut-il  faire  son  cours 
aujourd'hui  sans  parler  de  la  loi  de  la  conservation  de  l'énergie, 
qui  est  la  base  de  la  Physique  moderne,  comme  la  loi  de  la  con- 
servation de  la  matière  est  la  base  de  la  Chimie  depuis  Lavoisiei? 

Comment  peut-on  traiter  des  phénomènes  électriques  sans 
parler  du  potentiel,  la  seule  quantité  qu'on  puisse  aisément 
mesurer  en  électricité  statique,  et  dont  la  connaissance  est 
presque  toujours  indispensable  ])Our  déterminer  les  autres 
grandeurs? 

Un  des  principaux  buts,  que  nous  nous  sommes  proposé,  en 
écrivant  cet  Ouvrage,  est  précisément  d'introduire  ces  notions 
fondamentales  dans  l'enseignement  de  nos  lycées,  étant  convaincu 
qu'il  n'y  a  pas  de  plus  puissant  moyen  de  vulgarisation.  Avec 
très  peu  de  calcul  (ces  calculs  du  reste  étant  toujours  faciles  à 
suivre,  même  pour  un  élève  de  la  classe  de  Mathématiques  élé-. 
mentaires),  et  sans  rien  ùter  de  leur  précision,  nous  avons 
présenté  ces  mêmes  notions.  INous  les  avons  étroitement  reliées 
à  l'expérience.  Enfin  nous  avons  montré,  par  des  exemples, 
l'emploi  utile  qu'on  pouvait  en  faire,  et  comme  elles  viennent 
guider  le  iilnsicieu  cxpi-rinicnl  iilcnr  dans  ses  rcchcrclies. 


D'ailleurs,  nous  nous  sommes  loujouis  appliqué  à  faire 
comprendre  que  nos  connaissances  en  Physique  proviennent  de 
l'observation  des  phénomènes  naturels  et  de  l'expérience,  et 
nous  avons  donné  la  plus  large  part  à  la  description  des  meil- 
leures méthodes  expérimentales.  En  cela  nous  croyons  nous 
être  conformés  à  l'esprit  du  nouveau  programme,  que  nous 
avons  pris  à  peu  près  pour  plan  général  de  l'Ouvrage.  Si  nous 
avons  traité  quelques  questions  qui  n'y  sont  pas  spécialement 
désignées,  pour  rendre  le  cours  un  peu  plus  complet,  il  va  sans 
dire  qu'aucune  de  celles  qui  y  sont  mentionnées  n'a  été  omise. 

Tout  récemment,  les  physiciens  des  diverses  parties  du 
monde  ont  adopté,  au  Congrès  international  des  Électriciens 
(octobre  1881),  un  système  d'unités  absolues  qui,  quoique  vi- 
sant plus  spécialement  les  mesures  électriques,  s'étend  en  réa- 
lité à  toutes  les  mesures  faites  en  Physique. 

Nous  croyons  qu'il  est  du  devoir  de  tout  professeur  d'ensei- 
gner dorénavant,  et  de  faire  employer  aux  élèves,  ce  nouveau 
système  de  mesure  qui,  du  reste,  ayant  pour  base  le  svstème 
métrique,  ne  change  que  fort  peu  de  chose  aux  habitudes 
prises  antérieurement,  d'autant  plus  que  dans  aucun  cas  il  ne 
saurait  y  avoir  confusion.  Aussi  avons-nous  exposé  dans  cet 
Ouvrage  les  principes  sur  lesquels  repose  tout  système  de 
mesures  absolues,  et  le  système  particulier  adopté  par  le  Con- 
grès. Nous  en  avons  fait  usage  dans  les  diverses  parties  de  la 
Physique,  sauf  à  indiquer  parallèlement,  quand  nous  l'avons 
cru  utile,  pour  faciliter  la  transition,  les  formules  ou  les  résul- 
tats numériques  avec  les  unités  consacrées  par  l'usage,  dans 
les  cas  relativement  rares  où  il  n'y  a  pas  concordance. 

Par  là,  surtout,  nous  espérons  que  cet  Ouvrage  pourra  rendre 
quelques  services  en  dehors  de  l'enseignement  et  de  la  classe 
de  Mathématiques  spéciales,  auquel  il  est  plus  particulièrement 
destiné.  H.  Pellat. 

Leçoîns  de  Géométuie  analytique,  à  l'usage  des  élèves 
de  la  classe  de  Matliéinatiques  spéciales,  par  M.  E. 
Pruvost,  inspecteur  généial  de  rinstrticlion  publique, 
ancien  professeur  au  lycée  Louis-le-Grand.  Paris,  Paid 
Dupont;  i884-  Grand  in-8"  de  352  pages.  Prix  :  ^''. 

Le    |)reinicr  fascicule    annoncé    ici    rciifciiiic   la   conslruclion 
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•  les  formules,  les  coordonnées  et  leur  transformation,  la  ligne 
droite,  le  cercle,  les  lieux  géométriques,  la  classification  des 
courbes  du  second  ordre  par  la  méthode  de  Descartes  et  par 
son  équivalente,  la  décomposition  en  carrés,  les  centres,  les  dia- 
mètres et  les  axes  des  courbes  du  second  ordre,  la  réduction  de 
l'équation  du  second  degré  dans  le  cas  des  axes  rectangulaires, 
les  invariants,  les  tangentes,  les  courbes  enveloppes,  la  conca- 
vité et  la  convexité,  les  points  d  inflexion,  les  points  singuliers, 
l'étude  d'une  courbe  algébrique  au  voisinage  d'un  de  ses  points, 
les  asymptotes,  l'étude  des  points  à  l'infini,  la  construction  des 
courbes  en  coordonnées  rectilignes  et  le  commencement  de 
l'étude  des  courbes  du  second  degré  sur  les  équations  réduites. 
Le  deuxième  fascicule  est  sous  presse. 

Cours  de  Mathématiques  spéciales  :  2*^  Partie,  Géo- 
métrie awalytique  A  DEUX  dimensions;  par  M.  G.  de 
Longchamps,  professeur  de  Mathéinaliques  spéciales  au 
lycée  Cliarlemagne.  Paris,  Delagrave  ;  i884-  In-8''  de 
248  pages.  Prix  :  o^"". 

Le  premier  fascicule  annoncé  ici  renferme  les  coordonnées, 
l'étude  sommaire  de  quelques  courbes  célèbres,  la  construction 
des  expressions  homogènes,  la  transformation  de  coordonnées, 
la  ligne  droite,  le  cercle,  les  tangentes,  les  enveloppes,  les  po- 
laires, les  polaires  réciproques,  les  asynxjitotes,  les  points  sin- 
guliers, les  centres,  les  diamètres,  les  axes,  les  courbes  diamé- 
trales, l'homothélie  et  la  similitude. 

Le  second  fascicule  paraîtra  dans  la  première  quinzaine  de 
mai,  et  coûtera  5*^'. 


ERRATA  DES  TARIES  DE  LOGARITH)IES  DE  SCHRO^. 
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SIR  LA  TRA\SFORM\TIO\  DES  ÉQUATIOXS; 

Pau  m.  Ch.  BIEHLER. 


1 .  Étant  donnée  une  équation  algébrique  et  entière  de 
degré  /»,  fl^x)=  o,  dont  les  racines  sont  «,  ^,  c,  ...,/, 
on  se  propose  de  trouver  une  équation 

F0')  =  o 

dont  les   raeines  soient  des  fonctions   rationnelles  des 
racines  de  la  proposée. 

Supposons  d'abord  que  les  racines  de  l'équation  en  y 
soient  fonction  de  deux  des  racines  de  1  équation  en  x 

r  =  ?(«,  /•')• 

l^'écpiation  transformée 

F(j)  =  o 
s'obtiendra  en  égalant  à  zéro  le  produit 

X  [ r  —  o ( 6,  a )]  [y  —  !i (  b,  h )]  ...[_)—  o (  6,  /  )] 

X 

X[j  — 'f(/,    «)JLv  — o(/,    b)\...{y  —  <:j{l,    /)]. 

Je  dis  que  l'on  peut  former  l'équation  en  ■)'  au  moyen 
d'éliminations  successives  d'un  seul  paramètre  entre  deux 
équations. 

En  ed'et,  si  l'on  désigne  par  <!>(«,  j)  l'éliminant  des 
deux  écjuations 

y  —  o(a,  ;r")  =  o,    f{x)  —  o, 

on  voit  que  le   produit  des  m  facteurs  de  la  première 
ligne  de  F(j'^),  savoir  : 

\y  —  'ù(a.  a)][7-  — ci(<7,  h)\.  .  \y  — 'o{a,  /)], 
Aiin.  de  Matliémat.,  3'  série,  l.  III.  (Mai    iS8/|.)  \\ 


n'est  autre  cliose  (jue  *ï*(rt,  y)  à  une  certaine  puissante 
près  du  coefficient  de  .r'"  dansy(x);  par  suite,  le  poly- 
nôme F(j>")  lui-même  est  le  produit 

FO')  =  <i>(«,  j)*(6,j')...<ï'(/,7); 

F  (y)  est  donc  l'éliminant  des  deux  équations 

On  voit  donc  que,  pour  foinier  l'équation  en  j  oher- 
cliée,  l'opération  que  l'on  appelle  communément  élimi- 
ner a  et  b  entre  les  trois  équations 

/(«)  =  o,    /(6)  =  o, 
revient  à  éliminer  b  entre  les  équatious 

j=cp(«,  6),    /(6)  =  o, 

ce  C[ui  donne  une  équation 

^{a,  y)  —  o, 

puis  à  éliminer  a  entre 

tij(r/,  r)  =  o,    /(a)  =  o. 

Le  problème  revient  donc  à  deux  éliminations  ordi- 
naires d'un  paramètre  entre  deux  équations. 

2.  On  voit,  d'après  la  composition  du  polynôme  F('>  ), 

que  l'équation 

F(7)  =  o 

est  du  degré  m-^  mais,  parmi  les  m^  racines  de  cette 
équation,  se  trouvent  les  quantités 

o(«,  a),   oih,  b) o{L  r). 

Si  l'on  veut  former  l'équation  de  degré  ??i[t}i  —  i)  qui 
n'admet  pour  racines  C[ue  les  quantités  'f  («,  b),  dans  les- 
quelles a  et  b  sont  des   racines  diiiérentes,  il  suffira  de 


(  ^"  ) 

remarquer  que  le  polynôme  ^[a,j)  est  divisible  par 

jr  —  '-3(rt,  a)  -,  le  quotient  de  <I>  {f^,  y)  parj'  —  '-^{^i  ^)  *^st 
un  polynôme  de  degré  m — i  en  y,  <!>)(«, j>^),  et  le 
résultat  de  l'élimination  de  a  entre 

'Pi(a,y)  =  o,    f(a)  =  o 

donne  l'équation 

FiO')  =  o 

de  degré  mi^m  —  i)  cherchée. 

On  peut  aussi  dans  le  même  but  diviser  F(^'")  par  le 
polynôme  de  degré  di 

que  l'on  obtient  en  fonction  rationnelle  des  coefficients 
A.ef{^x)  en  éliminant  a  entre  les  équations 

y  —  o{a,  a)  =  o,    f{a)  =  o. 

Si  la  fonction  '-2(«,  b)  est  symétrique  en  a  et  ^,  le  po- 
lynôme 

F(J) 


FiCr) 


4^(7) 


est  le  carré  d'un  polynôme  entier  en  y,  à  cause  de  la 
présence  simultanée  des  facteurs 

y  —  '^(a,  h),     y~'s,{b,  a) 

dans  F  [y).  L'équation  cherchée  ne  sera  donc  plus  que 

1       ,        ,  ni(m  —  i) 
du  degré • 

Ces  considérations  s'appliquent  à  la  formation  des 
équations  aux  sommes,  aux  dilférences,  aux  produits, 
aux  quotients  deux  à  deux  des  racines  d'une  équation 
donnée,  ainsi  qu'à  l'équation  aux  carrés  des  diiîérences  ; 
il  suffît   de  prendre,  pour  la  fonction   'f  («,  è),    l'une 


(  ^•--  ) 

des  quatre  fonctions 

■}■  =z  a  -h  h,     r  =  «  —  l>. 

a 

y  z=.  ab,       r  =  y  • 
b 

3.  Considérons  maintenant  le  cas  où  l'on  aurait  à 
former  une  équation  dont  les  racines  soient  une  fonction 
de  trois  racines  de  l'équation  proposée 

J'  =  ?(«,  b,  c). 
D'après  ce  que  nous  venons  de  démontrer,  le  produit 

^'(«j  y)  =  [j  — ?(«>  «.  «)][j'  — ?(«>  «>  b)]..  .{y  —  o{a,  a,  /)] 
X  [j  — ?(«.  b,  a)][j  — «5(a,  b,  b)\...[y  —  ^{a,  b,  l)] 
X 

x[7  — o(«,  /,  «)][jf  — o(«,  /,  b)]...\j  —  o(a,  l,  /)], 

s'obtient  en  éliminant  c  entre  les  équations 

y  —  ^{ci,  b,  c)  =  o.     /"(c)  =  o, 

ce  qui  donne  une  équation 

*(«;  b,y)  =  o; 

puis  en  éliminant  h  entre 

<ï>(rt,  b,  y)  =  o,    /{b)  =  o. 

L'équation  en  y  cherchée 

F(r)  =  o 

s'obtient  évidemment  en  égalant  à  zéro  le  produit 

F{y)  =  W(a,y)W(b,y)..M'(l,j); 

ce  produit  s'obtient  en  fonction  rationnelle  des  coeffi- 
cients de  f{jc),  en  éliminant  a  entre  les  équations 

xV{a,y)  =  o,    /{a)  =  n. 


(  ^i3  ) 
Le  problème  est  donc  ramené  à  trois  éliminations  suc- 
cessives et  ordinaires  d'un  paramètre  entre  deux  équa- 
tions. 

Il  est  aisé  de  voir  que  la  méthode  précédente  est  géné- 
rale et  que  le  problème  de  la  transformation  est  ramené 
de  cette  manière  à  l'élimination. 

Remarque.  —  Pour  que  la  méthode  des  éliminations 
successives  puisse  s'employer,  il  n'est  pas  nécessaire  que 
a.,  b^  c^  ...  soient  racines  d'une  même  équation.  Ainsi, 
dans  le  cas  où  l'on  aurait  à  éliminer  rt,  b,  c,  ...  entre 
les  équations 

fi{a)  =  o, 

Mb)  =o. 


■^{a,  b,  ..  .,  k)  =  o, 
on  pourrait  éliminer  a  entre 

z,{a,  b,  ...,  k)  =  o,    /i(a)  =  o, 

puis  b  entre  l'équation  résultant  de  cette  élimination  <;t 
f{b)  =  o,  etc. 

La  démonstration  de  cette  proposition  est  analogue  à 
celle  que  nous  avons  donnée  pour  la  formation  de  l'équa- 
tion transformée. 

4.  A  cette  question  de  la  transformation  des  équations 
se  rattache  la  suivante  : 

Trouver  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
quen  des  m  racines  d'une  ê(i nation  soient  liées  par  une 

relation 

cp(a,  6,  ...,_/■)  =  o. 

La  condition  énoncée  s'obtient  évidemment  en  expri- 


(  ^I--  ) 

dos  quatre  fondions 

y  =  rt  -I-  b,      y  ^  a  —  b. 

y  z=.  ab.      y  =  -j  . 
b 

3.  Considérons  mainlejiant  le  cas  où  l'on  aurait  à 
former  une  équation  dont  les  racines  soient  une  fonction 
de  trois  racines  de  l'équation  proposée 

y  =  ?(«,  b,  c). 
D'après  ce  que  nous  venons  de  démontrer,  le  produit 

X  [j  — ç(a,  6,  a)][j  — o(a,  6,  è)] . .  .[j>- —  o(a,  6,  Z)] 
X 

x[7-o(a,   /,  «)][j,--o(«,   /,  Z,)]...[7'_'^(a,  /,  /)], 

s'obtient  on  éliminant  c  entre  les  équations 

y  —  ^(f^f,  h,  c)  =  o,     /"(c)  =  o. 
ce  qui  donne  une  équation 

«ï>(«,  6,  -)')  =  o; 
puis  en  éliminant  h  entre 

<Ij(<7,  b,  7)  =  o,    f{b)  =  o. 
L'équation  enj^  cherchée 

F(r)  =  o 
s'obtient  évidemment  en  égalant  à  zéro  le  produit 

ce  produit  s'obtient  en  fonction  rationnelle  des  coeffi- 
cients àe  f[x),  en  éliminant  a  entre  les  équations 

xr(«,j,-)  =  o,     f(a)  =  o. 


(  ^i3  ) 
Le  problème  est  donc  ramené  à  trois  éliminations  suc- 
cessives et  ordinaires  d'un  paramètre  entre  deux  équa- 
tions. 

Il  est  aisé  de  voir  que  la  méthode  précédente  est  géné- 
rale et  que  le  problème  de  la  transformation  est  ramené 
de  cette  manière  à  l'élimination. 

Remarque.  —  Pour  que  la  méthode  des  éliminations 
successives  puisse  s'employer,  il  n'est  pas  nécessaire  que 
a^i  b^  c^  ...  soient  racines  d'une  même  équation.  Ainsi, 
dans  le  cas  où  l'on  aurait  à  éliminer  «,  b,  c,  ...  entre 
les  équations 


•j>(rt,  b,  ...,  A)  =o, 
on  pourrait  éliminer  a  entre 

z,{a,  b,  ...,  k)  =  o,    /i(a)  =  o, 

puis  b  entre  l'équation  résultant  de  celte  élimination  <;t 
f{b)  =  o,  etc. 

La  démonstration  de  celte  proposition  est  analogue  à 
celle  que  nous  avons  donnée  pour  la  formation  de  l'équa- 
tion transformée. 

•4.  A  cette  question  de  la  transformation  des  équations 
se  rattaclie  la  suivante  : 

Trouver  la  condition  nécessaire  et  sujjisante  pour 
quen  des  m  racines  d'une  équation  soient  liées  par  une 

relation 

(s(a,  6,   ...,y)  =  o. 

La  condition  énoncée  s'obtient  évidemment  en  expri- 


(  --^^I^i  ) 

nombre  des  facteurs  $(«),  ^{b)^  ...,  *!>(/)  qui  sout 
nuls;  l'équation  qui  donne  ces  racines  se  formera  en 
égalant  à  zéro  le  plus  grand  commun  diviseur  des  poly- 
nômes $(x)  et  f(jc)-^  soit  A(.t)  ce  [)Ius  grand  commun 
diviseur.  A  chaque  racine  de  l'équation  A(a')  =  o  sont 
adjointes  nn  certain  nombre  de  racines  dey(.r)=  o  qui 
occuperont  la  place  de  h  dans  s' a,  b). 

Supposons  que  l'équation  A  (a:)  ^=  o  soit  de  degré  jy 
et  soient  «,  è,  .  .  . ,  d  les  racines  de  celte  équation-,  con- 
sidérons la  quantité 

Vi  =      o{a,  a) '^(a,  b).  ..'^{a,  l) 
X  'f(è,  a)  oib.  b)...'^{b,  l) 

X 

X  o{d,  a)^{d.  b).  .  .':i{d.  l). 

Le  produit  \  i  est  formé  par  tous  les  facteurs  '-;(«,  b) 
qui  peuvent  s'annuler.  Or  le  produit  des  facteurs  de  la 
première  colonne  est  l'éliminant  des  deux  équations 

o{jr.  a)  =  o,     A(^j")  =  o. 

Soit  -l'  a)  cet  éliminant,  la  fonction  ^  ,  est  égale  à 

<l{a)  X  '^(6)  X.  ..X  <{/(0; 

les  racines  susceptibles  d'occuper  la  place  de  b  dans  la 
relation  '-p(rt,  è)  =  o  sont  donc  celles  qui  annulent  l'un 
des  facteurs 

On  les  obtiendra  par  conséquent  eu  égalant  à  zéro  le 
plus  grand  commun  diviseur  des  deux  fonctions  'l  [x]  et 
f{x)  :  soit  A,  [x)  ce  plus  grand  commun  diviseur;  l'équa- 
tion A,  (x)  ^  o  donne  toutes  les  racines  qui  peuvent 
occuper  la  place  de  b. 

Si,  au  lieu  de  chercher  le  plus  grand  commun  diviseur 
entre    'Y x     et  y(a:).  on    avait   cherché   le    plus  grand 


(  •^•:  ) 

couiiuuu  diviseur  entre  '!j(x)  et  '- ?  on  aurait  exclu 

par  là  les  racines  de  l'équation  A(j7)  =  o  qui  peuvent 
occuper  la  place  de  Z>;  on  aurait  donc,  parle  fait,  restreint 
la  généralité  du  problème. 

Si  les  deux  polynômes  A(a)  et  A,  (or)  ne  sont  pas  pre- 
miers entre  eux,  il  y  a  des  racines  qui  peuvent  occuper 
la  place  de  (i  et  celle  de  b  dans  la  relation 

'^(  rt,  b)  =  o; 

ce  sont  les  racines  cointnunes  aux  deux  équations 

A(j-)  =  o,     \i{x)  =  o. 

On  voit  aussi  comment  la  résolution  de  l'équation 
y(.i)=  o  est  ramenée  à  celle  d'équations  de  degré  moindre. 

6.   Supposons  maiuleuant  le  cas  où  l'on  a  une  relation 

o(a,  bf  c)  —  o 

entre  trois  racines  de  l'étjuationy  [x]  =  o. 

D'après  ce  que  nous  avons  dit  précédemment,  on  voit 
aisément  que,  si  l'on  élimine  c  entre 

o(«,  b,  c)  =  o.    /(c)  =  o, 

et  si  Ion  désigne  par 

iï>(rt,  b)  =  o 

le  résultat  de  l'élimination  ;  puis,  si  l'on  élimine  b  entre 

*(rt,  ^.)  =  o,    /(6)^  o. 

et  qu'on  appelle  à[ii)  =  o  l'équation  obtenue,  les  racines 
a  sont  données  en  égalant  à  zéro  le  plus  grand  commun 
diviseur  A(  a)  des  deux  polynômes  'i(x)  et  /"(a).  Cela 
lait,  si  l'on  élimine  d  cntie  les  deux  équations 

'^{ a.  b.  c)  =  o.     A(  ({ )  =  o. 


(     2l8     ) 

on  obtient  une  relation 

F{b,  c)  =  o, 

à  laquelle  satisfont  les  racines  &,  c;  on  adjoint  à  cette 
relation  les  deux  conditions 

/(b)  =  o,    /(c)  =  o, 

et  le  problème  est  ramené  au  précédent.  On  restreindrait 
encore  la  généralité  de  la  question  en   adjoignant  à  la 

relation 

F{b,  c)  =  o 
les  conditions 

J\[x)  désignant  le  quotient  (\ef{x)  par  \[x). 


SlIR  LE  CALCUL  DES  FO\CTIO^S  SYMETRIOIES  DES  RACINES 
mm  ÉQUATION; 

Pau  m.  Ch.  BIEHLÈR. 


1.  Pour  ramener  le  calcul  des  fonctions  symétriques 
rationnelles  des  racines  d'une  équation  à  celui  des 
sommes  des  puissances  semblables  de  ces  racines,  on  fait 
usage  des  propositions  suivantes  : 

1°  Toute  fonction  syniéliique  rationnelle  d'un  certain 
nombre  de  lettres  est  le  quotient  de  deux  fonctions  sy- 
métriques entières  des  mêmes  lettres  5 

2"  Toute  fonction  symétrique  entière  d'un  certain 
nombre  de  lettres  est  une  somme  de  fonctions  symé- 
triques homogènes  des  mômes  lettres; 

3"  Toute  fonction  symétrique  entière  et  liomogène 
d'un  certain  nombre  de  lettres  est  composée  linéaire- 
ment de  fonctions  symétriques  de  la  forme  '^(l'^h" ...  /', 


(  ^'9  ) 
où  les  exposants  a,  ê,  . . . ,  X  sont  des  nombres  déter- 
minés, les  mêmes  pour  la  même  fonction; 

4"  Enfin,  toute  fonction  symétrique  de  la  forme 
S«^Z»°  ...  /',  où  a,  ê,  ...,  A  sont  des  nombres  déter- 
minés, est  une  fonction  rationnelle  et  entière  des  sommes 
des  puissances  semblables  des  racines. 

Nous  allons,  dans  ce  qui  suit,  donner  une  démonstra- 
tion des  premières  de  ces  propositions. 

2.  Considérons  le  cas  d'une  fonction  symétrique  ra- 
tionnelle de  deux  lettres, 

/(g,  b) 
¥{a,b)' 

Nous  allons  démontrer  que,  si  l'on  a,  quels  que  soient 
a  et  Z>, 

/(^,  b)  ^  /{b,  a) 
F(a,  b)       F{b,  «)' 

on  aura  séparément 

/(a,  b)  =  /{b,a), 
F(a,b)  =  F{b,  a).. 

Nous  nous  appuierons  pour  cela  sur  la  proposition 

ftx) 

suivante,  bien  connue  :  Si  la  fraction  inéductible  Vtt — - 

F{x) 

f    (  y) 

est  égale,  quel  que  soit  x,  à  une  fraction  •!.'  '   ^ ,  les  deUx 

fonctions  J'i{^  )  et  F,  (.r)  sont  égales  respeclivement  à 
j'[jo)  et  F(.r)  multipliées  par  un  même  polynôme  en- 
tier. 

Soit  Z>o  une  valeur  de  b^  telle  quey(a,  bç^)  et  F(rt,  ^o) 
ne  puissent  s'annuler  simultanément  pour  aucune  va- 
leur de  a\  c'est-à-dire,  supposons  que  b^  ne  soit  pas 
l'nne  des  \aleurs  de  b  faisanl   partie  du  système  des  so- 
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lulions  communes  aux  deux  équations 

/(a,  b)  =  o, 

F(«,  b)  =  o. 
On  aura 

/{a-,  bg)  ^  /(6o,  ft). 

F(«,  60)        F(6o,  «)' 

fia,  b^)       ^  ..         .         •      ,  1        .,  I 

•  ;       ,  ^  est   une   traction  irréductible    en  a:  car  nous 

F(a,  60)  ' 

fia,  b)    -,  ,^  ,      ,  -,  , 

supposons  '^. j-  denarrassee  de  tout  lacteur  en  «  ou  o 

commun  au  numérateur  et  au  dénominateur,  et  la  va- 
leur bo  ne  donne  pas,  dans  l'hypothèse  faite,  de  facteur 
commun  k  f[a,  ho)  et  à  F  (a,  ^0);  par  suite,  f{bo,  «), 
F(^05  ^)  sont  respectivement  d'un  degré  en  a  au  moins 
égal  à  celui  de ^'(rt,  ^0)  etdeF(rt,  b^):  on  pourra  donc, 
en  appliquant  le  théorème  précédent,  écrire  les  égalités 

/(bo,  a)  =  /{a,  bo)&o(a,  bo), 
F(èo,  «)  =  F(«,  bo)  Qoia,  bo), 

0o(<^3  ^0)  étant  un  polynôme  entier  en  a  dont  les  coeffi- 
cients sont  rationnels  en  b^. 

Divisons  maintenanty(è,  a)  pavj(^n,  b),  en  ordon- 
nant les  polynômes  par  rapport  aux  puissances  de  <7, 
nous  aurons 

/{b,  a)=/(a,b)e{a,  b)-^R{a,  b). 

Siy^(«,  b)  est  de  degré  m  en  «,  R(rt,  b)  sera  au  plus 
du  degré  tji  —  1  en  a,  et  les  coefficients  des  diverses 
puissances  de  a  dans  ]i(rt,  b)  sont  des  fonctions  ration- 
nelles de  b. 

Si,  dans  cette  égalité,  on  fait  b  =.  b,,^  il  viendra 


/(bo,  a)  =/(«,  6o)0(«,  60 j—  R(«.  ^o)- 
é 
f{bo,  a)  =/(«,  6o)0o(«.  ^0  I 


Mais  l'égalité 


(  -^'  ) 

nous  montre  que  les  ni  valeurs  de  a  qui  annulent 
/(<7,  Z>o )  annulent  aussi  j(hç^,  a),  ces  valeurs  annulent 
par  suite  R(«,  bo). 

Or  Pi.(«,  ^o)  li'fst  que  de  degré  /;/  —  i  en  a  au  plus, 

par  suite,  R(<7,  Z»u)  est  identiquement  nul,  et  l'on  a 

/•l  (  ^»y  )  =  O,        /•,  (  60  )   =  O,        /•,„_!  (  (^0  )  =  O. 

Ces  égalités  ont  lieu  pour  une  iniinité  de  valeurs  de  Z>n  5 
comme  elles  sont  algébriques  en  b^,  les  fonctions  /•,, 
/•■2,  .  .  .,  /'w-i  sont  identiquement  nulles,  par  conséquent 
R(a,  Z»)  est  identiquement  nul  et  l'on  aura,  quels  que 

soient  a,  b^ 

f(b,  a)=fui,  b)&(a.  b), 
d'où 

F(b,  a)  =  F(a,  b)Q{a,  b). 

La  fonction  6(rt,  ^),  que  nous  savons  entière  cn<7,  est 
aussi  entière  en  b  ;  car,  étant  rationnelle  en  b,  on  pour- 
rait la  mettre  sous  la  forme 

e,(<7,  b) 


e(rt,  b)  = 


'^{b) 


o(Z»)  étant  un  polynôme  en  Z»^   tel  qu'aucun  coeflicient 
de  0,  (rt,  Z>)  ne  soit  divisible  par  un  facteur  de  '-^{b). 
Les  égalités  ci-dessus  deviendraient 

/(6,  «)xo(6)  =  /(«,  ^»)e,(a,  b), 

¥(b,  a)  x'f(6)=  F(rt,  b)ei(a.  b); 
par  suite, 

/fa,  b)     et     Ffa,  6) 

déviaient  être  divisibles  par  '-^f^),  ce  que  nous  n'avons 
pas  admis. 

Si,  dans  les  deux  égalités 

/(b,  a)  =  fia,  b)e{a,  b), 
F (  />,  a  )  —  V(a,  b)B(a.  b). 


(  '^^aa   ) 
ou  change  a  en  h  et  h  en  «,  ou  obtient  les  suivantes  : 

/(«,  b)  =  f{b,  a)Q{b,  a), 
F  {a,  b)  =  F{b,  a)<d{b,  a), 

qui  nous  donnent,  en  les  combinant  avec  les  premières, 

Q{a,  b)e{b,  a)  =  I. 

Comme  (")(«,  h)  est  une  fonction  entière  de  a  et  de  Z», 
il  en  sera  de  même  de  0(^,  n),  par  suite  0(a,  b)  est 
indépendant  de  «  et  />,  et  les  deux  fonctions  B  sont 
égales.  Leur  produit  étant  égal  à  i,  elles  ne  peuvent  être 
égales  qu'à  —  i  ou  à  +  i . 

Or  on  ne  peut  pas  avoir  B(r/,,  ^)  = — i,  car  les  éga- 
lités 

f(a,  b)  =  —  f(b,  a), 

F(a,  b)  =  —  F(b,  a) 
donneraient,  pour  b  =i  a, 

/{a,  a)  =—/(«,  a), 

F{a,  a)  =  —  F{a,  a); 
par  suite, 

f(a,  a)  =  o,     F{a,  a)  =  o. 

Les  deux  fonctions^et  F  admettraient  le  facteur  a  —  b 
simultanément,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse  faite; 

par  conséquent, 

/{a,  b)  =  f{b,  a), 

F(«,  6)=  F(6,  a), 

et  les  fonctions y"( a,  b)  et  F(«,  ^)  sont  symétriques  en 
a  et  b.  La  démonstration  que  nous  venons  de  faire  s'ap- 
plique au  cas  d'une  fonction  symétrique  rationnelle  d'un 
nombre  quelconque  de  lettres,  comme  il  est  aisé  de  le 
voir;  nous  pouvons  donc  regarder  la  proposition  comme 
établie  d'une  manière  générale. 

3.   La  seconde  proposition  peut  se  démontrer  facile- 
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ment  de  la  manière  suivante.  Soit  J\a^  b,  c^  ...,/)  la 
fonction  symétrique  entière  considérée  et  soit,  d'une  ma- 
nière générale,  f^.{fi^  ^i  c,  ...,/)  l'ensemble  homogène 
des  termes  du  degré  \t.  de  la  fonction  proposée. 
On  aura 

f(a,  b,  c,  ...,  1} 

=  /m((t,  b,  c l)-\-  f,n-iia,  b,  c,  .  .  .,  /)-+-.  . . 

+  /,r«,  6,  ...,  /)-t-/o. 

Si  l'on  permute  deux  lettres  quelconques  a  et  h^  on 

aura 

fia,  b,  c,  ....  l)=f(b,  a,  c,  ....  l); 

et  par  suite  aussi 

/{la,  Ib,  le, Al)  =  f(lb,  la,  le Il), 

on  a  donc  les  deux  égalités 

/{la,  Ib,  le,  . .  .,  Il) 

=  l"^f,n(a,  b,  e,  ...,  l)-^l"'-if(a,  b,  c,  ...,  l)-h.., 

+  X/i(a,  b,  e,  ...,  l)-^fo, 
fÇlb,  la,  le,  ...,  Il) 

=  l"^/,„(b,  a,  c,  ...,  l)^l"^-i/{b,  a,  c,  ...,  l)^... 

-\-lfi(b,  a,  c,  ...,  /)-t-/o. 

En  les  retrancliant  membre  à  membre,  on  a,  quel  que 
soit  1, 

l"'[f,n(a,  b,c,  ...,  l)-/,n(b,  a,e,  ...,  /)] 

-^l'''-'[f,n-i(a,  b,  e,  ...,  l)—f,n-x{b,  a,  c,  ...,  l)] 

-+- 

-t-^[/i(«)  ^)  c,  ...,  l)  —  t\{b,  a,  e,  ...,  l)]  —  o. 

Les  coefficients  de  toutes  les  puissances  de  ).  doivent 
donc  être  nuls,  pour  tout  système  de  valeurs  des  lettres 
<7,  ^,  c,  .  . . ,  /. 
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On  devra  donc  avoir 

f,n{ct,   b,   C,    ...,   l)=/)„(b,   <(,   C,    ...,   l), 

/>ii~i{o,  h,  c,  ...,/)  =/,„_! (6,  a,  c,  .  ..,  1), 

/i(«,  l>,  <•,  ••  -,  0  =/i(^>  «,  ^1  •••,  T). 
c'est-à-dire  que  toutes  les  fonctions 
/,j.(«,  b,  c,   ...,  l) 
sont  symétriques  par  rappoi't  aux  lettres  qui  y  entrent. 

4.  Pour  démontrer  la  troisième  proposition,  il  suffit 
de  considérer  un  terme  quelconque  Aa^b^c'^  ...  P"  de  la 
fonction  symétrique  homogène  J'^^a.,  b.^  c,  ...,/)•  Si 
l'on  change  a  en  b  et  b  en  a,  la  fonction y"„  ne  change 
pas,  mais  le  terme  considéré  devient 

Ab^a^cl  ...  A; 

il  se  trouvait  donc  prijnilivement  dans  la  fonction 

/jj.(r/,  b,  c,  .'.  .,  /). 

On  montre  de  même  que  tous  les  termes  de  la  fonction 

symétrique 

Srt^Z»?  ...  A, 

où  a,  [i,  ...,  A  ont  les  valeurs  précédentes,  s'y  trouvimt  ; 
et  de  plus  ils  y  sont  tous  multipliés  par  le  môme  coeffi- 
cient A;  par  suiteyj^, (<■/,  Z?,  c,  ••.,/)  est  une  somme  de 
fonctions  syméiiiques  de  la  même  forme, 

/^i.{a,  b.  c /)  =  X(  AS«'^6?cT...A). 
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RÉSOLUTION  COMPLETE,  E.\  NOMBRES  ENTIERS,  DE  L'EQIATION 
GÉNÉRALE  DU  SECOND  DEGRÉ,  HOMOGÈNE  ET  CONTENANT 
IN  NOMBRE  QIELCONOIE  DLNCONNIES; 

Par  m.  DESBOYES. 


Nota.  —  Dans  tout  ce  qui  va  suivre,  nous  désignerons 
par  [x^y,  z.,  u,  .  .  .)  une  solution,  en  nombres  entiers, 
de  l'équation  proposée,  et  si  J^,  j)  ,  z-,  «,  ...  n'ont  aucun 
facteur  commun,  //z  étant  un  nombre  entier  quelconque, 
positif,  négatif  ou  nul,  (77ix,  my^  inz,  rnu^  ...)  sera 
considérée  comme  une  solution  identique  à  la  première. 

1.  Je  vais  d'abord  traiter  le  cas  de  l'équation  homo- 
gène du  second  degré,  à  trois  inconnues,  sous  sa  forme 
générale 

(i)  aX2  -f.  Z,  Y2  +  cZ2  -+-  f/XY  -f-  é-XZ  -^/YZ  =  o. 

Admettons  que  cette  équation  puisse  être  résolue  en 
nombres  entiers,  et  soit  (x,  j>  ,  :;)  une  solution  connue^ 
p,  j?  et  g  étant  trois  variables  auxiliaires,  posons 

(2)  X  =  p:r,      Y  =  py-{-p,     Z  =  pz~hq. 

En  remplaçant  dans  l'équation  (i)  X,  Y,  Z  par  les  ex- 
pressions précédentes,  on  a 

{{dp  -^eq)T-\-(7.bp  ^  fq)y  -^  {'i.cq  -^fp)z'\p 

bp-  -f-  cq-  -^fpq  =  o, 
d'où  1  on  tire 

6/?2  +  cq^-  -\-fpq . 

{dp  —  €q)x+{^ibp-^fq)y^{zcq^fp)z' 

et,  en  substituant  cette  valeur  de  p  dans  les  formules  (9.), 

■iiin.  ilf   i/at/ié»i/it..  3*^  sfiio,  t.  III.  (Mai  iS8/|.)  l5 


{  2a6  ) 
on  a 

(3)     'j   Y  =2  (d.r -h  br -r-/s)p'^  —  cyq^ -h  (e.r  ~\- icz)pq, 

{  Z  =  —  hzp^  -+-  (ex  -{-/y  -t-  cz)q-  -+-  (dx  -+-  "xhy^pq. 

Remarque.  —  Si  l'on  avait  posé  X  =  pjc  -f-  /',  comme 
il  semblait  naturel  de  le  faire,  on  n'aurait  pas  obtenu  de 
formules  plus  générales.  En  effet,  si  l'on  écrit 


il  viendra 


p:r-t-/-  =  p',     d'où     p  =  p' » 


X  =  p'x,     Y  =  p'y-^p—'-^,      Z^p'z^q-'-^, 

et  ces  formules  ne  diffèrent  pas  des  formules  {2)  si  l'on 
y  considère  p',  p ~  j  a comme  les  variables  sub- 

*       '  X        '  X 

stituées  respectivement  à  p,  />,  q. 

2.  Comme  on  n'a  fait  aucune  hypothèse  particulière 
sur  les  variables  p,  p,  q,  il  est  clair  que  les  formules  (3) 
doinient  la  solution  générale  de  l'équation  (i).  On  peut 
d'ailleurs  le  vérifier  a  posteriori  en  faisant  voir  qu'on 
peut  toujours  déterminer  des  valeurs  de  p  et  q  d'où  l'on 
déduira,  à  l'aide  des  formules  (3),  une  solution  donnée 
(X,Y,Z). 

En  effet,  la  division,  membre  h  membre,  des  deux 
premières  équations  (  3  )  donne 

c{xY  —  rX)<72  -+-[(ex  -\-  'icz)\  -^frYjpq 

M-  [{dx  -4-  hy  H-/^)X  -+-  bxY \p-  =  o, 
d'où  l'on  tire 

l  —  [(ex-^icz)X-^fxY]  ) 

q  _  i±arv/(ê2^4«c)-V^+a(e/— •Acc^)XY  +  (/2— 46c)YM 
p  ~  ic{xY  —  rX  ) 

Or,  si  l'on  ajoute  le  produit  par  ^c  du  premier  membre 
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de  réquation  (i)  qui  est  nui  à  la  quantité  sous  le  radi- 
cal, cette  quantité  devient  le  carré  de  eX  H-  /Y  -f-  acZ, 
et  l'on  a 

g  _  —  [(e.r-^2c^)X-f-/'a-Y]±a7(eX-4-/'Y-f--2cZ) 
^^^     ~p-  uc(^Y-jX; 

Donc,  suivant  que  Ton  prendra  le  signe  -|-  ou  le  signe 
—  devant  le  second  terme  du  numérateur,  on  aura  l'un 
ou  l'autre  système, 

(5)  p  ^=  x\  —  >-X,     q  =^  x2,  —  ^X; 

(6)  q  =  {ex -\- cz)\ -^fxY  —  cx'L,    p  =  c(yX  —  xY ). 

Mais,  pour  que  l'un  ou  l'autre  système  puisse  être 
admis,  il  faut  que  les  valeurs  de  y^  et  de  ^  que  l'on  en 
tire  soient  d'accord  avec  les  valeurs  déduites  de  l'équation 
obtenue  en  divisant,  membre  à  membre,  la  première  et 
la  dernière  équation  du  système  (3).  L'équation  ainsi 
formée  est  la  suivante  : 

b(xZ  —  zX)p^  -i-  [(dx  -i-  ■2,by)X  -î-/xZ]pq 

-i-  \( ex  -r-fy  -^  cz )X  ^  cx2.\q-  =  o, 

d'où  l'on  tire,  par  un  calcul  analogue  à  celui  qui  a  donné 
la  formule  (4), 

/>  _  -  [(  dx  —  ■!  by )  X  —fx Z\±ix i  r/X  -^ib  Y  —  /'Z  ) 
q  ■îb{xZ  —  zX) 

et,  suivant  que  l'on  prendra  le  signe  +  ou  le  signe  — 
devant  le  second  terme  du  numérateur,  on  aura 

(7)  p  ^xY  —jX,     q  =  xZ  —  zX; 

(8)  p  =  (dx-}-by)X-^bxY -^fxZ,     q  =  b(zX—xZ). 

Les  formules  (5)  et  (7)  étant  identiques,  on  voit  qu'on 
pourra  déterminer  p  et  r/  par  les  formules  (5).  On  s'as- 
sure, du  reste,  qu'en  combinant  autrement  l'une  des 
formules  (5)  et  (6)  avec  l'une  des  formules  (7)  et  (8) 
on  tombe  sur  une  impossibilité. 
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On  verilic  aisément  que  les  fonniiles  (5)  satislonl  à  la 
question  ;  car,  si  l'on  remplace  dans  les  formules  (3)  p  et 
q  par  les  valeurs  que  donnent  les  formules  (5),  les  se- 
conds membres  des  formules  (3)  deviennent  égaux  res- 
pectivement à  X,  Y,  Z  multipliés  par 

.r2  [  (  2  «  .r  -!-  dy  -t-  e  ^  )  X 

H-  {dx  -\-  ihy  -\-fz)X  -{-{ex  -\-fy-\-  '?.c::)Z]. 

Remai^qiie.  —  Lorsque  la  solution  que  l'on  veut  re- 
produire est  la  solution  connue  elle-même  (x,  j^  z),  si 
l'on  représente  par  F  le  premier  membre  de  l'équation 
(i)  dans  lequel  on  remplace  X,  Y,  Z  par  x,  j\,  z,  le  se- 
cond facteur  de  l'expression  précédente  devient 

d¥  d¥  d¥ 

dx  dy  ■^         dz 

c'est-à-dire,  d'après  le  théorème  des  fonctions  homogènes, 
2 F  ou  zéro;  mais  alors  les  seconds  membres  des  équa- 
tions (3)  doivent  encore  être  considérés  comme  donnant 
la  solution  {^x^j,  z). 

3.  Faisons  une  application  des  formules  (3)  à  l'équa- 
tion 

(9)  i5X2  — 7Y2  =  23Z2. 

Gauss  (  ^  ),  qui  s'est  occupé  de  la  résolution  de  cette  équa- 
tion, obtient,  par  les  méthodes  qui  lui  sont  propres,  les 
deux  solutions  (3,  4^  0'  (9^  ^^1  4)«  Servons-nous  de  la 
première  pour  obtenir  les  formules  qui  correspondent  à 
l'équation  (9).  Il  suffit  pour  cela  de  faire  dans  les  for- 
mules (3)  <7  =  1 5,  b  =:  —  7,  c= — 23,  rZ  =  o,  <?  =  0, 
/"=  o,  X  =  3,  y  ^  4i  -  =  I.  On  a   alors  les  formules 

(')  Disqidsitiones  arithnieticce,  p.  357. 
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demandées 

1   ±X  =  3(7/^2  +  237^), 

(10)  l  ±Y  =—28p-^ -hg-i.fj'  —  ^êj)<j. 

(  d:  Z  =  7/»2  —  23  g 2  —  jQpq. 

Si  l'on  veut  ensuite  obtenir  les  valeurs  de  /?  et  r/  aux- 
quelles correspondent  respectivement  pour  X,  Y,  Z  les 
valeurs  g,  ii,45  on  remplacera  dans  les  formules  (5) 
x,  j'-,  z,  X,  Y,  Z  respectivement  par  3,  4?  i?  9?  ^  ^^  4i 
et  l'on  aui^a,  après  la  suppression  d'un  facteur  commun, 

p  =  —  u     q=\. 

^lais,  en  remplaçant  dans  les  formules  (lo)/^  et  q  par 

—  I  et  I ,  on  obtient 

X  =  go,     Y  =  1 10,     Z  =  4o, 

c'est-à-dire  la  solution  (9,  11,  4)- 

Remarque.  —  Quand  l'équation  (3)  ne  contient  que 
les  carrés  des  inconnues,  on  peut  donner  le  signe  H-  ou 

—  à  x^y^  z,  et  deux  solutions,  dans  lesquelles  une  ou 
plusieurs  inconnues  diffèrent  par  le  signe  seulement, 
doivent  être  considérées  comme  identiques.  Il  suit  de  là 
que,  dans  le  cas  dont  il  s'agit,  on  peut  aussi  calculer  p 
et  q  par  les  foi^mules 

/>  =  a^Y  H-j'X,     </ =  3-Z -f- ;:X. 

Ainsi,  dans  l'exemple  de  Gauss,  si  l'on  applique  les  for- 
mules précédentes  pour  retrouver  la  solution  (9,  11,  4)? 
on  aura 

/?  =  23,      q  =  27, 

et  les  valeurs  de  X,  Y,  Z  que  l'on  obtiendra  seront  res- 
pectivement égales  à  9,  11,4  multipliés  par  le  produit 
23  X  70. 

Eu  faisant  jj  =^  i^  '7  =  1  dans  les  formules  (10),  ou  a 
encore  une  solution  très  simple  (5,  1 ,  4)- 
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4.  Nous  allons  maintenant  considérer  deux  cas  parti- 
culiers : 

Premier  cas.  —  La  somme  des  coefficients  dons 
V équation  (i)  est  égale  à  zéro. 

Alors  l'équation  (  i  )  admet  la  solution  (  i ,  i ,  i  ),  et  Fou 
obtient  les  formules  demandées  en  remplaçant  dans  les 
formules  (3)  x,j,  z  par  i. 

Deuxième  cas.  —  La  somme  des  coefficients  des  carrés 
de  deux  inconnues  et  de  leur  produit  est  nulle  dans 
V équation  (i). 

On  a,  par  exemple, 

rt  -i-  t  -r-  e  =:  O. 

Dans  ce  cas,  l'équation  (i)  admet  la  solution  (i,o,  i), 
et,  si  l'on  remplace  dans  les  formules  (3)  x,  y,  z,  res- 
pectivement, par  I ,  o,  i ,  ces  formules  deviennent 

(il)  )Y^{d-^f)p-^^(c  —  a)pq, 

'   Z  =  —  bp^  —  ag-  -f-  dpq. 

D'ailleurs  les  formules  (5)  donnent  en  même  temps 
(12)  p  =  Y,     q=Z-X. 

Dans  le  cas  de  l'équation 

(i3)  X2  -+-  6  Y2  -i-  d\Y  =  Z2, 

on  doit  faire  dans  les  formules  ( 1 1)  c?  =  o,  /  =  o,  a  =  i , 
c  = —  I,  et  l'on  a 

I    riiX  =  q-^—bp-^, 
(i4)  <   ±Y  =  dp-^  —  ^pq, 

(    ±  Z  =  bp-  -^  q-  —  idpq. 

Ces  formules  sont,  comme  on  le  voit,  identiques  à 
celles  que  l'on  obtient  par  la  méthode  des  identités;  car 
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il  suffit  dans  ces  dernières  de  remplacer  a;,  j  ,  a  respec- 
tivement par  q,  —  p  el  d  [*). 

o.   Si  l'on  fait  d  =i  o  dans  l'équation  (i3)  et  les  for- 
mules correspondantes  (14)5  on  a 

(15)  X2^-èY2  =  Z2, 

(16)  ±X  =  ^2  —  6/)2,        ±\^ipq,       ±Z  =  ^2  +  6/>2 

et  les  formules  (16)  donnent  toutes  les  solutions  de 
l'équation  (i5).  Ordinairement  on  résout  cette  équation 
en  l'écrivant  d'abord  sous  la  forme 

Z2  —  X2   =:6Y2, 

et,  si  l'on  décompose  b  de  toutes  les  manières  possibles 
en  deux  facteurs  premiers  entre  eux  a,  ^,  on  est  conduit 

à  poser 

\  =  ipq,     (Z4-X)(Z-X)=  4a3/)2^% 
d'où 

Z  +  X  =  2a^2,     Z  — X  =  2P/>2, 

et  l'équation  (i5)  est  résolue  par  l'un  quelconque  des 
systèmes 

(17)  ±X  =  rxq^-'^p\     ±Y  =  ipq,     ±Z  =  Oiq^-\-'^p% 

que  l'on  obtient  en  décomposant  b  en  deux  facteurs  a,  ^ 
premiers  entre  eux.  Mais  le  système  (16),  qui  correspond 
à  la  décomposition  de  b  dans  les  deux  facteurs  i  et  è, 
donne  toutes  les  solutions  de  l'équation  (i5).  Il  est  donc 
inexact  de  dire,  comme  le  fait  Legendre  et  comme  l'ont 
répété  après  lui  la  plupart  des  auteurs,  que  «  la  solution 
générale  comprend  autant  de  formules  particulières 
qu'il  y  a  de  manières  de  décomposer  b  en  deux  facteurs 


(')  Mémoire  sur  la  résolution  en  nombres  entiers  de  l'équation 
a\"'-^b\"'  =  c/."  {.\ouvelles  Annales,  2'  série,  l.  WIII,  p.  360). 
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premiers  entre  eux  (  '  )  ».  D'ailleurs  on  voit  aisément 
que  chacun  des  systèmes  (17)  donne  à  lui  seul  toutes  les 
solutions  de  l'équation  (lo);  car,  si  dans  l'un  des  sys- 
tèmes (17)  on  multiplie  les  seconds  membres  par  a  et 
que  l'on  change  rxq  en  q,  on  retombe  sur  les  for- 
mules (16). 

Cependant,  lorsque  l'on  veut  avoir  les  solutions  de 
l'équation  (i5)  sous  leur  forme  la  plus  simple,  c'est-à-dire 
telles  que  X,  Y,  Z  n'aient  plus  aucun  facteur  commun, 
il  est  bon  quelquefois  d'employer  les  systèmes  (17).  On 
obtient  ainsi  un  groupement  de  solutions  qui  peut  être 
avantageux  dans  certaines  questions.  Ainsi,  soit  l'équa- 
tion 

(18)  X2  — Y2  =  3oZ2, 
considérée  par  Legendre  (-).  On  aura  les  systèmes 

iX=    p'-h3oq'^,  Y=    />2  —  3og-,  Z  =  ipq  ., 

X  =  2/>2-f- 15^2,  Y  =  2/?2  — i5g^  Z  =  ipq; 

(19)  < 
'   X  =  3/>2  -\-  loq-,  Y  =  "ip-  —  loq^,  Z  =  ipq  ; 


X  =  5/»2_|-     ç,cf-,     Y  =  5/»2  —    6^72,     Z=ipq. 

Dans  le  premier  système  on  donnera  à  q  une  valeur 
quelconque  et  à  p  toutes  les  valeurs  premières  avec  3o 
et  q.  Dans  le  second  système  on  donnera  à  q  une  valeur 
impaire  el  k  p  toutes  les  valeurs  premières  à  q  cl  à 
i5,  etc. 

6.  Nous  avons  donné  la  solution  complète,  en  nombres 
entiers  de  l'équation  (i).  Cependant,  pour  que  la  ques- 
tion lût  parfaitenient  résolue,  il  faudrait  pouvoir  ranger 
les  solutions  dans  un  ordre  déterminé,  de  telle  sorte, 
par  exemple,  que  l'on  fût  assuré  d'avoir  toutes  les  solu- 


{')  Legendre,   Théorie  des  nombres,  2'  édition,  p.  3f). 
(=)  Ibid, 


(  233  ) 
lions  dans  lesquelles  l'une  des  inconnues  est  inférieure 
à  un  nombre  donné.  Mais  on  ne  peut  guère  espérer  at- 
teindre ce  dernier  degré  de  perfection  que  pour  certaines 
équations  numériques  particulières.  Soit,  par  exemple, 
l'équation  (i8).  On  peut  d'abord,  d'après  les  formules 
(19),  prendre  pour  Z  tous  les  nombres  pairs  rangés  par 
oi'dre  de  grandeur  croissante,  et  comme,  en  général,  à 
chaque  valeur  de  Z  correspondent  plusieurs  systèmes  de 
valeurs  deX,  Y,  on  rangera  les  solutions,  correspondant 
à  une  même  valeur  de  Z,  par  rapport  aux  valeurs  crois- 
santes de  X.  Les  formules  (19)  serviront  d'ailleurs  à 
faire  la  répartition. 

Pour  obtenir  Z  =:  2,  on  fera  p  =  v,  q  =^\^  ci  l'on  aura 


q  z=z  \ ,  et  l'on 


X  =  II, 

Y=  i^ 
Y  -  7  L, 

X=  i3, 

X=i7, 

,  Z  =  2. 
Y=  i3 

X  =  3i, 

Y  =  29  ) 

i=  4,  en 

faisant  p  ■=.  i ,  q  - 

=  2  ou  /:>  = 

2 

X=  23, 

Y  =  119  j 

Y=  19 

^  l  Z  =  4. 

Y  =  37 

X=  29, 

x=  43, 

X  =  121, 

Y  =  119  ) 

7.  Gauss  s'est  occupé  de  la  résolution  de  l'équation 
(i)  (').  Il  donne  le  moyen  d'obtenir  la  solution  com- 
plète pour  cliaque  équation  numérique  particulière; 
mais  il  ne  résout  pas  l'équation  générale  à  coefficients 
indéterminés.  Cependant  sa  méthode  convenablement 
modifiée  conduit  aussi  très  simplement  aux  forniides  (3). 

L'illustre  géomètre   remarque   d'abord  que,    si   dans 

(')  Disfjuisitiones  arilliDieticœ,  p.  366. 
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l'équation  (i)  le  coefficient  du  carré  d'une  des  inconnues, 
a,  par  exemple,  est  nul,  on  pourra  donner  à  Y  et  à  Z  des 
valeurs  arbitraires  p  et  «7,  puis  déterminer  X  par  l'équa- 
tion 

dp  -i-  eq 

Alors,  en  réduisant  au  même  dénominateur  les  valeurs 
de  X,  Y,  Z  et  supprimant  le  dénominateur  commun 
df)  -{-et/,  on  a 

(    X^-{bp^-^eq^^/pq), 

(20)  l  Y  =  p{dp -h  eq), 
(  Z  =  g(dp  -4-  eq). 

On  ramène  maintenant  le  cas  général  au  cas  précé- 
dent en  posant 

(21)  X  =  .rX',     Y  =jX'-f-a:Y',     Z=^X'  +  ,rZ', 

(.r,  j  ,  z)  représentant,  comme  précédemment,  une  solu- 
tion connue  de  l'équation  (i)  et  X',  Y',  Z'  étant  de  nou- 
velles variables.  [Les  formules  (21)  remplacent  les  for- 
mules S  de  Gauss  (  *  )]  • 

Si  l'on  substitue  maintenant  dans  l'équation  (i)  à  X, 
Y,  Z  les  expressions  données  par  les  formules  (21),  le 
coefficient  de  X'-  disparaît  et  on  a  l'équation 

6  ^  Y'2  +  c .r  Z'2  +  (  dx  -+-  2  by  -^fz  )  X'  Y' 

-^  [ex  -V-  j'y  -+-  -xc z )yj TJ -\-  f x\' 7J  =  o. 

Or,  en  appliquant  à  cette  équation  les  formules  (21), 
on  a  immédiatement 

\'=  —  x{bp'>'-^cq-^  -\-fpq), 

Y'  =  {dx-\-iby  -^fz)p^  +  {ex  -h/y  -+-  J.cz)pq, 

Z'  =  {dx  -^  iby  -\-  fz)pq  ^  (ex  -\- J'y  -H  •i.cz)q''-, 

(  '  )  Disquisitiones  aiithnieticœ,  p.  366. 
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et,  si  l'on  remplace  dans  les  formules  (21)  X',  Y',  Z'  par 
les  valeurs  précédentes,  on  retombe  bien  sur  les   for- 
mules (3). 


8.   Traitons  maintenant  le  cas  général  de  l'équation 
homogène  du  second  degré  contenant  Ji  variables.  Soit 

(  aX2  — èY2-^cZ2H- AU2-I-... 

(il) 

l'équation  proposée  qu'on  suppose  résoluble  en  nombres 
entiers  et  dont  (x,  y,  z^u^  •  •  •)  est  une  solution  connue. 
Soit  représenté  par  F  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion (22)  dans  laquelle  on  remplace  X,  1,  Z,  ...  par 
des  nombres  entiers  quelconques.  Posons 

'  X  =  pa"  -4-  /•, 

(23)  ',  Z=p^  +  ^, 

U  =  p  if  -i-  5 , 


Si  l'on  remplace  dans  l'équation  (22)  X,  Y,  Z,  U,  ... 
par  les  expressions  que  donnent  les  formules  précé- 
dentes, et  que  l'on  développe  d'après  le  théorème  de 
Taylor,  en  considérant  /',;?,  y,  s^  . .  .  cooime  les  variables 
et  po:,  pj) ,  pz,  ^u^  ...  comme  les  accroissements,  on 
aura 

F(x,jr,  -,  ",  .-.)?- 

ldY_       ,    ^      .    ^  .       ^  \ 

~^  \dr      ~^  dp-^  ~^  dq"         ds  •  •  •  J  r 

-^^{r^yP,  Ç,  s,  ...)  =  o. 

Le  coefficient  de  0-  étant  nul,  par  hypothèse,  on  tire 
de  l'équation  précédente 

, F(r,p,  g.  s,  ■■■) 

="  dF  d¥  d¥  d¥  ' 

dr  dp  dcj  as 


(  236  ) 

cl  en  icinplaraiil  p  par  sa  valeur  dans  les  formules  ('23), 
si  l'on  pose 

-,       f/F  dF  clF         dF 

dr  dp  dq  du 

N  =  F(r,/>,  q,  s,   ...), 

on  obtient  les  formules 

iX  =  Mr  — N:r, 
Y  =  Mp  -  Nj, 
•-^/  ^  Z  =M^-N^, 

U  =  Ms  —  Nît, 


ces  formules  donnent  la  solution  complète  de  l'équa- 
tion (22). 

Je  dis  maintenant  que,  pour  obtenir  une  solution  quel- 
conque (X,  Y,  Z,  U,  .  .  •),  il  suffit  de  donner  aux  indé- 
terminées r,  yt7,  y,  .s,  ...  dans  les  formules  (24)  les 
valeurs  X,  Y,  Z,  U,  ...  elles-mêmes.  En  effet,  N  devient 
nul  quand  on  y  remplace  r,  p,  q,  s,  ...  par  X,  Y,  Z, 
U,  .  .  . ,  et  par  la  même  substitution  M  prend  une  valeur 

.j.,.dF       ,    dF  dF  dF  , 

M.  égale  a  ^x  +  ^y  ^  ^  z -^ -^u-^  .  .  .;  les  se- 

conds  membres  des  équations  (24)  deviennent  donc 
respectivement  égaux  à  M^X,  M,  Y,  MiZ,  M^U,   . . .  , 

c'est-à-dire  qu'on  retrouve  la  solution  (X,  Y,  Z,  U,  .  .  .). 
On  peut  aussi  obtenir  la  solution  (x,  j),  z,  u,  .  .  .) 
elle-même  en  remplaçant  /•,  />,  </,  s,  .  ..  respectivement 
par  .r, j-,  ^,  «,  ....  En  effet,  M  devient  alors  égale  à 
dF       ,    dF       .    dF  dF  >        .    T         T       ^ 

^•^ -^  ^:^  + -^  ^  +  ^  " -^- •  -  ^  ^''^-''^-^"''^'  d  ^P^'*^^^ 
le  théorème  des  fonctions  homogènes,  à  2F(jc,j) ,  j^,  ...  ). 
Les  seconds  membres  des  équations  (24)  deviennent 
donc  respectivement  égaux  à  x,  j',  ^,  w,  ...  multipliés 
par  un  facteur  nul.  Mais  on  admet  que  l'on  supprime 
ce  lactéur  commun  comme  s'il  n'était  pas  nul. 
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9.   On  peut  voir    aisément  que  les  formules  (24)  ne 
contiennent  que  n  —  r  variables  distinctes.  En  ellct,  si 

l'on  pose  zx  -f-  /■  =  p',  d'où  l'on  tire  p  =  p' —  ->  et  que 

l'on  remplace   dans  les    équations   (23)   p    par  p' ^^• 

il  vient 

X  —  0'  X 

\  =  0  y  -^  p —, 

X 

•7  '_    ,  ^'^ 


,                     ru 
h  =  z  u  -h  s , 


ou,  en  posant 


rz          , 

ru 

'1 

X    ~  ^  ' 
1   X  ^  p'x. 

\  Y  =  p'j  -^p\ 
l  Z  =o'z^r/, 
1  U  =  p'  u  -h  s', 

.j- 

(25) 


Ces  dernières  formules  ne  contiennent  plus  que  les 
n —  I  variables  //,  </',  /,  ....  Il  suit  de  là  que,  si  l'on 
refait  les  calculs  du  paragraphe  précéden  t  en  employant 
les  formules  (  25  )  au  lieu  des  formules  (  28  ),  les  nouvelles 
formules  qui  remplaceront  les  formules  (24)  s'en  dé- 
duiront en  y  faisant  7'  =  o,  car  on  peut  remplacer  p\ 
f/',  s',  ...  par  /j>,  ^,5,  ....  Ainsi  les  formules  (24)  con- 
servent la  même  généralité  avec  n  —  i  variables  seule- 
ment. 

r  étant  supposé  nul  dans  les  formules  (24),  deman- 
dons-nous quelles  valeurs  doivent  y  prendre  /»,  <y,  s,  ... 
pour  que  leurs  seconds  membres  donnent  la  solution 
(X,  Y,  Z,  U,  . . .).  Si  nous  remettons  pour  un  moment 
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dans  les  formules  (^4  ),  où  l'on  a  fait  /'  =  o,//,  q' ,  s\  .  . . 
à  la  place  de  /j>,  </,  5,  . . .,  il  est  clair  que,  pour  revenir  aux 
formules   (24)  elles-mêmes,    on   devra,    dans  les  non- 
velles  formules,  remplacer//,  (/',  /,  ...   respectivement 

ry               rz              ru  ^,    .,, 

par  p —7  q ?  s ■> D  ailleurs,  comme 

ou  obtient  la  solution  (X,  Y,  Z,  U,  . .  .)  en  donnant 
dans  les  foruiules  (24)  à  /•,  /7,  </,  5,  . . .  les  valeurs  X,  1 , 
Z,  U,  ...  elles-mêmes,  on  devra,  dans  les  nouvelles  for- 
mules, remplacer//,  y',  /,   .  .  .  respectivement  par 

X  X  X 

ou,  en  réduisant  au  même  dénominateurs  que  l'on  sup- 
prime, on  aura,  après  avoir  etfacé  les  accents  de  //,  </', 
v' 

(26)      p  =  xY — jX,     q  =  xZ  —  z\,     5  =  .rU  — wX,     

Ce  sont  les  formules  demandées^  les  formules  (5)  en 
sont  un  cas  particulier. 

On  peut  faire  une  démonstration  directe.  En  effet, 
remarquons  que,  si  l'on  remplace  dans  les  formules  (-24) 
/•  par  sX  —  J?X  et  p,  q^  s,  ...  par  les  valeurs  que 
donnent  les  formules  (20),  en  observant  que  l'on  a 

dF  ^  ,       ^iE  -       ^ 

dr  *  dp  "-  dq  "         ds 

_  dF  dF  dF  dF 

~  dx  dy  ^         dz  ^        du         '  '  "  ' 

il  vient  pour  la  valeur  Mj  de  M 

dz  du 

/r/F^.        dF  ^,        dF ,,        dF  .. 

\dx  dy  dz  du 


(  '^\)  ) 

la  somme  des  autres  termes  étant  nulle  en  vertu  du 
théorème  des  fonctions  homogènes.  Calculons  mainte- 
nant la  valeur  N|  de  N.  On  a 

N,  =  F(:rX  — .rX,  xY—yX,  xZ  —  zX,  xV  —  uX,   ...), 

et,  en  développant  le  second  membre  d'après  le  théorème 
de  Taylor,  — xX,  — J'X,  — zX^  — uX,  ...  étant 
considérées  comme  les  variables  et  a:X,  j: Y,  xZ,  xU,  ... 
comme  les  accroissements,  ou  obtient 

N,  =  —  XF(x,y,  z,  u,  ...) 

-Xx(-^X-^  ^Y-H— Z--  — U  + 

\dx  '     '    dy  dz        '    du 

-^.rF(X,  Y,  Z,  U,..., 

^,     /dF^^        dF  ^,       f/F„       dF  ^. 

=  —  Xx  {  ^-  X  -{--,-  \  -^  -,-Z-+-  -y-  11+... 
\dx  dy  dz  du 

Cela  posé,  le  second  membre  de  la  première  des  for- 
nuiles  (24),  comme  /■  est  nul,  se  réduit  à 

,,    „/f/F^       dF^       dF..       dF  ^. 
X.r2    -— Xh-  -y-Y-i-  -j-Z-^  -j-U 
\dx  dy  dz  au 

Quant  au  second  membre  de  la  deuxième  des  for- 
mules (24)1  il  devient 

(xY  —  rX  -i-yX), 


(dF 

X-^ 

.fY  + 

dy 

dF  ^ 

dz^-^ 

dF 
du 

..)(^ 

c'est-à- 

■dire 

Yx^ 

<S- 

.    dF 
"-Ty^- 

dF.. 

^    -y-    Z-t- 

dz 

f  u 

du 

Le  calcul  est  semblable  pour  les  autres  équations.  On 
obtientainsi,  dans  les  seconds  membres  des  formules  (24), 
X,  Y,  Z,  U,  . . .  multipliés  par  le  facteur  constant 

^/dF  rfF^       ^z       — U-h       V 

\dx  ^  dy      ^  dz  du  '  •  *  y  ' 

la  proposition  est  donc  démontrée. 
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SIR  LE  CALCUL  DES  DÉRIVÉES  A  I^DICES  QIELCOXQIES; 

Par  m.  h.  LAURENT. 


I. 

La  première  idée  du  calcul  des  dérivées  à  indices  quel- 
conques remonte  à  Leibnilz;  mais  c'est  à  Liouville  que 
l'on  doit  d'avoir  montré  tout  le  parti  que  l'on  pouvait 
tirer  de  cette  généralisation  du  Calcul  dillcrentiel,  et  l'on 
peut  le  regarder  comme  le  véritable  créateur  de  la  nou- 
velle théorie. 

Pour  Liouville,  si  l'on  a 

/(.r)  =  2:Ae'=''^. 

la  dérivée  d'ordre  n  à<i  f[x)  sera  SAa"e^-^,  A,  a  et  ii 
désignant  des  nombres  quelconques  indépendants  de  x. 
Cette  définition  de  la  dérivée  /z"™''  présente  des  incon- 
vénients, qu'il  serait  trop  long  d'énuraérer  complète- 
ment, et  qui  d'ailleurs  sont  aujourd'hui  bien  connus. 

M.  Letnikoff,  en  1874,  a  proposé  une  nouvelle  défi- 
nition des  dérivées  à  indices  fractionnaires,  à  laquelle  il 
n'y  a  point  de  reproche  à  adresser.  Pour  lui,  la  dérivée 
d'ordre  — />,  p  désignant  un  nombre  positif,  de  la  fonc- 
tion f{x)^  prise  entre  les  limites  x^  et  x,  est  la  valeur 


de  l'intégrale 


L_ /;,(.)(._.).-.  ^. 


r(7?) 


Lorsque  cette  intégrale  n'a  plus  de  sens,  c'est-à-dire 
lorsque  le  nombre  p  devient  négatif,  la  dérivée  àaji^x) 
est  définie  comme  dérivée  d'un  ordre  entier  d'une  dérivée 
d'ordre  négatif.  La  définition  de  M.  Letnikofï  est  plus 
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générale  que  celle  de  Liouville,  elle  donne  d'ailleurs 
les  mêmes  résultats  toutes  les  fois  que  cette  dernière 
donne  des  résultats  précis. 

Je  propose  une  nouvelle  définition  de  la  dérivée,  qui 
au  fond  revient  à  celle  de  M.  Letnikoff,  mais  qui  est  plus 
immédiatement  accessible  aux  calculs,  en  ce  sens  qu'elle 
fournit  directement  l'expression  de  la  dérivée  dont  on  a 
besoin. 

JI. 

J'appelle  dérivée  /i""""'  de  la  fonction  monogène  J'[x) ^ 
prise  entre  les  limites  JTo  et  a:,  ou  prise  à  partir  de  la 
limite  Xq,  l'intégrale 


(0 


^f/^^I)   r  f(z.)dz 


prise  le  long  d'un  lacet  ayant  son  origine  au  point  Xo, 
ses  bords  rectilignes  et  sa  partie  circulaire  décrite  autour 
du  point  X  comme  centre.  La  fonction  T(^7i-\-i)  qui 
figure  dans  cette  expression  représentant  non  pas  la 
fonction  eulérienne  de  seconde  espèce,  mais  bien  la 
fonction  que  Gauss  a  substituée  à  cette  intégrale  pour 
interpoler  le  produit  1.2. 3.  .  ./z,  fonction  qui  est  mo- 
nodrome  et  monogène  dans  toute  l'étendue  du  plan  et 
qui  a  pour  infinis  les  points  o,  —  1 ,  —  2,  —  3,  .... 

La  fonction  [z  —  .r )"''''  pouvant  avoir  une  infinité  de 
valeurs,  la  dérivée  /z"''"°  de  f[x)  pourra  aussi  avoir  une 
infinité  de  valeurs;  mais,  quand  on  se  sera  donné  la  va- 
leur initiale  de  cette  fonction  en  Xo,  la  dérivée  «"""^  de 
J{z)  sera  bien  déterminée  (nous  écartons,  bien  entendu, 
le  cas  où,  sur  le  lacet  même,  la  fonction  y  deviendrait 
infinie  ou  discontinue). 

Considérons  d'abord  le  cas  où  /;  4-  i  est  moindre  que 
un:  alors  l'intégrale  (i),  prise  le  long  du  cercle  du  lacet, 

^n/f.  de  !llathémal.,:î«  série  ,  t.   III.  (Mai  i  88/( .  )  l6 
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est  nulle,  et  sa  valeur,  prise  le  long  cUrpreinicr  bord  du 


lacet,  est 


sa  valeur  prise  le  long  du  second  bord  est 

La  présence  du  facteur  exponentiel  provient  de  ce  que 
le  point  z  a  tourné  autour  du  point  critique  x,  en  sorte 
que  la  dérivée  zz'"™*^  àQ,f[x)  sera 

ce  que  l'on  peut  écrire 


11'/     _Z 


'V~       ^^.^  •'■---) 


ou 


,    ,  ,v  ,  sin(«  +  i)7r   r'    f{z.)dz 

mais  on  sait  que 

r{a)Y(\  —  a)=-     .  "^      • 

En  faisant  a  =  ii  -\-  \  ^  cette  formule  devient 


V(n  +  i)r(—  n)  =  -7—, ; 

tirant  r(/z  4-  i)  de  là,  pour  porter  sa  valeur  dans  l'ex- 
pression (2),  celle-ci  devient 


Celte  valeur  de  la  dérivée  ?/•""''  dey'(x)  coïncide  avce 
celle  (jui  sert  de  définition  à  M.  Lelnikoiï'. 
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Lorsque  le  nombre  n  est  positif,  il  n'est  plus  permis 

de  négliger  l'iulégrale  de  -^-^ —    ^^^^  dz  prise  le  long  de 

la  partie  circulaire  du  lacet  ;  il  y  a  plus,  lorsque  Ji  est  en- 
tier, les  intégrales  prises  le  long  des  bords  se  détruisent 
et  il  reste  seulement  l'intégrale  prise  le  long  de  la  partie 
circulaire  qui  a  pour  valeur,  en  vertu  du  calcul  des  ré- 
sidus, la  dérivée  tz*'"'"®  dey(x),  le  mot  dérwée  étant  pris 
ici  avec  son  sens  ordinaire  :  ces  dérivées  d'ordre  entier 
et  positif  sont  donc  toutes  égales  et  indépendantes  de  la 
limite  x^. 

/.r  ,.v 

-7-^  ou  par  /    -~  la  dérivée 


.X'n  -f. 


j^iinie  (Jey^_2:)  prise  entre  les  limites  Xq  et  x,  le  symbole 


UCSJglIclIll    1    J 


désignant  l'intéarrale  indéfinie 


.^-^^^,J  ^z.-xy-■- 
p^îse  en  laissant  indéterminée  l'origine  Xq  du  lacet  le 
long  duquel  s'elfectue  l'intégration. 


m. 

Envisageons  maintenant  l'intégrale 

Y(n^i)    r  /(z.)dz. 

et  faisons  varier  x  ;  elle  a  une,  plusieurs  ou  même  une 
infinité  de  valeurs  pour  chaque  valeur  de  x^  provenant 
de  ce  que,  pour^  =  J^o^  on  a  pu  choisir  l'une  quelconque 
des  valeurs  que  peut  prendre  (  z  —  x)'^+' .  Ces  valeurs  se 
permuteront  entre  elles  quand  le  point  x  tournera  au- 
tour deXf,'^  en  effet,  si  l'on  considère  un  point  :::  voisin 
de  X(,  sur  le  premier  bord  du  lacet,  ce  point  tournera 
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autour  de  Xo  en  même  temps  que  Je  point  a:.  Les  valeurs 
de  (z — a:)"+'  se  permuteront  l'une  dans  l'autre  en 
vertu  de  la  loi  de  continuité;  et,  si  l'on  s'est  donné  une 
valeur  initiale  de  (z  — x)"'^\  on  ne  sera  plus  maître  de 
la  clioisir  arbitrairement,  à  chaque  valeur  de  la  dérivée 
que  Ton  voudra  calculer,  si  l'on  s'astreint  à  ne  pas 
rompre  la  continuité. 

Ainsi,  pour  les  dérivées  qvii  ne  sont  pas  d'un  ordre 
entier,  la  limite  inférieure  est  un  point  de  ramification 
algébrique  quand  l'ordre  de  la  dérivée  estconimensurable, 
transcendant,  dans  le  cas  contraire.  Ce  fait  n'était  pas 
mis  en  lumière  dans  la  théorie  de  M.  Letnikotf. 

Ces  conclusions  supposent  que,  pendant  que  le  point  x 
tourne  autour  de  Xo-,  les  bords  du  lacet  ne  rencontrent 
pas  de  point  pour  lequeiy(^)  cesserait  d'être  synectique; 
mais  il  sera  facile  de  corriger  nos  conclusions  dans  chaque 
cas  particulier,  quand  on  connaîtra  la  nature  des  points 
singuliers  franchis  par  les  bords  du  lacet. 

IV. 

Avant  d'aller  plus  loin,  montrons  comment  on  calcule 
les  dérivées  de  quelques  fonctions. 

Dérivées  d'une  constante.  —  La  dérivée  /z"'"'^  de  la 
constante  a  est  égale  à 

I  r''       a  dz 

Si  n  est  négatif,  changeons  n  en  —  m  et  nous  aurons 

— ^ —    /     «(  ;  —  .r)'"-i  f/^ 


ou  bien 

a 


(•r  — ra)'"  =—  r^ (t  —  x^)-"\ 

Y{m  -+- 1  )  !(—  7^  H-  I) 
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d'une  manière  générale,  la  dérivée  cherchée  est  égale  à 

l'intégrale 

r(n^\)   r        dz 
a ■  / "J^x' 

On  peut  prendre  pour  contour  d'intégration  un  cercle 
décrit  du  point  x  comme  centre  avec  la  distance  xx^ 
pour  rayon  5  en  appelant  /'  cette  distance  et  9o  l'angle 
que  xoTo  fait  avec  l'axe  des  x,  la  dérivée  cherchée  de- 
vient 


Y(n^x-)    /'^"^"'^ 


.... 


c'est-à-dire 


r(/n-i)  e-2«W-i  rrn-f-i)     „ 

—  a— —  =~a ■{e-^'^'"  —  i)(xo~x)-''. 

Une  transformation  analogue  à  celle  que  nous  avons 
faite  plus  haut  donne 

(t  —  xo)-''. 


Pour  prendre  la  dérivée  d'ordre  71  +  .5  d'une  fonction, 
n  désignant  un  entier  et  cp  un  nombre  compris  entre 
o  et  —  I ,  il  suffit  de  prendre  la  dérivée  d'ordre  o  et  de  la 
différentier  n  fois,  le  mot  différentier  étant  pris  ici  dans 
son  acception  ordinaire;  cette  règle,  prise  comme  défini- 
lion  par  M.  Letnikoff,  résulte  de  la  formule 


fiz)dz 


^—lJ{Z-X)9+^ 

r(œH-i)    r     f{z)dz       ,  ,  ,  , 

■    ^  Tin^'^^Dr     /(z)dz 

27:  v/^     J{z-xy^+^+^' 

Il   peut  être  utile  parfois  de  changer  la  limite  Xo  «i 
partir  de  laquelle  on  prend  une  dérivée  :  voici  comment 
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on  peut  procéder  quand  l'ancienne  limite  Xo,   la  nou- 
velle jc'f^  et  le  point  jc  forment  un  triangle  qui,  dans  son 
intérieur,  ne  contient  pas  de  point  critique  dej'(z). 

Le  lacet  qui  a  pour  bords  la  droite  x^a^  peut  être 
remplacé  par  le  contour  équivalent  formé  d'une  droite 
allant  de  Xq  en  x„,  d'un  lacet  ayant  pour  bords  la  droite 
x„x  et  d'une  droite  allant  de  jr'y  en  jc^;  en  intégrant  alors 

1     r          •        T (  n  -+-  j)      f( z)  dz  .  11  , 

la  lonction  — — -=1  --^— successivement  Je  lonsf  du 

lacet  qui  a  pour  bords  Xq  x  et  le  long  du  contour  que 
nous  venons  de  définir,  on  a 

/■'■  d^  ^  r"'  r(n  +  i)    f{z)dz        r d^'_/ 

ou,  à  l'aide  d'une  transformation  déjà  effectuée, 

/     dx'i       I     dx'^        T(—n)J      {x  —  zy'+^' 

Dans  le  cas  où  le  triangle  x^x'^x  contiendrait  des 
points  critiques  dey'(:^),  la  formule  précédente  subsiste- 
rait ;  mais  l'intégrale  c[ui  figure  dans  cette  formule  de- 
vrait être  prise  le  long  d'un  contour  curviligne,  formant 
avec  XqX  et  xx'^  un  contour  fermé  ne  renfermant  pas  de 
point  critique  dey^(^). 

Dérivées  d'une  puissance.  —  En  supposant  «  positif, 
la  dérivée  d'ordre  — n  de  ix  —  a]P  est 


_L_J  (._.).-.(. _.,.^. 


Si  l'on  pose 
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cette  intégrale  devient 


^^     "'    '  '      (i  — n/'-iepr/o. 


Si  alors  ou  suppose  jto  =  «,  la  dérivée  cherchée  se  ré- 
duit à 

(x  —  aY+P„.  ^       {a:  —  a)"-^PT(n)T(p-hi) 

r(n)  ^    '^  ^  T{n)         T(n-i-p-i-i) 

OU  à 

(x  —  a)«+P ^-^ ; 

par  suite,  la  dérivée  d'ordre  n  est 

{x  —  a)P->i —  • 

r  (  /j  —  /i  ^-  I  ) 

Dérivées  de  e"^-^ .  —  La  dérivée  de  e"-^  d'ordre  — n 
est 

OU,  en  posant  z  ■=  x  —  ?, 

gax        /*" 
—  — /  tn-'^e-a'  dt. 

On  voit  que,  si  a'o  =^  —  qo  ,  la  dérivée  cherchée  sera 

—  >  en  supposant  a  positif  (si  a  était  négatif,  ce  résultat 

serait  encore  exact,  mais  il  faudrait  supposer  Xo  =  +  oo  ), 
et  que  la  dérivée  d'ordre  n  de  e"^  sera  «"e'^^,  comme 
par  la  méthode  de  Liouville.  Notre  manière  de  prendre 
les  dérivées  comprend  donc  celle  de  MM.  Liouville  et 
Letnikoff  ;  elle  est  plus  générale  que  celle  de  Liouville 
et  considère  les  valeurs  multiples  des  dérivées,  valeurs 
que  M.  Letnikoff  n'envisageait  pas. 


(  -'4^  ) 

V. 

Nous  allons  encore  démontrer  que 

/'  d'^    r  d"\f  __  /'  d'"    /'  d-'  f  _   /'  d'"^'\f_ 
j    dx"  j     djr'"  "~  /    dj7"'  I     dx"  ~  /     rf^'«+«  ' 

'.i-„  'Xu  '.»■„  '.r„  »,>•„ 

à  cet  effet,  observons  que 

f  d'\f  _  r  (  /i  -l-  1  )    r    /■(  ;;  )  dz 


dx"- 


•iv. 


w- 


r  fi  z  )  dz 

J  (z-x)'^- 


Pour  prendre  la  dérivée  d'ordre  ///,  on  peut  différen- 
tier  sous  le  signe/,  puisque  cette  différentiation  revient 
à  une  intégration  et  à  une  multiplication  par  un  facteur 
constant  5  on  a  donc 


r  d"'    r  cV\[  _  r(»  +  i)    r     f(z)dz         V{  m  -4-  n  - 
I    dx"^\     dx'^  ~  "^77=7 J  {z-x)»^+n+^  ~"f(n  +  i 


) 


^(»^-4-n-^-l)    r      /( z)  dz 

•271 /=r7    J  {z-x)"^+'^-i 


I. 


d"--*-''  f(z) 

= ■~—^,  C.    Q.    F.    D. 


VT. 


La  règle  de  la  différentiation  d'un  produit  s'applique 
encore  quand  il  s'agit  de  dérivées  à  indices  quelconques; 
il  s'agit  pour  le  prouver  de  vérifier  la  formule 

i  d'^o{x)<!fi{x)  _     .     s  /    d'^'T'        n  do  j    d"-'<l 


I    d'''\i        n  do  i  <-/"-' 

"^^    ^1    dx"'  ^  T  dx  I    dx'^- 

.'■(1  -''il 


/  dx"^  '^      /     dx''        I    dx  I    dx'^-i 

que  l'on  peut  écrire 

r(n  +  i)  ro{z)^{z)dz  ^  r(n  +  i)  r  ^(x)'h(z)  ^_ 
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ou  bien 


}1  f^ 


r 


c'esl-à-dire,  si  la  fonction  cp  est  développable  par  la  for- 
mule de  Taylor 

r(n-M)    ro(z)'!^(z)dz   _  Tjn^i)    ro(z)'h{z)dz 

Ainsi  la  règle  de  Leibnitz  sera  encore  applicable  pour 
des  valeurs  fractionnaires  ou  incommensurables  de  l'in- 
dice /z,  si  la  fonction  c(^)  est  monodrome  et  monogène, 
finie  et  continue  à  l'intérieur  d'un  cercle  ayant  pour 
centre  le  point  x  et  pour  rayon  la  droite  xxo  qui  joint 
le  point  jc  à  la  limite  Xq  à  partir  de  laquelle  on  prend  les 
dérivées.  Comme  l'on  voit,  la  dérivée  /z'"™*^  d'un  produit 
pourra  en  général  se  développer  de  deux  manières  en  série 
convergente.  Souvent  l'un  des  développements  sera  im- 
possible, tandis  que  l'autre  le  sera-,  quelquefois  ils  seront, 
eu  égard  à  la  limite  choisie  Xo,  impossibles  tous  deux. 

L'application  de  la  règle  de  Leibnitz  permettra  de  gé- 
néraliser une  foule  de  formules  importantes  :  elle  per- 
mettra, par  exemple,  d'obtenir  très  simplement  la  formule 
de  Vandermonde  connue  sous  le  nom  de  binôme  desfac- 
torielles.  On  obtient  cette  formule  en  différentiant  n  fois 
les  deux  membres  de  l'équation  identique 

ce  qui  donne,  en  prenant  pour  limite  Xo  =  o, 


r ( a  -{-  6  —  /i  -i-  1  )        r ( a  —  ;i  -}-  I )        i    \(a  —  n -v-  -x) 
n{n — I)        r(«-i-i) 


r(a  —  /i-T-  3) 


b{b-i). 
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Pour  que  cette  formule  ait  lieu,  il  faut  que  la  fonction 
X*  soit  monodrome,  monogène,  finie  et  continue  à  l'in- 
térieur d'un  cercle  ayant  son  centre  en  x  et  pour  rayon 
la  droite  ox.  C'est  ce  qui  aura  lieu  si  l'exposant  b  est 
entier  et  positif. 

Dans  le  cas  où  h  est  un  nombre  quelconque,  la  for- 
mule (i)  cesse  d'avoir  lieu^  mais  il  est  aisé  de  la  corriger 
en  ajoutant  aux  dérivées  qui  entrent  dans  la  formule  les 
termes  nécessaires  pour  modifier  la  limite  à  partir  de 
laquelle  elles  sont  prises  :  la  nouvelle  limite  Xq  devra  être 
telle  que  le  cercle  de  rayon  jr.ro  ne  contienne  pas  dans 
son  intérieur  le  point  o. 

VIL 

Le  calcul  des  dérivées  à  indices  cjuelconques  n'est  pas 
un  pur  objet  de  curiosité;  Liouville  et  M.  Serret  en  ont 
fait  de  très  heureuses  applications  auxquelles  il  ne 
manque  qu'un  peu  de  précision  que  les  théories  précé- 
dentes viendront  apporter. 

On  sait  qu'un  grand  nombre  d'équations  différentielles 
linéaires  s'intègrent  au  moyen  de  dérivées  lorsque  certains 
paramètres  sont  entiers  :  nous  citerons,  par  exemple, 
les  équations  auxquelles  satisfont  les  fonctions  X„  de 
Legendre,  les  fonctions  de  M.  Hermite  et  en  général  les 
fonctions  o,j[x)  qui  satisfont  aux  équations 

/    cp„(a")6(a7)c?r  =  o,        /     cp„(r)  O(^)  r/a?  =  o, 

h{x)  désignant  un  polynôme  de  degré  inférieur  à  n. 

Pour  satisfaire  aux  équations  en  question  quand  le  pa- 
ramètre 7i,  au  lieu  d'être  entier  est  quelconque,  il  suffit 
de  remplacer  dans  les  anciennes  solutions  les  dérivées 
d'ordre  entier  par  des  dérivées  à  indices  quelconques. 

Ce  fait  seul  justifierait  l'introduction  du  nouvel  algo- 
rithme dans  l'Analyse;  mais  Liouville  a  montré  que,  à 
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l'aide  des  dérivées  à  indices  fractionnaires,  on  pouvait 
encore  intégrer  l'équation  différentielle  à  laquelle  satis- 
fait la  série  hypergéométrique.  Je  vais  montrer  comment 
on  peut,  plus  généralement,  abaisser  certaines  équations 
linéaires.  Ces  équations  sont  de  la  forme 

P/  désignant  en  général  un  polynôme  du  degré  /  en  x. 
On  posera 

d\>-z 

'o 
'j.  désignant  un  indice  quelconque  ^  on  aura  alors 

•o  '0  '0 

Si  l'on  diiïérentie  cette  formule  avec  l'indice  —  !j.,  on 
aura  un  résultat  de  la  forme 

j^         CL      ^  ^^  Ll  ^  /-v     ""^  r\ 

^  -  d^^  ^  ^""^  cW^^  + . . .+  Q.  ^  +  Qo^-  =  O, 

Q/w-i,  Q^m--2i  •  •  «5  Qo  désignant  des  polynômes  entiers 
en  X  contenant  le  paramètre  [jl,  le  premier  au  premier 
degré,  etc.,  et  Qo  au  degi^é  m.  Si  l'on  pose 

Qo  =  o, 

on  aura  7i  valeurs  de  jjl  annulant  Qo  et  ramenant  l'équa- 
tion proposée  à  une  autre  linéaire  de  même  ordre,  mais 
ne  contenant  plus  z,  c'est-à-dire  susceptible  de  s'abaisser 

en  prenant  -^  pour  variable. 

Le  calcul  des  dérivées  à  indices  quelconques  vient 
ajouter  un  chapitre  au  calcul  inverse  des  intégrales  dé- 
finies. Liouville  a  montré  comment  on  pouvait  l'appli- 
(juer  à  la  reclicrche  des  courbes   tautochrones  •,    je  vais 
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nioiiLrer  comment  on  peut  en  faire  usage  pour  résoudre 
une  équation  rencontrée  par  Abel  en  clierchant  à  ré- 
soudre un  problème  de  Mécanique.  Il  s'agit  de  l'équa- 
tion 


t/,._o    y/ a  — ■  X 


'o(<2)  est  donné  ainsi  que  a,  et  il  s'agit  d'exprimer  s  en 
fonction  de  x.  Nous  ferons  s  =  ^{x),  et  nous  aurons 

^   ^       r"b'(x)dx^ 

"^0    (a  —  xy 
nous  en  tirons 

I  ,    ,  I  r''0'(x)dx 

— r-'-e(")==— ^ — 7\       ï" 


Or  le  second  membre  est 
/    d    2e'(a) 


et    r 


on  a  donc 


(-0^^, 


V^^         'o   f/2  0(a) 

il  en  résulte 

1 

)dx 

Cette  solution  coïncide  avec  celle  d'Abel. 


CORRESPONDANCE. 


MojNSiEun, 

Permettez-moi   de  répondre  à  la  Lettre  de  M.   (jil- 
bert.  Ses  observations  n'ajoutent  rien  à  la  rigueur  d(;  la 


(  ^^^  ) 

(iémonstratioii  de  M.  Jordan.  Il  suppose  fixes  les  valeurs 
successivement  interpolées  dans  l'intervalle  considéré^ 
mais,  dans  mon  exemple,  on  peut  bien  les  supposer  fixes, 
et  le  raisonnement  subsistera  toujours,  si  les  deux  pre- 
mières conservent  la  forme et 

(  2  n  -i-  I  )  71  '2/1- 

Enfin  on  a  toujours  un  système  de  quantités  Sj,  So^  ••• 
dont  chacune  a  pour  limite  zéro,  mais  dont  le  nombre 
croit  indéfiniment  5  et,  quand  cela  arrive,  on  ne  peut  pas 
conclure  en  général  que  leur  maximum  tende  aussi  vers 
zéro. 

M.  Gilbert  dit  que  le  théorème  sera  démontré  si  l'on 
prouve  que,  pour  un  mode  de  division,  les  s  ont  pour 
limite  zéro.  Si  l'on  entend  par  ces  mots  que,  pour  un 
mode  de  division,  le  maximum  des  î  a  pour  limite  zéro, 
la  proposition  est  juste  5  mais,  comme  cela  n'arrive  pas 
pour  tout  mode  de  division,  le  théorème  résultera  dé- 
montré lorsque  ]M.  Gilbert  aura  trouvé  ce  mode  particu- 
lier de  division,  pour  lequel  la  condition  précédente  est 
satisfaite. 

Et  je  dis  cela  sans  malice,  parce  que  ce  mode  existe, 
mais  je  laisserai  le  soin  de  le  trouver  à  M.  Gilbert;  et, 
pour  bien  fixer  la  question,  je  lui  propose  de  démontrer 
ce  théorème,  dont  il  se  sert  : 

Si  fl^x)  a  une  dérivée  déterminée  et  finie  f'(^x) 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  appartenant  à  un  inter- 
valle jini  [a,  Z>),  étant  fixée  une  quantité  s  arbitraire- 
ment petite,  on  peut  toujours  diviser  l'intervalle  (a,  b) 
avec  les  points 

Tq  =  a,     .ri,  .r,,    .  .  . ,  .7-,,_,,  .r„  —  b, 
de  façon  que  chacune  des  différences 

■" ^ /  (a,.)    (/•  =  o.    I.    .  .  .,  /?  —  1) 

a,.+i  —  a,. 

soit,  en  valeur  absolue,  moindre  <juc  z. 
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J'ai  dit,  dans  ma  première  lettre,  qu'on  démontre  fa- 
cilement la  formule 

f{x-^h)-f{x)  =  hf\x-r-()h), 

sans  supposer  la  continuité  de  la  dérivée,  mais  seulement 
son  existence  (c'est-à-dire  l'existence  d'une  dérivée  dé- 
terminée et  finie  pour  toutes  les  valeurs  de  la  variable 
dans  l'intervalle  considéré).  J'ai  appris  cette  démonstra- 
tion de  M.  Genocchi,  quand  j'étais  étudiant;  elle  est  due 
à  M.  Ossian  Bonnet,  et  se  trouve  dans  le  Cours  de  Calcul 
de  M.  Serret  [i^  édit.,  p.  ly);  mais  il  y  a  quelques  pe- 
tites imperfections,  qui  peuvent  expliquer  pourquoi 
M.  Jordan  a  des  doutes  sur  sa  rigueur.  Mais  elle  se 
trouve  aussi  parfaitement  rigoureuse  dans  : 

Dijvi,  Foncîamenti  per  la  teorica  délie  funzioni  di 
'vaviahili  reali,  p.  yS;  Pisa,  1878. 

Harnack,  Di^erential-  uiid  Integralrecluiujig ,  p.  64  ; 
Leipzig,  1881 . 

Pasch  ,  Eiiileitung  in  die  Dift.-  und Integralrechnang, 
p.  83;  Leipzig,  1882,  etc.  (*). 

L'exemple  cité  par  M.  Gilbert,  pour  prouver  que  le 
théorème  est  inexact,  ne  satisfait  pas  aux  conditions  du 
théorème.  En  effet,  la  fonction  de  M.  Gilbert  a,  pour 
X  =  «,  ce  qu'on  appelle  une  dérivée  à  gauche  et  une 
dérivée  à  droite  (^riickwurts  und  l'Of^vârts  genommene 
Differential-Quolienten)^  et  n'apasunedérivée  ordinaire 
déterminée. 

J'ajouterai  enfin,   en   réponse   à   M.    Jordan,   que  si 

— —  tend  unitormement  vers  j(jt'j,  cette  dé- 
rivée est  continue,  et  réciproquement. 

J'ai  l'honneur  d'être,  etc.  G.  Peako. 


(')  J'ai    envoyé  cette   démonstration  à  i\I.  Jordan,  il  y   a  quel([iic 
tenDps;  mais  vous  la  trouverez  ci-jointe.  G.  P. 


(  255  ) 
Voici  la  démonstration  de  îa  formule 

Théorème  I  (de  Rolle).  —  SLf[x)  a  une  dérivée  dé- 
terminée et  Jînie  f\x)  pour  toutes  les  naleurs  de  x 
appartenant  à  Vintervalle  {a,  è),  et  si  f(a')  =  o, 
f(^b)  =  o,  on  rt,  pour  une  certaine  valeur  X{  de  x  com- 
prise dans  l'intérieur  du  même  intervalle, 

f(xt)  =  o. 

En  eiret,y{x).  ayant  une  dérivée,  est  continue;  et,  en 
variant  x  entre  a  et  b,  f{x)  prendra  sa  plus  grande  et 
sa  plus  petite  valeur.  Si  ces  valeurs  extrêmes  sont  toutes 
les  deux  nulles,  la  fonction  sera  constamment  nulle,  et 

l'on  aura  aussi 

f{x)  =  o. 

Si  elles  ne  sont  pas  toutes  les  deux  nulles,  soit  x^^  la 
valeur  de  j::  par  laquelle /^(x),  sans  être  nulle,  devient 
maximum  ou  minimum.  La  valeur  Xi  est  intérieure  à 
l'intervalle  («,  /?),  cavJ'(a)  =  o,  el  f[b)=  o\  et  pour 
x  =  Xy  la  fonction  n'est  ni  croissante  ni  décroissante; 
doncy^'(.r)  )  n'est  ni  négative  ni  positive;  et,  comme  on 
a  supposé  qu'elle  est  déterminée  et  finie,  elle  seia  nulle. 

Théorème  II.  —  SiJ[x)  a  une  dérivée  déterminée  et 
finie  f\x)  pour  toutes  les  iJoleurs  de  x  appartenant 
à  V intervalle  (a,  ^),  on  a 

fib)-f{a)  =  (b-a)f'{x,), 

oii  Xi  est  une  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  b. 

En  elïet,  en  appliquant  le  théorème  précédent  à  la 
fonction 

¥(x)  =f(x)  -f(a)  —  'P^  f/(  h  )  -/(«)], 


(  256  ) 
pour  laquelle 

on  aura 

¥'(xi  )  =  o 
ou 

On  voit  qu'on  ne  suppose  nullement  la  continuité  de 
la  dérivée,  mais  seulement  son  existence.  On  peut  faire 
abstraction  de  son  existence  pour  les  valeurs  ^  =  a  et 
oc  =  h^  mais  en  supposant  f{-Tc)  continue  pour  ces  va- 
leurs ;  le  tliéorème  reste  encore  vrai  si  la  dérivée  devient 
infinie,  mais  de  signe  déterminé. 

Cette  démonstration  est  de  M.  Ossian  Bonnet. 

G.  P. 


C'est  par  erreur  que  nous  avons  oublié  de  mentionner  : 
M.  Moret-Blanc,  comme  avant  résolu  les  questions  1285, 
4  459  et  14745  M.  A.  Droz,  comme  ayant  résolu  la 
ffuestion  1459;  MM.  Basille  Dolguinzerve,  de  Moscou, 
E.  Barisien,  lieutenant  au  i4i^  de  ligne,  et  Henry  Bour- 
get,  comme  ayant  résolu  la  question  1462;  MM.  Ph. 
Anstett,  élève  du  lycée  de  Lyon,  E.  Barisien,  E.  Brassarl, 
et  un  anonyme,  comme  ayant  résolu  la  question  1463; 
MM.  Pli.  Anstett,  E.  Barisien,  E.  Brassart  et  M.  Genty, 
élève  du  Ivcée  Cliarlemagne,  comme  ayant  résolu  la 
question  1463;  MM.  E.  Barisien,  L.  Clément,  élève  du 
lycée  de  Bouen,  et  M.  Genty,  comme  ayant  résolu  la 
(juestion  1466;  MM.  E.  Barisien,  L.  Clément  et  P.  Ter- 
rier, comme  ayant  résolu  la  question  1472;  MM.  F. 
Borletti  et  N.  Goifart,  comme  ayant  résolu  la  question 
1474. 


(  a57  ) 
REMARQIES  SIR  l'\E  ^OTE  DE  M.  IBACH; 

Par  m.  p.  TARDY,  à  Gènes. 


Dans  le  deiniei'  Cahier,  page  172,  M.  Ibacli  donne  une 
méthode  pour  intégrer  les  équations  linéaires  simulta- 
nées du  premier  ordre 


dans  le  cas  où,  entre  les  fonctions  P<,  Q,,  Po,  Qo  de  la 
variable  x^  existe  une  relation 

On    arrive   au    même  résultat    par  une   voie  beaucoup 
plus  simple.  Si  nous  diiiérentions  la  première  équation 

,1.     .  .      dz 

et  SI  nous  eij minons  ensuite  -j-  et  ^,  nous  aurons 


ou 


(  d^y    ,    /p        Q'i  _^  o  "l  ^^^' 

)  d-xi -^y'-^îr^'-ld-x 

{  ~   (p;  -  PjQ,_  P,Q._P,  ^^y  =  V, 

Or  on  intégrera  cette  équation  si  on  peut  la  réduire 
à  la  forme 

Anit.  (h-  Matliémnt.,  ?<'  série,  t.  III.  (Juin    i88/|.)  I7 


(  ^58  ) 
c'est-à-dire    . 

^^^  £  -^^^  -^  Xog  +  (xx,  +  x',  ir  =  V. 

L'intégrale  générale  sera 
y  =  e-/^' ''■'■  Ta  -h  Te/' ^' - ^ ' -^^  ('b  -+-  fv ef^  '^■'' dx\  dx\ . 

La  question  est  donc  réduite  à  déterminer  les  fonctions 
X  et  X)  par  les  équations 

X  +  X,  =  P,-^  +Q2, 

xxi  -+-  x\  =  p;  -h  p, Q.2 -  PoQ.  -  Pi  n^  • 

Posons 

X=Q2-^+Z, 

VI 

X,  =  P,-Z; 

la  première   est   satisfaite   et   la    seconde   donne,   pour 
trouver  Z, 

Z'+ (Qo  -  P,  -  ^  j  Z  +  Z2  =  P,Q„ 
laquelle  sera  vérifiée  si  l'on  a,  en  même  temps, 
Z2  =  P2Qi     et     |'=P._Q,+  |l. 
En  éliminant  Z,  on  obtient 

qui  est  exactement  la  relation  donnée  par  M.  Jbach.  En 
prenant  donc 

\,  _.  P,  -  y/ÏV^, 


(  ■'-'\)  ) 

et  en  subsLi tuant  dans  la  formule  générale,  on  aura  j  et 
ensuite  z  sans  nouvelle  intégration. 

Permettez-moi  d'ajouter  que  presque  toutes  les  équa- 
tions diiîërentielles  linéaires  du  deuxième  ordre  qu'on  a 
intégrées  par  des  méthodes  spéciales  sont  des  cas  parti- 
culiers de  l'équation  (  2).  Je  choisirai  quelques  exemples. 

L'équation 

intégrée  par  Euler  (Cale,  intégr.,  t.  Il,  p.  116)  d'après 
la  connaissance  d'un  facteur  intégrant,  rentre  dans 
l'équation  (2),  si  l'on  fait 


R' 

R 

^   =-K 

-"P 

I" 

R 

^'=-p 

-"P 

Une  équation  considérée  par  Petzval  et  do7it  M.  Spit- 
zer  a  tiré  des  résultats  particuliers  {Archives  de  Gru- 
nert,  t.  LX  ) 

d\y  _  /^  _^,^^^  ?2  — ^'i  \  £(r 

dx-         \  '  ^        '  '        'fa  —  ^1  /  d^ 

\  'f2  —  'f  1  / 

se  déduit  aussi  de  l'équation  (2)  en  posant 

On  obtient  l'équation  de  M.  Burnside  [Miller  ma- 
thematical  Questions,  t.  XIj 


en  prenant 


X 


(  ?.6o  ) 

I  f(x)         0  I 


/(■^)         y/'i  sifix) 


•>'  A-'^)    '   v/a  y/A^J 


et  en  mettant  H  =  «y/ —  i    ou   6  =  «,  selon  que  l'on  a 
dans  l'équation  le  signe  supérieur  ou  inférieur. 

M.  Cookie  [Miller   inathematical  Questions,   t.  IX) 
a  intégré  l'équation 


d'^r       I  IV  ,-\  dy 

dP- 


i(;i  il  faut  poser 

X  = ^  —{a-\-c)  v/R, 

an 

Xi  =cv/R, 
et  déterminer  c  par  l'équation 

c{a  -i-  c)  -f-  I  =  o. 

Aussi  l'équation  proposée  et  intégrée  par  M.  Malet 
[jlfathematical  Questions,  t.  XXJIÏ), 

dx'  dr         L        4  ">■  y 

rentre  dans  l'équation  (a),  en  mettant 

X  =  iP-^iK. 
Xi  =  |P  — iR. 

Si  l'on  veut  y  faire  rentrer  l'équation  considérée  par 
.M.  Malmsten  [Dublin  and  Cambridge  viatheni.Journ., 
t.  111,  Journal  de  Crelle,  t.  39,  et  BraoscHi,  Annali  di 
Scienze  niatematiche  e  jisiche ,  t.  11), 

d-r         r  dv        /  ,  s 

dx-         X  tir         \  X- 


(  ^6.    ) 
on  niellra 


1    X 

I    r 

■i   X 


et  l'on  aura,  pour  déterminer  z,  l'équation 

dx 
Si  l'on  lait 


où  k  est  donné  par  l'équation 

(2/:  -4-1)"^  =  (r  —  l)'^-f-  45, 

on  réduit  la  précédente  à 

:r  ^ (sA-  -i-  i)r  —  t-  =  —  bx'"--^-. 

dx 

Maintenant  on  sait  (Boole,   Differential  equatiotis, 
p.  90)  que  l'équation 

X  -^ ay  -^  cy^  =  e x" 

dx  -^ 


est  intégrable  par  des  quadratures  indéfinies  toutes  les 
fois  que    est  un  nombre  entier  positii   q\   uonc, 


2/i 

dans  notre  cas,  on  aura  la  condition 

7/1  M-  2  ±  (  2  A-  -f-  l '^ 

7 =  y- 

2  (  /?i  -f-  2  ) 

c'est-à-dire 

2(2A-^I) 

m  -H  2  =  ±  7 

2<^  —  I 

et,  en  substituant  pour  2A  -f-  i  sa  valeur, 


,    2  \/(  /•  —  D-  -^  4  « 

«i  -i-  jt  =  ir  ? 

•-'■'/  — I 

qui  est  la  condition  posée  par  M.  Malmsten. 

(ifi  mai  i88'(.) 


(     2(3-.     ) 

REMARQLES  SUR  LA  MM  ^OTE  DE  M.  IBACH; 

Par  m.  J.  JUHEL-RÉNOY,  à  Bordeaux. 


Le  dernier  numéro  des  Nouvelles  Annales  contient 
une  Note  sur  l'intégration  des  équations  simultanées 

L'auteur  de  cette  Note,  M.  Ibach,  démontre  que  le 
système  est  intégrable  dans  le  cas  où  la  relation 


/ 


Q.    ~ 


est  vérifiée.  Le  calcul  est  assez  long^  on  arrive  plus  faci- 
lement au  résultat  par  l'application  de  la  métliode  de 
d'Alembert. 

Soit,  en  effet,  l'équation 

P.,  ?<2  ^  (  Pi  —  Q2  )  '/  -  Ql  -t-  ^   =  O, 

de  laquelle  dépend  l'intégration  du  système  proposé. 
Cette  équation  sera  évidemment  intégrable,  si  les  équa- 
tions 

P.,  ir-—Qi=o     el     (  Pj  —  Q,  )u  ^i^  =0 

cLr 

sont  compatibles,  ce  qui  exige  que 

On  retrouve  ainsi  le  théorème  énoncé  par  .M.  îbacb. 


(  -^^63  ) 
Un  second  cas  d'intégrabilité  se  présente  tout  aussi 
simplement.    Eu   efîet,    le  système  proposé   sera    inté- 
grable,  si  la  valeur  de  u  satisfait  aux  deux  équations 

P2«^(Pi  — Q2)  =  o     et     du  =  Qi  dj?, 

ce  qui  entraine  la  condition 

Pofqidx^Ç>,-l>,. 
(  20  mai  1884.) 


REMARQIES  SIR  LA  MM  MU  DE  M.  IBACH; 

Pau  m.  E.  CATALAN. 


I.   L'auteur  considère  les  équations 

11  dit  :  «  La  méthode  de  d'Alembert  conduit  ;i  démon- 
trer que  la  résolution  d'un  pareil  système  dépend  de 
l'intégration  d'une  équation  différentielle  de  la  forme 

(2)  ^-^Au-^Bu'-^C, 

dans  laquelle  A,  B,  C  sont  des  fonctions  de  jc.  Or  Eul.er 
a  prouvé  que  l'on  ne  peut  intégrer  cette  dernière 
équation  que  si  l'on  en  connaît  a.  priori  une  solution 
particulière .  .  .  n 

Où  Euler  a-t-il  énoncé  une  pareille  proposition  (')? 


(')  La  phrase  de  .M.  Ibacli  doit  être  rectifiée  de  la  manière  sui- 
vaDle  :  «  Euler  a  prouvé  que  l'on  peut  intégier  cette  dernière  équa- 
tion si  Ion  en  connaît  a  priori  une  solution  particulière:  en  thèse 
générale,  le  problème  est  donc  insolui)Ie.  »  Cli.  B. 


(  264  ) 
Si  l'on  procédait  par  analogie,  on  conclurait  c[ue  : 

Pour  résoudre  V équation  f[x)  -=■  o,  on  doit  en  con- 
naître une  racine. 

Du  reste,  l'équation  (2),  immédiatement  intégrable 
quand  elle  se  réduit  à 

(3)  _  =X(«+6«+c«2), 

comprend,  comme  cas  particulier,  l'équation  de  Riccatî. 
La  proposition  dont  il  s'agit  semble  donc  inexacte. 

JI.  La  méthode  proposée  par  M.  Ibacli  est  une  exten- 
sion, fort  compliquée,  de  celle  que  l'on  doit  à  d'Alem- 
bert.  Le  procédé  suivant,  bien  connu,  est  beaucoup  plus 
simple. 

De  la  première  des  équations  données,  on  déduit 

Eliminant  :^  et  -^^  on  trouve  l'équation  linéaire 


(5)  +(p'i-Qii'.+  Q2Pi-^P,)j 

[       ==v;_Q,V,-r-Q,V,-^\i; 
ou,  pour  abréger, 

Cette  équation  (6)  donne  lieu  aux  remarques  suivantes  : 

1°  Elle  est   intégrable,   en  premier  lieu,   quand  les 

coefficients  P,,  O,,  Po,  Qo  se  réduisent  à  des  constantes. 


(  ^6o  ) 
2"  Si  le  coefticient  G  est  nul,  el  que  l'on  fasse  abstrac- 
tion du  second  membre,  elle  devient 

il)  ^-^-V  =  o. 

Celle-ci  a  été  étudiée,  tout  particulièrement,  par  Liou- 
ville. 

3"  La  condition  G  =  o,  ou 

est  vérifiée  si  l'on  prend 

(8)  Qi  =  e/'P.+Uiutr(i^^ 

valeur  d'où  résulte 

(9)  H  =  P',-Q,r^-P^ 
4"  Si,  de  plus, 

(10)  p,=  ^-^i^-£l^(p;_pne-/'P.+u.)'^S 
1  équation  (6),  devenant 

^  =  K 

dx- 

a  pour  intégrale 

y  =  C  -f-  Gix  -i-fdxjKdx. 
Etc. 

III.   M.  Ibach  applique  sa  méthode  aux  équations  (-) 

'^y  .       .    .-, 

d^  ,    „ 

—, a-x^v  -r-  xz  =  o. 

ax 


(')  Cette  formule  (8)  a  une  grande  analogie  avec  la  relation  (A) 
de  .M.  Ibacli. 
(»)   Pa»c  .79. 


_,     los.i-  —  '■ 

Ce 

_li:i_                log.r- 

■   -^C'e 

-  —  H 5— 

Ce            ^ 

•xax 
•    —  G  e 

.x-        a  .i-^ 

(  266 

Jl  LroLîVC 


y 


mais  ces  valeurs  sont  inexacLes  ('  ). 

A  cause  de  6'"°'=  x,  on  peut  les  écrire  ainsi 


■'■'  _    Zl^  -Il        — 

^  =  A  ^     ■'■  ■  —  B  e  •    ■'  ■■ . 

VdiV  conséquent. 


ou 


J)-  -H  f/^  =  —  (y  -^  z){x  -\-  ax-  ) dx, 
dy  —  dz  =  —  {y  —  ^  ) (-^  —  ax-)dx;    ' 

-^  =  —  xy  —  ax-z,     —r-  =  —  xz  —  ax-y, 
dx  -^  dx  -" 

dv  ,  dz 

— 1-  xy  -M-  ax' z  =  o,      —, h  ax'-y  -t-  xz  =  o. 

f/jr         *  dx 

Ce  sont  donc  là  les  équations  différentielles  qui  doivent 
être  substituées  aux  premières. 

lY.   Comme  troisième  application,  l'auteur  a  pris  le 

(')  L'erreur  provient  de  ce  que  .M.  Ibach  dit,  1^  ligne  de  la  p.  179, 
que,  si  P,  =  Q.,  Pj  et  Q,  doivent  être  dans  un  rapport  constant,  ce 
qui  est  une  inadvertance  manifeste,  car  on  conclut  de  la  condition 


/ 


quf  P..  cl   (»,   d(ii\iMil    iMrc  cjiaux.  '-li.   11. 


(  '-^^Cy   ) 
sysL("mie 

dy         e-f'-f-  I  dz  ,  e^  , , 

-ï i y  -^  z  =  o,      —j ^  x-y  -{ ;  =  o  (  '  ). 

dx  X      -^  dx  -^         X 

Il  en  déduit  : 

■i.xy  =  Qe^"--r-  C'e"*",     iTZ  ^  Ce~" —  G'e^", 

en  supposa  al 

r  <?•*•  -H  .r2    ,                  r  e--^  —  j-^    , 
i(  =  I    dx,      V  =  I    dx. 

Ces  intégrales  ne  sont  pas  plus  exactes  que  les  pre- 
mières (-).  En  effet,  comme  on  peut  aisément  le  véri- 
fier, elles  conduisent  aux  équations 

dy        e-^  —  I  dz        e-^'  —  i 

-7^-+-— — ■y-^zx  =  o,      —J \ z-T-yx  =  o. 

dx  X      -^  dx  X  "^ 

Ces  résultats  erronés  sont-ils  fortuits?  Proviennent-ils 
de  la  métliode  imaginée  par  M.  Ibacli?  Ce  sont  des  ques- 
tions que  je  n'ai  pas  le  loisir  de  résoudre. 

V.   Comme  suite  à  ces  lieniart/ues,  j'indiquerai  cer- 
tains cas,  très  simples,  dans  lesquels  l'équation 

'  dx^  dx         ""^ 

est  intégrable. 

Supposons  d'abord  qu'elle  ail  la  forme  . 

(12)  (x  —  a){x  —  b)y"  -+-  { f  x  -\-  g)y'  ^  hy  =  o, 

et  clierclions  si 

r,  =  (:r  — «)/■ 

en  peut  être  une  intégrale  particulière. 

(')  Page  180. 

(^)  Il  y  a  simplement  une  faiito  friinprc^sioii  au  ilrnominalciir  de 
z.  où  il  faut  lire  J  au  lieu  de  '}.x.  <'.ii.  lî. 


(  268  ) 
On  trouve 

(i3)      p{p  —  \){j-  —  b)  ^  p{f  x  -^  g)  -^  h{x  —  a  )  =  n, 

équation  qui  se  décompose  en 

p(p  —  i)-^pf-hh  =  o,     —  bp(p  —  i)-+-ffp  —  ah  =  o, 

ou  bien 

(a—  b){p  ~i)-i-  af-+-  g  =  o,    pib/-h  g)  —  (a  —  b)h  —  o\ 

puis,  en  supposant  a  —  A  différent  de  zéro  : 

(i4)     (a-byb-^{a/-hgHbf-^g)^(a-b)(b/-\-ff), 

{a  —  b)h 


(i5) 


¥ 


Quand  la  condition  (i4)  tîst  remplie,  la  formule  (i5)  est 
applicable. 

Si  l'on  veut  (|ue 

y^={x-b)P 

soit  une  seconde  intégrale  particulière,  la  relation  (i4) 
ne  doit  pas  être  altérée  quand  on  y  permute  a  etb.  Donc 

ou 

(i6)  ^=-i(«-t-6)/; 

et,  par  conséquent, 

^'  f 

(>7)  P  =~"^7  ='~  T^' 

L'intégrale  générale  de  l'équation 

f  iS  )  ix  -  a){x  -  b)y"~\-f(^r  -  '^-^p''  -  ■-  y~'i)^ 


=  (> 


(  2(3t)  ) 
est  Jonc 

(19)  y  =  A{x-a)      :<+B(.r--6)'    ^('). 

application.  —  Soit  l'équation 

(a-2—  |^'_H})j"_L-(|^_2)y_i-A;.  =  o    (2), 

dans  laquelle  a  =:  i,  b  ^\.  On  trouve/  =  |.  Donc  l'in- 
tégrale demandée  est 

filtre  application. 

x^y"  -ir-  xy'  -\- y  =  o. 


On  obtient 


j':=  A.r^+B^-*^; 


puis,  par  une  iranslormation  évidente, 

j)'  =  0  sin(L3')  +  D  cos(L^). 

Vr.    Dans  l'équation  (12),  posons 

(20)  j'  =  e/"rff. 
Elle  devient,  comme  Ton  sait  (^), 

(21)  M^-l-  ?<'-f-  Pif  4- Q  =  o. 

Essayons  dans  quels  cas  u  peut  être   un  polynôme 
entier:  par  exemple,  ax-  -f-  [^x  4-  y. 
La  substitution  donne 

—  Q  =  (aa72-i-  ^^-1- y)2_|_  aa^  -h  fi  4-  P(aj72-!-  9jx  -\-  y). 


(')  Dans  le  cas  où  les  facteurs  x  —  a,  x  —  b  deviennent  égaux, 
cette  formule  doit  èti-e  remplacée  par  celle-ci  : 

_/■ 
y=z  (^  — a)    ^(Cj7-i-D). 

('-)  Intégrée  par. M.  Désiré  André  (./ow/virt^  c/e /fesa/^  p.  aS'j  ;  1881). 
La  >i'ote  de  cet  ingénieux  géomètre  a  été  l'occasion  du  petit  pro- 
blème que  nous  venons  de  résoudre. 

(')   Voir  ci-tlcssus,  é((ualion  (  :?  )  • 


(  ••>-7o  ) 
Donc,  prenant  arbitrairement  V ^  on  a  la  valeur  corres- 
pondante de  Q.  Si^  par  exemple,  P  est  un  polynôme  du 
deuxième  degré,  Q  sera  un  polynôme  du  quatriènu; 
degré.  Voilà  donc  une  infinité  de  cas  dans  lesquels  Vé- 
quation  (i  i  )  admet  une  intégrale  de  forme  donnée  (  *  ). 

P. -S.  —  Les  valeurs  àti  j  et  de  z^  relatives  à  Vajypli- 
cation  11  (j).  i8o),  sont  inexactes. 

22  mai  1884. 


DEMO\STRATION  ftUN  THEOREME  DE  GEOMETRIE; 

Par  m.  g.  TARRY, 

Contrôleur  des  coiiLributions  diverses  à  Alccr. 


11  est  bien  connu  que  la  polaire  réciproque  d'une  co- 
nique est  une  autre  conique;  il  l'est  moins  que  deux 
coTiiques  quelconques  sont  polaires  réciproques.  En 
voici  la  démonstration  : 

On  sait  que,  dans  le  plan  de  deux  coniques  quel- 
conques, il  existe  un  triangle  et  un  seul  conjugué  com- 
mun de  ces  deux  coniques  et  que  ce  triangle  a  pour 
sommets  les  points  de  rencontre  des  couples  de  côtés 
opposés  du  quadrangle  des  points  d'intersection  de  ces 
coniques,  et  pour  côtés  les  droites  qui  joignent  les 
couples  des  sommets  opposés  du  quadrilatère  de  leurs 
tangentes  communes. 


(')  Celle  remarque  a  le  défaul  d'iHre  trop  simple.  Néanmoins,  je 
ne  la  crois  pas  inulile.  Si  l'on  pouvail  former  un  catalogue  renfer- 
manl  un  grand  nombre  (Y équations  intégrées,  il  en  résullerail  cer- 
lainemcnl,  dans  la  Ihéorie  des  fVjnations  dilTérenliolles,  de  nouveaux 
progrès . 


(  -7'   ) 
De     ces     propriétés,    on   déduit    immédiatement    les 
lemmes  suivants  : 

Lemme  I.  —  Dans  la  figure  polaire  réciproque  de 
V ensemble  de  deux  coniques  et  de  leur  triangle  conju- 
gué commun ,  ce  triangle  se  transforme  en  un  autre 
qui  est  conjugué  commun  des  coniques  polaires  réci- 
proques des  premières. 

Lemmr  II.  —  Si  deux  coniques  sont  polaires  réci- 
proques par  rapport  à  une  conique  directrice,  le 
triangle  conjugué  commun  de  ces  deux  coniques  sera 
un  triangle  conjugué  de  la  conique  directrice. 

Considérons  maintenant  deux  coniques  quelconques 
S  et  S  et  leur  triangle  conjugué  commun  ABC. 

Désignons  par  P  et  Q  l'un  des  points  d'intersection 
de  la  droite  BC  et  de  la  droite  CA  avec  la  conique  S,  et 
par/^  clq  l'une  des  tangentes  menées  des  sommets  oppo- 
sés A  et  B  à  la  conique  S. 

D  après  le  lemme  II,  si  les  deux  coniques  S  et  S  sont 
polaires  réciproques,  le  triangle  ABC  sera  conjugué  .de 
leur  conique  directrice,  de  plus  P  et  p,  ainsi  que  Q  et  ^, 
seront  pôle  et  polaire  réciproques,  et,  par  suite,  le  point 
de  rencontre  O  des  tangentes  p  et  q  sera  le  pôle  de  la 
droite  PQ  par  rapport  à  la  conique  directrice. 

Le  point  O  et  la  droite  PQ  ont  des  positions  quel- 
conques relativement  au  triangle  ABC,  par  conséquent, 
d'après  un  théorème  connu,  il  existe  une  conique  et 
une  seule  par  rapport  à  laquelle  le  triangle  ABC  est 
conjugué,  et  le  point  O  est  le  pôle  de  la  droite  PQ. 

Appelons  D  cette  conique. 

Je  dis  que  les  coniques  S  et  S  sont  polaires  récipro- 
ques par  rapport  à  la  conique  directrice  D. 

Soit  S'  la  conique  lieu  des  pôles,  par  rapport  à  la  co- 
ni(pie  directrice  D,  de  toutes  les  tangentes  à  la  conique  "Z. 


Les  tangentes /J  et  q  de  la  conique  X  passant  respec- 
tivement par  les  couples  de  points  A,  O  et  B,  O  ont 
pour  pôles  P  et  Q. 

Par  conséqvient,  la  conique  S'  passe  par  les  points  P 
et  Q,  situés  sur  les  côtés  du  triangle  ABC  qui  lui  est 
conjugué. 

De  même,  la  conique  S  passe  par  les  points  P  et  Q 
et  a  pour  triangle  conjugué  ABC. 

Or,  on  sait  qu'il  n'existe  qu'une  conique  satisfaisant  à 
ces  conditions  \  donc  la  conique  S'  n'est  autre  que  la  co- 
nique S,  ce  qui  démontre  le  théorème. 

Il  résulte  de  là  cjue  : 

Une  conique  est  à  elle-jnêrne  sa  polaire  réciproque 
d'une  injinité  de  manières. 

On  peut  à  ce  corollaire  ajouter  le  suivant  : 

Toutes  les  coniques  directrices,  par  rapport  aux- 
quelles une  conique  donnée  est  à  elle-même  sa  polaire 
réciproque,  sont  doublement  tangentes  à  cette  conique. 

En  effet,  si  l'on  considère  un  des  poiuts  d'intersection 
de  la  conique  donnée  avec  une  conique  directrice,  la 
pqlaire  de  ce  point,  tangente  à  la  conique  directrice, 
passe  par  ce  point  et  est  tangente  à  la  conique  donnée; 
la  conique  donnée  et  la  conique  directrice  sont  donc 
doublement  tangentes. 

Le  théorème  principal  dont  il  est  ici  question  est  dû 
à  Steincr;  il  est  si  peu  répandu,  qu'on  \\e\\  ti'ouve  au- 
cune trace  ni  dans  Poncelet,  ni  dans  Chasles. 

Le  théorème  général  peut  être  appliqué  surtout  à  l'étude 
des  propriétés  de  deux  coniques  données.   Exemple  : 

Si  une  conique  est  harmoniquenient'  inscrite  à  une 
autre,  cette  dernière  lui  est  lia.rmoniquement  circon- 
scrite, et  réciproquement . 


(  '^73  ) 

Enfin,  ]<;s  points  d'inlcrseclion  de  deux  coniques 
ayant  pour  polaires,  par  rapport  à  une  conique,  leurs 
quatre  tangentes  communes,  le  triangle  qui  a  pour 
sonimeLs  trois  des  points  d'intersection  est  liomologique 
à  un  [ou  à  plusieurs)  des  triangles  formés  par  trois 
tangentes  communes. 

En  appliquant  la  même  metiîode  à  l'espace,  on  trouve 
que  deux  surfaces  ijuelcontjues  du  second  degré  sont  po- 
laires réciproques  et  c^vCune  surface  du  deuxième  degré 
est  à  elle-même  sa  polaire  réciproque  d'une  infinilé  de 
manières. 


ERRATA. 


Page  72,  lignes  5  et  7  en  remontant,  au  lieu  de  u^^,,  lisez  ?/,  _,. 
Page   89,   ligne    i^,    dans   le    deuxième    membre,  au    lieu  de  V, 
lisez  V;^. 
Page  172,  deux  dernières  lignes,  supprimez  ne  . . .  que. 
Page  173,  ligne  6,  au  lieu  de  paramètres,  /«es  fonctions. 

»  lignes  17  et  18,  au  lieu  de  dz,  lisez  dx. 

Page  177,  deux  dernières  lignes,  au  lieu  de  6,,  lisez  9j. 
Page  179,  ligne  8,  au  lieu  de  constant,  lisez  l'unité. 
Page  181,  ligne  i5,  au  dénominateur  de  z,  au  lieu  de  ix,  lisez  2. 
Page  200,  ligne  i,  au  lieu  de  la  droite  DD',  lisez  la  droite  BB'. 


COXCOIRS  D'AGRÉGATiO\  DES  SCIENCES  MATHÉIIATIQIES 

DE  1882. 


Compositions  d'admissibilité. 

Mathématiques    spéciales . 

On  donne  une  ellipse  et  un  point  P  dans  son  plan  : 
1°  Trouver  le  nombre  des  cercles  osculateurs  à  Tel 

-inn.  de'\lalhémal..i<--^ér\e,l.  III.  (  Juin  1  88'| .  )  18 
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lipse  et  tels  que  la  corde  commune  à  l'ellipse  et  à  chacun 
d'eux  passe  en  P; 

2°  Trouver,  pour  chaque  position  du  point  P,  com- 
bien de  ces  cercles  osculateurs  sont  réels: 

3°  Montrer  que  les  points  de  contact  de  ces  cercles 
osculateurs  et  de  l'ellipse  sont  sur  un  même  cercle  C; 

4"  Trouver  l'enveloppe  E  du  cercle  C  quand  le  point 
P  décrit  l'ellipse  donnée  5 

5°  La  courbe  E  peut  être  regardée  comme  l'enveloppe 
d'une  série  de  cercles  qui  coupent  h  angle  droit  un  cercle 
fixe  et  dont  les  centres  sont  sur  une  conique  :  chercher 
de  combien  de  manières  la  courbe  E  est  susceptible  de 
ce  mode  de  génération, 

3IatJiéniatiq ues  élémentaires. 

On  donne  une  sphère  et  un  cercle  C  de  cette  sphère; 
on  considère  les  cônes  passant  par  le  cercle  C  et  coupant 
la  sphère  suivant  un  second  cercle  C  de  grandeur  con- 
stante : 

1°  Trouver  le  lieu  géométrique  des  sommets  de  tous 
ces  cônes  ; 

u"  Dans  chacun  de  ces  cônes  dont  le  sommet  est  exté- 
rieur à  la  sphère  et  pour  lesquels  le  cercle  de  sortie  C 
ne  coupe  pas  le  cercle  C,  on  considère  les  deux  généra- 
trices situées  dans  le  plan  principal  perpendiculaire  au 
plan  du  cercle  C  :  déterminer  l'angle  de  ces  droites  avec 
le  plan  du  cercle  C,  connaissant  le  volume  du  tronc  de 
cône  compris  entre  les  cercles  C  et  C.  Variation  de  ce 
volume  quand  le  sommet  du  cône  se  déplace  sur  son  lieu. 

Pourrait-on,  en  modifiant  l'énoncé  du  problème,  ap- 
pliquer les  formules  trouvées  au  cas  où  le  sommet  du 
cône  est  extérieur  à  la  sphèie,  la  condition  relative  aux 
cercles  C  et  C  restant  la  même.'' 


(  275  ) 

Composition  sur  certaines  parties,  désignées  à  V avance, 
du  programme  de  la  licence  es  sciences  mathémati- 
ques. 

Théorie.  —  Connaissant  Je  mouvement  relatif  d'un 
point  par  rapport  à  un  système  de  comparaison,  ainsi  que 
le  mouvement  absolu  de  ce  système,  déterminer  l'accé- 
lération absolue  du  point. 

uépplication.  —  Un  trièdre  trirectangle  Oxyz  tourne 
avec  une  vitesse  constante  to  autour  de  son  arête  Os, 
(jui  est  verticale  :  un  plan  P,  passant  par  Oy^  et  faisant 
avec  le  plan  xOj  un  angle  constant  dont  la  tangente  est 
yf,  est  entraîné  avec  le  trièdre.  Déterminer,  par  rapport 
à  ce  trièdre,  le  mouvement  de  deux  points  pesants  A  et 
B  assujettis  à  rester,  le  premier  sur  Oor,  le  second  dans 
le  plan  P;  les  deux  points  ont  chacun  une  masse  égale  à 
l'unité  et  exercent  l'un  sur  l'autre  une  attraction  me- 
surée par  le  produit  de  leur  distance  par  20J-.  Quelles 
doivent  être  les  circonstances  initiales  pour  que  la  tra- 
jectoire relative  de  B  soit  une  parabole?  On  néglige  lin- 
lluence  des  résistances  passives  et  de  la  rotation  de  la 
Terre. 

Compositions  finales. 

Analyse  et  Mécanique. 

1°  Calculer,  en  se  fondant  sur  les  propriétés  des  inté- 
grales prises  suivant  un  contour  fermé,  la  valeur  de  l'in- 
tégrale 


f 


dans  laquelle  on  attribue  a   L.r  et  à  x*    leurs  valeurs 
réelles. 


(  'l^  ) 

a"  \jn  point  nialéi-id  M  non  pesant  est  attii'é  par 
chacun  des  éléments  d'une  droite  indéfinie  XX'  avec  une 
intensité  proportionnelle  à  la  longueur  de  l'élément  et  à 
l'inverse  de  la  quatrième  puissance  de  la  distance  de  cet 
élément  au  point  IM.  Déterminer  une  surface  de  révolu- 
tion autour  de  XX'  et  telle  que,  si  le  point  M  est  assujetti 
à  se  mouvoir  sur  cette  surface,  il  exercera  sur  elle  une 
pression  constante.  On  donne  la  position  initiale  du 
mobile,  ainsi  que  sa  vitesse  initiale  en  grandeur  et  en 
direction. 

Clierclier  à  qucdies  conditions  doivent  satisfaire  ces 
données  pour  que  la  surface  obtenue  soit  une  sphère  ou 
un  tore  :  déterminer  dans  ce  dernier  cas  le  mouvement 
du  point  M. 

Exercice  de  calcul. 

Calculer  les  trois  angles  d'un  tiiangle  sachant  que  la 
somme  de  leurs  cotaiigeiites  est  i,8,  et  la  somme  des 
carrés  de  leurs  tangentes  i  1,97. 

Epure. 

Dans  un  plau  de  front  on  donne  :  i"  une  verticale  A; 
2°  une  droite  B  coupant  A  eu  un  point  P  sous  un  angle 
de  45";  3°  un  cercle  C  tangent  à  la  droite  B  au-dessous 
de  laquelle  il  est  situé,  et  ayant  son  centre  sur  l' hori- 
zontale du  point  P.  Si  l'on  fait  tourner  le  cercle  C  autour 
de  chacune  des  droites  A  et  B,  il  engendre  deux  tores  : 
on  demande  l'intersection  de  ces  deux  tores. 

L'intersection  se  compose  du  cercle  C  et  d'une  couibe 
D  :  trouver  les  tangentes  à  D  aux  points  où  celte  courbe 
rencontre  le  cercle.  Tangentes  perpendiculaires  à  la  ligne 
de  terre. 

Pour  distinguer  les   parties  vues   et  cachées,   on  re- 


(  'm  ) 

gardera    comme  transparent  le  cône   dont   l'axe  est  la 
droite  B. 

Sujets  des  leçons. 

Ces  sujets  diffèrent  très  peu  de  ceux  qui  ont  été  traités 
en  1881  et  i883. 


AGRÉGATION  DE  L'E\SEIGXEME.\T  SECONDAIRE  SPÉCIAL 


Épreuves  écrites  du   co^cocrs  de  1881. 

Algèbre  et   Trigonométrie. 

Calculer  avec  toute  l'exactitude  des  Tables  à  7  déci- 
males la  valeur  de  l'angle  u  donnée  par  l'équation 

(i)  u  —  e  sin  u  =  ni, 

pour  m  =  48",  e  =  o,i6~. 

On  en  déduira  le  rayon  r  et  l'angle  t^  au  moyen  des 

relations 

I  — e2 
/-  =  I  —  e  cos  u  =  • 

1  -i-  e  cosi' 

Nota.  —  Dans  le  calcul  de  l'équation  (i),  u  devant 
être  exprimé  en  parties  du  rayon  sera  multiplié  par 
206265''. 

Géométrie  descriptive. 

Si,  sur  les  cordes  d'une  ellipse,  menées  parallèlement 
à  une  direction  donnée,  comme  diamètres,  on  décrit  des 
circonférences,  l'enveloppe  de  celles-ci  sera  une  ellipse. 
Pour  démontrer  cette  proposition,  on  considérera  l'el- 
lipse donnée  comme  la  projection  oblique  sur  un  certain 
plan  du  contour  d'une  sphèie.  On  fera  une  épure  ou 
croquis  de  la  figure  à  main  le\ée. 
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Mécanique. 

Théorie  du  pendule  simple  dans  le  vide,  jjour  des  os- 
cillations exlrômement  petites.  Applications. 

Epreuves   écrites   du  concours  de  1882. 

algèbre. 

Un  professeur,  pour  donner  à  ses  élèves  une  idée  suc- 
cincte de  la  résolution  des  équations  du  troisième  degré 
de  la  forme  x^  H-/?x  -)-  «7  =  o,  les  engage  à  remplacer  x 

parj 1  ou  par  /7^sino,   en  disposant  de  l'indéler- 

niinée  m  de  telle  sorle  que  l'équation  transformée  soit 
résoluble  à  la  manière  des  équations  du  second  degré, 
ou  de  la  relation  trigonométrique  entre  sinSo  et  sincs, 
et  donne  immédiatement  une  racine  réelle.  On  en  dé- 
duira les  trois  racines  de  l'équation  proposée. 
Appliquer  ce  procédé  aux  équations 

x^-V-dx  —  2  =  0,     x'^  —  &x  —  2  =  0, 

et  faire  le  calcul  avec  la  précision  que  peuvent  donner 
les  Tables  à  5  décimales. 

Qéométriti  descriptiK>e. 

Dans  un  plan  PaP',  perpendiculaire  au  plan  vertical, 
et  faisant  un  angle  o  avec  le  plan  liorizontal,  on  décrit 
une  circonférence  sur  la  portion  AB  de  la  trace  horizon- 
tale aP  prise  comme  diamètre.  Construire  la  surface 
engendrée  par  ce  cercle  tournant  autour  d'un  axe  ver- 
tical dont  la  projection  horizontale  C  divise  le  diamètre 

AT?         ]  •  11  AG  — CB 

Act  en  deux  parties  telles  (lue  -r-?^ y^  =  sincs. 

'■  '         Al.  -i-  (jH  ' 
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Pour  représenter  les  projections  des  corps  ainsi  en- 
gendrés, on  supposera  que  la  partie  située  au-dessus  de 
PaP'  a  été  supprimée.  On  fera  l'épure  à  main  levée. 

Mécanique. 

1 .  Description  de  l'injecteur  Gifïard. 

2.  Engrenage  à  roues  elliptiques,  destiné  à  trans- 
mettre la  rotation  d'un  axe  à  un  autre  axe  parallèle 
dans  un  rapport  qui  varie  entre  des  limites  données. 

Epr.EtVES    ÉCUITES    DU    C0^C0^JRS    DE    l883. 

Algèbre  el   Trigonométrie. 
Vérifier  l'égalité 

I  —  X-  „        „ 

=  I  -f-  "ix  cosa  -+-  IX-  cos^a  +  .  .  .  . 


I  —  îx  cosa  -f-  - 

Employer  la  série  pour  calculer  la  valeur  du  premier 
membre,  en  faisant 

a;  =  0,127,     a  =  6°. 


Combien  de  termes  faut-il  prendre  pour  que  l'erreur 
commise  en  négligeant  les  termes  suivants  soit  moindre 
que  OjOoi. 

Géométrie  descj'iptive. 

Etant  donné  un  cône  à  base  elliptique  et  un  point 
pris  sur  le  plan  de  la  base  à  l'intérieur  de  l'ellipse, 
couper  ce  cône  par  un  plan  suivant  une  courbe  ayant  son 
centre  en  ce  point.  On  construira  la  projection  de  cette 
courbe  sur  le  plan  de  la  base. 

Mécanique. 

Exprcssiou  du  travail  moteur  nécessaire  pour  entre- 
tenir le  mouvement  d'un  convoi,  à  une  vitesse  donnée, 
siu'  un  chemin  d(-  fer  rccliligne  de  pente  donnée. 


>8o 
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Composition  de  Mathématique.'' . 

On  donne  deux  cercles  se  coupant  en  A  et  B.  Une 
conique  quelconque  passant  par  ces  points  et  tangente 
aux  deux  cercles  rencontre  l'hyperbole  équilalère  qui  a 
ces  points  pour  sommets  en  C  et  D. 

1°  Démontrer  que  la  droite  CD  passe  par  un  centre 
de  similitude  des  deux  cercles  donnés. 

2"  Si  l'on  considère  toutes  les  coniques  qui,  passant 
par  A  et  B,  sont  tangentes  aux  deux  cercles,  démontrer 
que  le  lieu  de  leurs  centres  se  compose  de  deux  circon- 
léreiices  de  cercle  E  et  F. 

3"  Soit  une  conique  satisfaisant  à  la  question  et  ayant 
son  centre  sur  E  ou  F  ;  démontrer  que  les  asymptotes 
de  la  conique  rencontrent  cette  circonférence  en  deux 
points  fixes  situés  sur  l'axe  radical  des  deux  cercles 
donnés. 

Composition  française. 
Lettre  d'un  officier  actuellement  en  Tunisie. 

Il  traitera  principalement  les  points  suivants  : 

Misère  actuelle  de  la  contrée. 

Barbarie  et  fanatisme  des  populations. 

Comparaison  de  l'état  présent  du  pays  avec  son  état 
ancien  aux  époques  de  la  prospérité  de  Cartilage,  de  la 
conquête  romaine  et  de  la  puissance  des  Arabes. 

Difficultés  spéciales  à  une  guerre  contre  des  peuplades 
nomades. 

Vertus  militaires  qu'une  campagne  S(Mnblable  met  en 
jeu  chez  les  soldats  français. 


(  ^Si   ) 

Lavis. 

Faire  à  l'eiicre  de  Chine,  et  à  teintes  plates,  le  lavis 
Jun  cylindre  couronné  par  un  parallélépipède  rectangle 
portant  ombre  sur  lui. 

Le  fond  lestera  blanc.  Les  ombres  sont  à  4-5°  suivant 
l'usage.  On  observera  les  filets  de  lumière. 

Calcul  trigono}7iétrif/ue . 
Etant  donnés  les  trois  côtés  d'uu  triangle 

a  =  23376,63, 
b  =  29022,66, 
c  =  18846,54, 

déterminer  les  trois  angles   et   calculer   la    surface    du 
triangle  en  hectares. 

Composition  de  Géométrie  descriptive. 

Intersection  d'un  cylindre  de  révolution  dont  l'axe  est 
vertical  et  d'un  tore  dont  l'axe  est  horizontal. 

L'axe  du  cylindre  se  projette  horizontalement  en  un 
point  c  situé  à  o'",65  en  avant  de  la  ligne  de  terre  xy. 
Le  rayon  du  cercle  de  base  est  de  o"',  o38. 

Le  centre  du  tore  se  projette  horizontalement  en  un 
point  o  situé  à  o™io58  en  avant  de  la  ligne  de  terre,  et 
verticalement  en  un  point  o  situé  à  o"\o^8  au-dessus 
delà  ligne  de  terre.  La  ligne  de  rappel  00'  est  à  droite  du 
point  c  à  une  distance  de  o™,o44' 

La  projection  horizontale  de  l'axe  du  tore  rencontre 
la  ligne  de  terre  xy  en  un  point  situé  à  o'°,o54  à  droite 
du  point  de  rencontre  de  xy  avec  00' . 

Le  rayon  du  cercle  générateur  du  tore  est  de  o"^.,oi'i.  et 
la  distance  de  son  centre  à  l'axe  est  de  o'",o5i. 


(    28.    ) 

On  demande  : 

De  représenter  ce  qui  reste  du  tore  entaillé  par  le  oy- 
lindre^  de  tracer  les  parties  vues  et  les  parties  cachées 
des  contours  apparents  ;  de  développer  sur  la  droite  de 
l'épure  la  portion  de  surlace  cylindrique  qui  limite  le 
corps  ^ 

D'indi<]uer  à  l'encre  rouge  ou  bleue  les  constructions 
néc(;ssaircs  pour  déterminer  :  un  point  de  l'intersection 
et  la  tangente  en  ce  point;  un  point  du  développement 
de  la  courbe  d'intersection  tiacée  sur  la  surface  du  cy- 
lindre, et  la  tangente  au  développement  en  ce  point; 
un  point  du  contour  apparent  vertical  du  tore  et  la  tan- 
gente en  ce  point. 

Les  tangentes  seront  tracées  à  l'encre  rouge  ou  bleue. 

On  preudia  la  ligne  de  terre  xj  parallèle  aux  grands 
côtés  de  la  feuille,  à  o'".  i3o  du  bord  inférieur. 


CONCOUUS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  POLlTECimiOLE 

m  1882  (M. 


Composition  de  Mathématiques . 

On  donne  une  parabole.  D'un  point  M,  on  peut  mener 
trois  normales  à  la  courbe  MA,  MB,  MG.  Trouver  le 
lieu  des  points  M  pour  lesquels 

^ V  BG  -t-  ÂG"=  consl. 

Composition  de  Géométrie  descriptive. 

Intersection  de  deux  cylindres. 

Le  premier  cylindre  a  ses  génératrices  horizontales  et 
a  pour  base,  sur  le  plan  vertical,  un  cercle  de  3(i"""  de 

(  '  )   Oueslions  données  à  un  élève  qui  n'a  pu  composer  que  plus  tard. 


(  283  ) 
rayon.  Le  centre  de  ce  cercle,  situé  à  gauclie,  est  à  4^" 


au-dessus  de  la  ligue  de  terre. 

Le  second  cylindre  a  ses  génératrices  de  front  et  a  pour 
base,  sur  le  plan  horizontal,  un  cercle  de  36"^™  de  rayon. 
Le  centre  de  ce  cercle^  situé  à  droite,  est  à  49™""  ^n 
avant  de  la  ligue  de  terre. 

Les  lignes  de  rappel  des  centres  des  deux  cercles  sont 
à  142™"  l'une  de  l'autre. 

La  projection  horizontale  des  génératrices  du  premier 
cylindre  est  parallèle,  sur  l'épure,  à  la  projection  verti- 
cale des  génératrices  du  second,  et  fait  avec  la  ligne  de 
terre  un  angle  de  4 5°,  disposé  de  telle  sorte  que  les  cy- 
lindres se  coupent. 

On  demande  de  représenter  le  solide  commun  aux 
deux  cylindres. 

On  développera  les  deux  surfaces  cylindriques  qui  li- 
mitent le  solide  commun,  en  indiquant  à  l'encre  rouge 
ou  bleue  les  constructions  nécessaires  pour  placer,  sur 
l'un  des  développements,  un  point  et  la  tangente  en  ce 
point. 

Prendre  la  ligne  de  terre  parallèle  aux  petits  côtés  de 
la  feuille  et  à  la  partie  supérieure  :  réserver  la  partie  in- 
lérieure  pour  les  deux  développements. 


COXCOIRS  D'ADMISSIO.X  A  L'ÉCOLE  POLYTECfl.MOlE  E\  1883. 


Composition  de  Mathématiques. 

On  donne  une  parabole  et  une  droite.  Trouver  le  lieu 
des  points  tels  que  les  tangentes  menées  de  chacun  d'eux 
à  la  parabole  forment  avec  la  droite  donnée  un  triangle 
de  surface  donnée. 


(  '-^84  ) 

Composition  française. 

Quand  on  travaille  sur  les  grandes  matières,  a  dit 
Montesquieu,  il  ne  suffit  pas  de  consulter  son  zèle,  il 
faut  encore  consulter  des  lumières,  et  si  le  ciel  ne  vous 
a  pas  accordé  de  grands  talents,  on  peut  y  suppléer  par 
la  défiance  de  soi-même,  l'exactitude,  le  travail  et  les 
réflexions. 

On  appréciera  et  on  discutera  cette  pensée.  On  en 
fera  valoir  tous  les  termes  et  on  recherchera  quelle  en 
est  la  portée  pratique. 

Lavis. 

Faire  à  l'encre  de  Chine,  à  teintes  plates,  le  lavis 
d'une  sphère  (dépolie  ou  mi-polie,  à  volonté)  se  déta- 
chant sur  un  fond  gris  dégradé  de  haut  en  bas. 

La  sphère  sera  éclairée  par  le  ravon  oiilinaire  à  45"» 

Calcul  trigo7wmétrique. 
Dans  un  triangle  ABC,  on  donne 

b  =  5825", 755, 
c  =4753",  826, 
A  =  75°  3  5' 25"; 

calculer  «,  B,  C  et  la  surface. 

Composition  de  Géométrie  descriptive. 

On  donne  un  tétraèdre  régulier  ABCD  dont  le  côté 
est  de  o",  i  2.  La  face  ABC  est  horizontale  et  le  sommet 
D  est  au-dessous  du  plan  ABC. 

Soit  P  le  cône  qui  a  pour  sommet  le  point  A  et  pour 
hase  le  cocle  inseiit  au  triangle  B(.^l). 

Soit  Q  le   cvlitidre  de    révolution   qui   a   pour   axe  la 


(  '^s:,  ) 

droite  BC  et  pour  rayon  o'",o5.  On  demande  la  projec- 
tion horizontale  du  solide  formé  par  ce  qui  reste  du  té- 
traèdre, lorsqu'on  a  supprimé  la  partie  du  tétraèdre  qui 
est  comprise  dans  le  cône  P  ainsi  que  la  partie  comprise 
dans  le  cylindre  Q. 


COXCOIRS  D'AIMUSSIOX  A  L'ECOLE  XOUMALE  SIPERÎEIRE 
EX  1882. 


Couiposition  de  M athématiq ues . 

Soit  un  point  fixe  donné  P  ayant  pour  coordonnées  a 
et  b  par  rapport  à  deux  axes  rectangulaires  OX,  OY,  et 
soient  A  et  B  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées 
du  point  P  sur  ces  deux  axes.  On  considère  les  courbes 
du  second  ordre  tangentes  aux  deux  axes  en  ces  points 
A  et  B;  du  point  P  on  mène  à  chacune  de  ces  courbes 
deux  normales  variables  PM,  PM'. 

i"  Déterminer  l'équation  de  la  droite  MM'  qui  joint 
li;s  pieds  des  normali'S  variables,  et  démontrer  que  cette 
droite  passe  pas  un  point  tixe. 

2"  Déterminer  l'équation  de  la  courbe  C  lieu  des 
points  M  et  M'.  Construire  la  courbe  C,  dans  l'hypo- 
ihèse  a=i2h^  au  moyen  de  coordonnées  polaires  avant 
le  point  O  poui"  pôle. 

Composition  de  Phjsique. 

I.  On  a  un  miroir  sphérique  formé  par  un  ménisque 
en  verre  dont  on  a  étamé  ou  argenté  l'une  des  faces. 
Les  rayons  réHéchis  par  cette  face  doivent  traverser 
deux  fois  la  face  antérieure,  qui  est  nue,  d'abord  en 
entrant,  puis  en  sortant.  Quel  doit  èlie  le  rapport  des 


(  ^-86  ) 
rayons  de  courbure  do  ces  deux  surfaces  du  ménisque 
pour  que  ce  système  fasse  reifet  d'un  miroir  plan?  Ou 
examinera  les  dilïérents  cas  cjui  peuvent  se  présenter. 
On  donnera  l'expression  du  rapport  cherché  dans  le  cas 
général,  en  désignant  par  n  l'indice  du  verre;  on  suppo- 
sera ensuite  n  =^j. 

Comme  d'habitude,  on  ne  considère  que  les  rayons 
centraux,  et  l'on  néglige  l'épaisseur  du  verre, 

II.  Pour  déterminer  la  valeur  du  kilogramme,  on  a 
mesuré  exactement  le  volume  d'un  cylindre  et  l'on  a 
cherché  la  perte  de  poids  cju'il  éprouve  quand  on  le 
plonge  dans  l'eau.  Soit  V  le  volume  du  cylindre  en  dé- 
cimètres cubes  et  à  zéro,  et  soit  P  sa  perte  de  poids  dans 
l'eau,  mesurée  nécessairement  en  unités  arbitraires 
puisque  les  poids  métriques  n'étaient  pas  encore  connus. 
On  demande  d'établir  l'équation  exacte  de  la  pesée  et 
d'en  déduire  la  détermination  du  kilogramme. 


COACOIRS  D'ADIÎÎSSÎO^  A  L'ÉCOLE  WORIIALE  Sl'PERIEURE 

EN  1883. 


Composition  de  MatJiéinaiiq ues . 

On  donne  la  cissoïde  qui,  rapportée  à  des  axes  de 
coordonnées  rectangulaires,  a  pour  équation 

{x'^-\-y^)x=  ay''-. 

Soient  x',  ^'  les  coordonnées  d'un  point  M  du  plan. 
On  propose  de  former  :  i"  l'équation  du  troisième  degré 
qui  a  pour  racines  les  coeflicients  angulaires  des  droites 
C[ui  joignent  l'origine  aux  points  de  contact  des  trois 
tangentes  à  la  cissoïde  issues  du  point  M-,  2"  l'équation 
du  cercle  qui  passe  par  ces  points  de  coiitart. 


(  ■>'^7  ) 

iMontrcr  que,  si  ]c!S  trois  langcnlos  sont  réelles,  le 
point  M  est  intérieur  au  cercle. 

On  considère  l'ensemble  des  cercles  (C,„)  dont  cliacun 
jouit  de  cette  propriété  que  les  tangentes  à  lacissoïde  en 
trois  des  quatre  points  où  il  la  rencontre  concouient  en 
un  même  point;  soit  jM  ce  point  de  concours  pour  le 
cercle  Cm- 

On  demande  le  lieu  des  centres  des  cercles  G,»  qui 
passent  par  un  jioint  donné  P  du  plan,  ainsi  que  le  lieu 
des  points  M  relatifs  à  ces  cercles.  On  examinera  eu  par- 
ticulier le  cas  où  le  point  P  est  situé  sur  la  cissoïde  et 
ne  fait  pas  partie  des  trois  points  communs  au  cercle  C,„ 
et  à  la  cissoïde  pour  lesquels  les  tangentes  concourent. 

Combien  passe-t-il  de  cercles  C^  par  deux  points 
donnés  P,  Q  du  plau.f^ 

Peut-on  disposer  de  ces  deux  points  de  façon  qu'ils 
appartiennent  à  une  infinité  de  cercles  C^? 

Composition  de  Phj  sique. 

I.  Théorie  du  baromètre-balance.  Le  tube  baromé- 
trique est  attaché  par  le  haut  au  lléau  d'une  balance. 
On  supposera  que  la  section  du  tube  est  égale  à  i*^''^ 
celle  de  la  chambre  barométrique  est  plus  grande  :  on 
la  désignera  par  a.  Le  bas  du  tube  est  mastiqué  ou  soudé 
à  un  manchon,  soit  en  bois,  soit  en  fonte,  dont  la  section 
est  b.  Ce  manchon  avec  le  bas  du  tube  plonge  dans  le 
mercure  de  la  cuvette  dont  la  section  est  c.  On  établira 
l'équation  d'équilibre  et  la  condition  de  sensibilité, 
c'est-à-dire  la  variation  de  poids  correspondant  à  une 
variation  de  i'"™  dans  la  colonne  barométrique. 

II.  Un  cube  de  verre  d'indice  n  repose  sur  une  plan- 
chette horizontale  noircie.  Sur  sa  base  inférieure,  on  a 
déposé  une  goutte  de  suif,  et  l'on  regarde  cette  goutte 


(     2S.S    ) 

par  la  face  veilicale  du  cube,  opposée  à  celle  qui  est 
tournée  vers  la  lumièie.  En  partant  de  la  verticale  et 
inclinant  lentement  le  rayon  visuel  vers  l'horizon,  ou 
voit  t<»ut  d'un  coup  la  goutte  qui  devient  très  brillante. 
On  mesur-e  alors  l'angle  du  rayon  visuel  avec  la  verti- 
cale :  soit  a  cet  angle.  On  demande  x  l'indice  de  rëfVac- 
tion  du  suif. 

Exemple:  soit  /z=i,55,  a  =  65 ",  sin-a  =  o,8236, 
trouver  x. 

m.  Quelle  est  la  température  maximum  que  l'on 
peut  produire  par  la  combustion  de  l'hydrogène,  en 
supposant  que  toute  la  chaleur  produite  soit  employée 
à  échauffer  les  produits  de  la  combustion? 


COXCOIRS  D'ADMISSION  A  L'ECOLE  CENTRALE 

(première  session,  juillet  i88'{). 


Géométiie  annl)  tique. 

On  donne  deux  axes  O.r,  Oy,  un  point  A  sur  Ox, 
un  point  B  sur  Oj  : 

i"  Former  l'écjuation  générale  des  paraboles  telles 
que,  pour  chacune  d'elles,  O)  soit  la  corde  des  contacts 
des  tangentes  menées  du  point  A,  et  Ox  la  corde  des 
contacts  des  tangentes  menées  du  point  B. 

2"  Trouver  le  lieu  des  points  de  rencontre  de  chacune 
des  paraboles  avec  celui  de  ses  diamètres  qui  passe  par 
un  point  H  donné  sur  O  )  . 

On  déterminera  un  nombre  de  conditions  géométri- 
ques suf lisant  pour  pouvoir  tracer  le  lieu,  et  l'on  cher- 
chera comment  doit  être  placé  le  poin^H,  pour  que  ce 
lieu  se  réduise  à  des  droites. 


(  289  ) 

3"  Déterminer  le  paramètre  variable  que  renferme 
l'équation  générale  du  i",  de  façon  qu'elle  représente 
une  parabole  passant  par  un  point  donné  P,  et  eliercber 
dans  quelles  régions  du  plan  doit  se  trouver  le  point  P, 
[)Our  que  le  problème  soit  possible. 

Calcul  trif^onométrique. 

Résoudre  un  triangle,  connaissant  deux  côtés  et  l'angle 

compris,  savoir  : 

a  =  432G'",829, 

b  =  7843",435, 
C  =  i23''7'43",'^- 

Calculer  A,  B,  c  et  l'aire  du  triangle. 

Physique. 

Un  tliermomètre  renferme  à  o",  jusqu'au  point  A,  un 
poids  P  de  mercure  et  un  cylindre  B  en  fer,  de  poids  P'^ 
cet  appareil  étant  porté  dans  une  enceinte  de  tempéra- 
ture X,  inconnue,  le  liquide  s'élève  jusqu'au  point  C. 
La  tige  a  été  divisée  préalablement,  au-dessus  du 
point  A,  en  parties  d'égale  capacité  1^,  jaugées  à  0°;  l'in- 
tervalle AC  comprend  n  de  ces  divisions. 

D  et  jy  sont  les  densités  à  0°  du  mercure  et  du  fer. 

fetk  sont  les  coefficients  de  dilatation  cubique  du  fer 
et  du  verre;  tu  est  le  coefficient  de  dilatation  cubique 
absolue  du  mercure. 

Quelle  est  la  température  X  de  l'enceinte  ? 

Exemple  numérique  : 

Mercurp.  Fer. 

n—  266,  P  =  197^',!.       P'=  1806%  2. 

c  =  0""=,  ooi3,       D  =  13,59,         I^  =  7j8, 
/i  =  0,000025,     /??  =  0,00018,     /  =  o.oooo35. 
/tint   de  Miitliétnac,  3«^  série,  l.  III.  'Juin  i8«4-)  '9 
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Chimie. 

\'^  Indiquer  sommaiix*nient  les  préparations  usuelles 
du  chlore  dans  les  laboratoires  et  daus  l'industrie,  et 
donner  les  formules  qui  les  représentent. 

2°  Calculer  le  volume  du  chlore  (mesuré  à  la  tempé- 
rature 0°  et  à  la  pression  de  o'^,y6o  de  mercure)  néces- 
saire pour  transformer  en  acide  sulfurique,  eu  présence 
de  l'eau,  10  litres  d'acide  sulfureux  (mesuré  à  la  terapé- 
lature  de  o"  et  à  la  pression  de  o'",  760  de  mercure). 


Cl.. 

SO2 


J^ 

uivalcnU 

en  poids. 

en  volume. 

Densités, 

35,5 

1 

2,46 

3  2 

•>. 

2 ,  22 

Poids  de  i'^'  d'air  :  i^"",  293  mesuré  à  la  température 
de  o"  et  sous  la  pression  de  o",^6'o  de  mercure. 

(jéoinètrie  descriptive. 

Hvperboloïde  de  révolution  à  une  nappe,  entaillé  par 
quatre  cônes. 

L'hyperboloïde  a  son  axe  (^,  z')  vertical  à  o"',  1 10  du 
plan  vertical  et  au  milieu  de  la  feuille;  sa  trace  horizon- 
tale 0  touche  la  ligne  de  terre;  la  cote  de  son  centre  est 
o'",  io3  et  ses  génératrices  rectilignes  font  un  angle  de 
4j°  avec  le  plan  horizontal.  Les  quatre  cônes  sont  pa- 
rallèles au  cône  asymptote  de  riiyperboloïde;  leurs  som- 
mets, projetés  hoiizontalement  aux  extrémités  (^1,^2?  -^a^ 
54)  de  deux  diamètres  du  cercle  0  respectivement  paral- 
lèle et  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre,  ont  pour  cote 
commune  o'",  80. 

On  demande  de  construire  les  projeclions  du  coips 
constitué  par  la  partie  de  l'hyperboloïde,  supposé  plein 
et  opaque,  qui,  placée  à  l'extérieur  des  quatre  cônes,  se 
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trouve  comprise  entre  le  plan  liorizontal  de  projection 
et  le  plan  bissecteur  du  dièdre  antérieur  supérieur. 

On  indiquera,  à  l'encre  rouge,  les  constructions  em- 
ployées pour  obtenir  un  point  quelconque  des  difïérentes 
lignes  d'intersection  et  les  tangentes  en  ces  points.  Ces 
constructions  seront  succinctement  expliquées  à  l'aide 
d'une  légende  placée  au  bas  de  l'épure. 

Titre  extérieur  :  Géométrie  descriptive. 

Titre  intérieur  :  Tronc  d'iiyperboloïde  entaillé  par  des 
cônes. 

Placer  la  ligne  de  terre  parallèlement  aux  petits  côtés 
du  cadre,  à  o'",  25o  du  petit  côté  inférieur. 


C0\C01RS  D'AD1IISSI0\  A  L'ECOLE  CEXTRALE 

(seconde  session,  octobre  i883). 


Géométrie  analytique. 

On  donne,  dans  un  plan,  un  rectangle  ABCD  et  un 
point  quelconque  P;  par  ce  point,  on  mène  une  droite 
de  direction  arbitraire  PR;  des  quatre  sommets  du  rec- 
tangle-, on  abaisse  des  jîerpendicul aires  xlA',  BB',  CC, 
DD'  sur  cette  droite. 

Ceci  posé,  on  demande  de  démontrer  : 

i"  Que,  parmi  toutes  les  droites  PR,  issues  du 
point  P,  il  en  existe  une,  PR',  pour  laquelle  la  somme  r- 
des  carrés  des  distances  des  quatre  sommets  du  rectangle 
à  cette  droite  est  niaxima,  et  une  autre,  PR'',  pour  la- 
quelle cette  somme  est  minima  ; 

2"  Que  les  deux  droites  PR'  et  PR"  sont  rectangu- 
laires; 

3"  Que  le  lieu  des  points  P,   pour  lesquels  le  maxi- 
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mum  de  r-  conserve  une  valeur  donnée  [j.-,  est  une 
conique,  et  que  la  tangente  à  cette  conique  au  point  P 
est  Ja  droite  PR'*,  que,  de  même,  le  lieu  des  points  P, 
pour  lesquels  le  minimum  de  ;■-  conserve  une  valeur 
donnée  A-,  est  une  conique,  et  que  la  tangente  à  cette 
conique  au  point  P  est  la  droite  PR"; 

4°  Que  ces  deux  coniques  sont  liomofocales  et  que 
leurs  foyers  communs  sont  indépendants  des  valeurs  at- 
tribuées aux  deux  paramètres  [j.-,  k-.  Donner  la  position 
de  ces  foyers  et  examiner  en  particulier  le  cas  où.  l'une 
des  deux  dimensions  du  rectangle  s'annulerait. 


'&• 


Calcul  tvigonométriquc. 

Calculer  les  angles  et  la  surface  d'un  triangle  connais- 
sant les  trois  côtés,  savoir  : 

m 

a  =  45-28,74, 
b  =  3234,6;, 
c  =;  3 121 ,54. 

Géométrie  descriptive. 

On  donne  un  carré,  dont  le  centre  est  à  o™.  1 10  des 
deux  plans  de  projection,  dont  les  diagonales  {bd^  h'd'  ), 
(flc,  a! c')  ont  o'",o88  de  longueur,  et  sont  respective- 
ment verticale  et  parallèle  à  la  ligne  de  terre.  Dans  le 
plan  de  ce  carré,  du  point  (c,  c')  comme  centre,  avec  un 
rayon  égal  au  côté  du  carré,  on  trace  un  cercle;  ce 
cercle,  eu  tournant  autour  de  la  diagonale  verticale 
(bd^jb'd'),  engendre  un  tore,  et  le  côté  (bc^b'c')  pro- 
longé engendre,  en  tournant  autour  de  (ad.,  a'd').,  un 
cylindre. 

On  demande  de  représenter  la  partie,  supposée 
opaque,  de  la  sarjace  du  tore  comprise  dans  le  cylindre. 

On  indiquera,  à  l'encre  rouge,  les  constructions  rela- 
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lives  à  ]a  reclierclie  d'un  point  quelconque  de  la  ligne 
comuiune  au  lore  et  au  cylindre  et  de  la  tangente  à  cette 
ligne. 

Ces  constructions  seront  succinctement  expliquées  à 
l'aide  d'une  légende  placée  au  bas  de  l'épure. 

Tiire  extérieur  :  Géométrie  descriptive. 

Titre  intérieur  :  Surface  d'un  tore  comprise  dans  un 
cylindre. 

Placer  la  ligue  de  terre  parallèlement  aux  petits  côtés 
du  cadre,  à  o"',23o  du  petit  côté  supérieur,  et  l'axe  du 
tore  au  milieu  de  la  feuille. 

Physique.    . 

Un  récipient  de  volume  invariable  renferme  de  l'air 
sec  comprimé.  On  laisse  échapper,  par  un  robinet,  une 
partie  du  gaz-,  par  suite  de  cette  détente,  le  gaz  restant  se 
refroidit  et  prend  la  température  t.  On  ferme  alors  le  ro- 
binet, (;t  l'on  observe,  au  même  moment,  la  pression  h 
donnée  par  un  manomètre  cjui  communique  avec  l'inté- 
rieur du  récipient.  Lorsque  l'air  qui  reste  dans  le  réci- 
pient est  revenu  à  la  température  ambiante  T,  oji 
observe  la  pression  H  donnée  par  le  manomètre.  Cal- 
culer la  température  t. 

On  appliquera  la  formule  obtenue  aux  données  parti- 
culières suivantes  : 
T,  température  ambiante,  =  20°; 

A,  pression  à  la  fermeture  du  robinet,  =  o'",  800  de  mer- 
cure; 
H,  pression  finale,  =  o"%858y  de  mercure; 
a,  coefficient  de  dilatation  de  l  air,  =  0,00367. 

Chimie. 

,0  Préparation  du  phosphore  à  l'aide  des  os;  sa  pu- 
rification; sa  transformation  en  phosjihorc  rouge. 
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2"  Combien  faut-il  employer  de  litres  d'oxygène  sec, 
à  la  température  de  i5"  et  à  la  pression  de  o™.  ^45  de 
mercure,  pour  obtenir  So^*"  d'acide  pliospliorique  an- 
hydre par  la  combustion  du  pliospliore. 

Equivalents  en  poids,  du  phosphore  :  3i^  de  l'oxy- 
gène :  8.  Densité  de  l'oxygène  h  la  température  de  o" 
et  à  la  pression  de  o",76o  de  mercure  :  i,ioo6. 

Coefticient  de  dilatation  de  l'oxygène  :  a  =  0,00367. 


ÉCOLE  FORESTIÈRE  (COACOIRS  DE  1882). 


Mathématiques . 
1°  Trouver  la  somme  des  termes  de  la  suite 

i-hux-\-3x^-~-..  .-+-  nx'^-^. 

2°  Résoudre  l'équation 

x'*        ix^      3x^        X         I    

1  4  8      '    16    '    32 

3°  Par  un  point  fixe  A,  on  fait  passer  une  série  de 
droites  rencontrant  une  droite  donnée  MN,  et,  sur  chaque 
segment  tel  que  AB,  on  construit  un  triangle  semblable 
à  un  triangle  donné;  trouver  le  lieu  des  sommets  P  de 
ces  triangles. 

4°  Maximum  et  minimum  de 

x^ —  x'^-\-  3a7* —  Sa?^ 


àx  ■ 


Trigonométrie  et  calcul  logaritJiini(jue. 

1°  Calculer  les  distances  des  deux  points  C  et  C  à  la 
droite  passant  par  les  deux  points  inaccessibles  A  et  A', 
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coiJiiaissant 

ce  =64989'",  98, 

AGC  =  4'  .28.37,42, 
C'CA'=  59.49-59,87, 
AG'C  =  62.38.48,98, 
GG'A'=  87.25. 17,79. 

2"  Résoudre  un  triangle,   et  en  calculer  la  surface, 
connaissant  les  trois  angles  et  le  rayon  du  cercle  inscrit  : 

A  =  71 .21 .45,36, 
6  =  32.43.27,92, 
G  =  75.54.46,72, 
r=  11929",  98. 


ÉCOLE  FORESTIÈRE  (CO\COURS  DE  1883). 


Mathéinatiq  lies . 

1°  Démontrer  que  le  carré  d'un  nombre  premier  di- 
minué d'une  unité  est  toujours  divisible  par  12  (les 
nombres  2  et  3  font  exception). 

a**  Déterminer  deux  nombres  sacliant  que  y  est  leur 
somme,  et  1267  la  somme  de  leurs  cinquièmes  puis- 
sances. 

3°  Un  triangle  est  défini  par  sa  liauteur,  son  péri- 
mètre et  un  angle  adjacent  à  la  base  ;  le  construire  et  faire 
passer  par  ses  trois  sommets  un  triangle  équilatéral  de 
surface  maximum  ou  minimum. 

4"  Etant  donné  un  parallélogramme  ABCD,  dont  les 
côtés  AB,  AC  sont  fixes  de  position,  mais  variables  quant 
à  leurs  longueurs,  de  telle  sorte  que  le  sommet  D  dé- 
crive une  droite  fixe  EF,  trouver  le  lieu  décrit  par  le 
point  de  rencontre  H  des  hauteurs  du  triangle  ABC. 
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A  chaque  point  D  de  la  droite  EF   correspond  ainsi 
un  point  H  du  lieu;   établir  cette  correspondance  pour 
les  diiïérentes  régions  de  la  droite  EF  dans  le  cas  géné- 
ral, et  spécialement  dans  le  cas  où  l'angle  A  est  droit. 

Trigonométrie  et  calcul  logarithmique. 
i"  On  donne  dans  un  triangle 

A  =  27. i4 .21 ,5G, 
B  =  60.45.22,42, 
C  =  g-2.   o.  16,02, 

et  le  périmètre  2/?  =  233o"',68i5  ;  déterminer  :  i"  les 
trois  côtés j  2"  la  surface;  3"  le  rayon  du  cercle  inscrit; 
4°  le  rayon  du  cercle  circonscrit. 

2*^  Les  angles  POA  et  POB  étant  respectivement 
égaux  à  65°  i^' 34", 79  et  à  24"35'27",28,  calculer,  en 
millimètres  carrés,  les  surfaces  des  trois  zones  décrites 
par  les  arcs  PB,  BA  et  AM  tournant  autour  du  dia- 
mètre MN  perpendiculaire  au  diamètre  PQ.  Le  rayon  PO 
est  égal  à  37^,389765. 

3"  Déterminer  les  angles  satisfaisant  à  la  relation 

2g25sina7  -+■  Si^icosx  =  3o45. 


ÉCOLE  SPÉCIALE  MILITAIRE  (CONCOURS  DE  1883). 


Composition  de  BJathématiques . 

4.  Une  sphère  de  rayon  /•  est  placée  sur  un  plan  5  un 
cône,  dont  le  rayon  de  base  est  R  et  la  hauteur  2/',  re- 
pose sur  ce  même  plan.  A  quelle  distance  x  du  plan 
donné  faut-il  lui  mener  un  plan  parallèle,  pour  que  les 
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volumes  compris  entre  les  tleux  plans  clans  ces  deux  so- 
lides soient  équivalents?  Discuter  et  exauiiner  la  posi- 
tion du  plan  sécant  par  rapport  au  centre  de  la  splière. 

2.  Ou  donne  un  demi-cercle  AOB  et  la  tangente  AC  à 
l'extrémité  A  du  diamètre  AB.  Trouver  sur  la  demi- 
circonférence  un  point  M  tel  que,  en  abaissant  une  per- 
pendiculaire MC  sur  la  tangente  AC  et  joignant  MB,  on 

ait 

.MB  +  2MG  =  /. 
Discuter. 

3.  Trouver  toutes  les  valeurs  de  x  qui  satisfont  à  l'é- 

([uation 

a  tang57  -i-  b  cot  jt  =  c. 
On  fera 

a  =  1,576824,     6  =  3,765483,     0  =  4,897431. 

Epure. 

Construire  la  pyramide  triangulaire  SABC,  dont  la 
base  ABC  est  appliquée  sur  la  partie  antérieure  du  plan 
horizontal.  Le  dièdre  AB  vaut  69"^  le  sommet  B  est  sur 
la  ligne  de  terre  xj^  et  l'arête  AB  est  perpendiculaire 
à  xj.  On  donne  en  millimètres  : 

AB  =  iii,     BG  =  i25,     AG  =  i4i,     SB  =  ii8,     SA  =  126. 

Un  cercle  situé  sur  le  plan  vertical  dans  l'angle  B/c' 
est  tangent  aux  deux  côtés  de  cet  angle  et  a  pour  rayon 
o™,o36.  Ce  cercle  est  la  base  d'un  cylindre  dont  les  géné- 
ratrices sont  perpendiculaires  au  plan  vertical.  Con- 
struire l'intersection  de  ce  cylindre  avec  la  pyramide. 
On  indiquera  les  tracés  effectués  pour  obtenir  un  point 
quelconque  de  l'intersection  et  la  tangente  en  ce  point. 

Dans  la  mise  à  l'encre,  on  représentera  la  pyramide 
supposée  pleine  et  existant  seule,  en  supprimant  la  por- 
tion de  ce  corps  comprise  dans  le  cylindre. 
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ÉCOLE  NAVALE  (COXCOIRS  DE  1882). 


Géométrie. 

1.  Diviser  une  droite  en  moyenne  et  extrême  raison; 
comme  application  inscrire  un  décagone  régulier  dans 
une  circonférence. 

i2.  On  donne  une  sphère  solide  et  trois  points  A,  B,  C 
sur  cette  sphère.  Décrire,  avec  le  compas,  un  petit 
cercle  passant  par  les  points  B,  C,  et  faisant  un  angle 
donné  avec  le  plan  du  grand  cercle  décrit  de  A  comme 
pôle. 

Statique. 

On  donne  un  polygone  homogène  et  solide  quelcon- 
que AiAoAg...-,  suivant  les  directions  des  côtés  «,, 
«2,  «3,  . . .  sont  appliquées  des  forces  F<,  Fo,  F3,  .  .  .  qui 
leur  sont  proportionnelles.  Prouver  que  le  système  se 
réduit  à  un  couple,  et  que  le  moment  de  ce  couple  est 
proportionnel  à  la  surface  du  polygone. 

ylrithinéticjiie. 

De  combien  de  manières  peut-on  décomposer  le 
nombre  35  280  en  un  produit  de  deux  facteurs  pre- 
miers entre  eux?  Le  démontrer  et  généraliser. 

algèbre. 

Parmi  tous  les  triangles  rectangles  de  môme  périmètre, 
trouver  celui  dont  le  cercle  inscrit  est  maximum. 

Géométrie  descriptive. 

On  donne  un  point  H  dans  le  plan  horizontal,  à  o'",  o4 
de  la  ligne  de  terre,  et  un  point  V'  dans  le  plan  vertical, 
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éloigné  de  la  ligue  de  terre  de  o'",o6^  on  donne  la  lon- 
gueur de  la  droite  HV  de  l'espace,  longueur  qui  est  de 
g",  107.  Mener  par  cette  droite  un  plan  faisant  un  angle 
de  5o°  avec  le  plan  bissecteur  du  premier  dièdre. 


ECOLE  XAVALE  (COXCOIRS  DE  1883). 


Qéométrie. 


I»  Deux  polyèdres  symétriques  sont  équivalents.  Ordre 
et  démonstration  succincte  des  propositions  qui  servent 
à  établir  ce  théorème. 

2°  On  donne  un  cercle  de  rayon  OC  =  Pi,  et  deux 
points  A  et  13  sur  le  rayon  OC,  tels  que  OA .  OB  =  R-. 
Démontrer  que  le  rapport  des  distances  d'un  point  quel- 
conque M  aux  deux  points  A  et  B  est  égal  à  -r—  lorsque 

le  point  ]M  est  sur   le  cercle,    inférieur  a -^  loi^sque 
le  point    M  est  à  l'intérieur    du   cercle,   et  supérieur 

R 


à    -p—  lorsque  le  point  M  est  à  l'extérieur 


Statique. 

Un  cercle  matériel  de  rayon  R  peut  tourner  libre- 
ment autour  de  son  centre  O,  et  trois  points  x\,  B,  C 
sont  donnés  sur  sa  circonférence. 

En  A  et  B  sont  appliquées  deux  forces  F,,Fo  don- 
nées en  grandeur  et  en  direction.  On  demande  d'appli- 
quer en  C  une  force  F3,  telle  que  le  cercle  reste  en  équi- 
libre sous  l'action  des  trois  forces  F, ,  Fo,  F3,  le  point  O 
étant  fixé  invariablement. 

Montrer  que  le  problème  admet  une  infinité  de  solu- 
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lions.  Trouver  en  grandeur  et  en  direction  la  plus  petite 
force  F3  qui  réponde  à  la  question.    . 

Avitliniétique . 

Faire  voir  (pie  la  fraction  décimale  périodique  mixte 
t),57  864  864  864  .  .  .  est  équivalente  à  la  fraction  ordi- 
naire 

5  786  \m  486  —  5  786 

99  900  00 

Algèbre. 

Etant  donné  un  tétraèdre  régulier  SABC,  de  côté  «, 
on  le  coupe  par  un  plan  parallèle  à  la  base.  On  prend 
la  section  A'B'C  pour  base  d'une  pyramide  dont  le  som- 
met O  est  au  centre  de  gravité  du  triangle  de  base  du 
tétraèdre.  Comment  doit-on  mener  le  plan  sécant  pour 
que  la  pyramide  ait  un  volume  maximum  .f^  Déterminer 
en  fonction  de  a  l'expression  de  la  surface  totale  de  cette 
pyramide  de  volume  maximum. 

Calcul  trigonométriq ue . 
Dans  le  tiiangle  rectiligne  ABC,  on  donne 

6  =  4864'",  25,     G  =  2147",  73,     A  =  27°47'56". 
Calculer  A,  B,  C  et  le  rayon  R  du  cercle  circonscrit. 

Qéoinétrie  descriptwe. 

Un  a  un  point  A  situé  dans  le  second  dièdre,  distant 
de  o'",o4  du  plan  horizontal  et  de  o'",o3  du  plan  verti- 
cal. Mener  par  ce  point  une  droite  faisant  avec  le  plan 
horizontal  un  angle  de  35",  et  avec  le  plan  vertical  un 
angle  de  4 1°- Parmi  les  dioites  qui  satisfont  au  problème, 
considérer  seulement  celle  qui  a  la  trace  verticale  la 
))lus  éloignée  du  plan  horizontal,  et  située  sur  la  gauche 
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du  plan  (le  profil  coDtenant  A.Déleriniiier  la  plus  coui  U: 
distance  de  cette  droite  et  de  la  ligne  de  terre. 


CORRESPO\DA\CE. 


M.  Fauquembergue  a  énoncé  et  démontré,  3''  série, 
t.  II,  p.  4^0,  la  proposition  suivante  : 

Le  cube  d'uji  noinhre  entier  autre  que  l'unité  ne 
j)eut  être  la  somme  des  carrés  de  deux  nombres  entiers 
consécutifs . 

Voici  une  solution  élémentaire  de  cette  question.  Il 
s'agit  de  prouver  que  l'équation 

n'est  vérifiée,  en  nombres  entiers,  que  par 

.r  =  o     et     X  =  I. 

Je  pose  X  =  x-f-j'^.  L'équation  (i)  ordonnée  par 
rapport  à  x  devient 

(2)  x"^  -^{Zy  —  2)ip2_|_  (3j2 —  2)^  ^_j/3  —  1  =  0. 

On  voit  sous  cette  forme  que,  x  et  j  étant  assujettis 
à  être  entiers  et  positifs,  (2)  n'est  vérifiée  que  pour 
a:  =  o  et  j' =  I.  P.  D. 

M.  Catalan  fait  observer  que  le  tliéorème  exprimé 
par  la  formule  (4)  de  la  page  67  (même  Tome),  ou  plutôt 
par  l'égalité 

lui  parait  dû.  (\oir  Comptes  rendus,  année  i858; 
Mélanges  mathématiques;  Cours  d' ylnalyse  de  l'Uni- 
versité de  Liège;  etc.). 


(     ZO'A     ) 

Extrait  d' une  letlre  de  M.  de  Saint-Germain. 

Dans  le  numéro  de  novembre  i883,  M.  d'Ocagne  a 
fait  connaître  un  théorème  intéressant  sur  les  propriétés 
segmentaires  du  triangle  ;  cette  proposition,  comme  beau- 
coup de  théorèmes  de  Géométrie  plane,  peut  s'étendre, 
avec  de  légères  modifications,  aux  figures  sphériques,  et 
donne  lieu  à  l'énoncé  suivant  : 

Soient,  dans  un  triangle  sphérique  ABC,  M  le  milieu 
de  la  base  BC,  X  un  point  donné  sur  cette  base,  Y  le 
symétrique  de  X  par  rapport  à  M,  enfin  X,  un  point 
pris  sur  BC,  de  telle  sorte  que  les  arcs  de  grand  cereh; 
AY,  AX  soient  symétriques  par  rapport  à  l'arc  bissecteur 
de  BAC;  on  aura 

pinBX]  _  siii^AB   sin  BX 
sinCXi        sin^AG  sinCX 

Celte  proposition  s'établit  très  facilement  au  moyen 
des  analogies  des  sinus,  et  ses  conséquences  sont  évi- 
dentes. 


BIBLIOGRAPHIE. 

Leçons  de  Statique  •,  par  M.  E.  Carvallo,  profes- 
seur au  lycée  de  Troyes.  ln-8°.  Paris,  Croville-Moranl; 
1884.  Prk  :  i'\ 

La  nouvelle  métiiode  donnée  par  M.  Carvallo  simplifie  i;i 
statique  des  corps  solides,  qu'elle  permet,  d'enseigner  en 
Mathématiques  élémentaires  plus  complèle,  avec  moins  d'el- 
forts  et,  en  même  temps,  avec  ])lns  di'  rigueur  que  les  Traités 
publiés  jusqu'ici. 

Au  début,  on  trouve  les  notions  de  Géométrie  analytique 
nécessaires  pour  donner  les  expressions  algébriques  des  résul- 
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lats  obtenu?,  loujouis  jjar  la  Géométrie,  puis  les  notions  pré- 
liminaires bien  simplifiées. 

Le  Chapitre  I,  Composition  des  forces  appliquées  au 
point  matériel,  contient  une  partie  originale  dans  la  démon- 
stration du  parallélogramme  des  forces  et  des  propriétés  utiles 
des  forces  concourantes;  en  particulier,  une  nouvelle  méthode 
(le  leur  composition  donne,  comme  corollaire,  le  théorème  de 
Leibnitz,  et  fournit  plus  loin  la  composition  des  forces  paral- 
lèles. 

Le  Chapitre  II,  Moments  des  forces  par  rapport  à  un 
point  et  à  un  axe,  simplifie  l'étude  des  forces  appliquées  à 
un  corps  solide.  D'après  les  idées  de  M.  Resal,  le  moment 
d'une  force  AF  par  rapport  à  un  point  O  est  représenté  par 
la  vitesse  du  point  O,  due  à  la  rotation  que  représenterait  la 
flèche  AF,  et  l'on  adopte  la  notion  de  moment  résultant. 
Comme  l'indique  la  Préface,  ces  considérations  rendent  iden- 
tiques l'étude  des  systèmes  de  forces  et  celle  des  systèmes  de 
rotations,  dont  on  peut  enrichir  sans  nouvel  effort  les  connais- 
sances des  élèves. 

Le  Chapitre  III,  Composition  des  forces  appliquées  à  un 
corps  solide,  contient  la  théorie  des  couples  et  des  forces 
parallèles,  comprise  sans  démonstration  dans  le  Chapitre  II, 
grâce  à  ce  théorème  nouveau  : 

Pour  que  deux  systèmes  de  forces  appliquées  à  un  corps 
solide  soient  équivalents,  il  faut  et  il  suffit  qu'ils  aient 
même  moment  résultant  par  rapport  à  tout  point  de  l'es- 
pace. 

La  réduction  des  forces  à  une  force  et  à  un  couple,  dernier 
mot  de  la  Brochure,  est  appliquée  à  quelques  cas  particuliers, 
et  aux  conditions  d'équilibre,  établies  rigoureusement,  d'un 
corps  solide  mobile  autour  d'un  point,  autour  d'une  droite, 
pouvant  seulement  glisser  le  long  d'un  axe,  ou  en  même  temps 
tourner  aussi  autour  de  cet  axe. 

Courbes  et  surfaces  focales;  par  M.  yi.  Boset. 
In-8°  de  ao  pages.  Bruxelles,  Hayez-,  1884.  Prix  :  i'',  5o. 

Le  travail  que  l'auteur  publie  aujourd'hui  est  le  complé- 
ment de  sa  Théorie  générale  des  circonférences  focales  et 
des  foyers.  Ceux-ci  ne  sont  que  des  cas  particuliers  des  cir- 
conférences focales,   de   même  que  les  directrices  proprement 
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dites  ne  sont  que  des  cas  particuliers  des  cordes  de  contact 
des  circonférences  focales  avec  les  courbes,  et  les  plans  direc- 
teurs proprement  dits  des  plans  particuliers  de  contact  des 
sphères  focales  avec  les  surfaces. 


PlBL!C\TIO\S  RECETTES. 


Cours  de  Géométrie  élémentaire,  à  l'usage  des  élèves 
de  ]Mathéinatic|ues  élémentaires,  avee  des  compléments 
destinés  aux  élèves  de  Mathématiques  spéciales;  par 
M.  Ch.  F^acquant,  Inspecteur  général  de  l'Instruction 
publique,  ancien  professeur  de  Mathématiques  spéciales 
au  lycée  Saint-Louis.  Paris,  IMasson  ;  1884.  Tn-8''  de 
678  pages.  Prix  :  S*'". 

Essai  sur  le  calcul  iwfiivitésimal,  par  M.  A.-E,. 
Pe//eZ.  Clermont,  F.  Thibaud;  i884-  ln-8°  de  16  pages. 

tirages  a  pakt. 

Sur  la  théorie  des  imaginaires  ;  par  M.  F.  Gomes 
Tëixeira,  prolèsseur  à  l'Université  de  Coïmbre.  Extrait 
des  Annales  de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles, 
7*  année,  p.  ^l'j  a  4^7;   i883. 

Sur  une  suite  de  moyennes  ;  par  M.  J.  Neuberg, 
chargé  de  Cours  à  l'Ecole  des  Mines  de  Liège.  Extrait 
des  Bli'moires  de  la  Société  royale  des  Sciences  de 
Liège,  2''  série,  t.  XL 

Sopra  tre  teorevii  del  Cesaro;  Nota  del  prof.  G.-B. 
Rafakelli.  Extrait  du  Qiornale  délia  Societa  di  Let- 
Lure  e  Conversazioni  scienti/iche ;  mai-juin  1 884- 

Sull'urto  dei  cor  pi  e  sitl  niovimento  di  un  corpo  pe- 
sante fra  due  îuezzi  resistenti ;  JNota  dell  ingegnere 
prof.  Udalrioo  Masoki.  Extrait  des  liendiconti  délia 
R.  Accadeniia  délie  Scienze  fis.  e  mat.  di  Napoli, 
3'' fascicule;  mars  1884. 
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ADDmO\  A  DEl\  ARTICLES  PRÉCÉDEATS  ('); 

Pau  m.  s.  RÉALIS, 
Iiiirénicur  à  Turin. 


I.    La  rcclicrclie  des  solutions  entières  de  ré(juatioii 

ax--^  bxy  -^  cv-  ^=  h, 

où  rt,  Z>,  c.  h  sont  des  entiers  donnés,  a  été  l'objet  d'im- 
portantes éludes  de  la  part  des  géomètres  qui  se  sont 
occupés  de  l'Analyse  indéterminée,  parmi  lesquels  il 
nous  sullira  de  citer  ici  Euler,  Lagrange,  Gauss,  Le- 
gendre.  Mais  si,  au  point  de  vue  théorique,  la  question 
peut  être  considérée  comme  traitée  d'une  manière  com- 
plète, il  n'en  est  pas  ainsi  au  point  de  vue  de  l'applica- 
tion^ on  sait  eu  eflét  que,  dans  la  plupart  des  cas,  les 
calculs  exigés  par  les  méthodes  classiques  deviennent 
très  pénibles,  et  même  inqjraticahles.  C'est  ce  qui 
donne  de  l'intérêt  aux  méthodes  particulières,  par  où 
des  classes  plus  ou  moins  étendues  d'équations  apparte- 
nant à  la  forme  indiquée  peuvent  être  résolues  d'une 
manière  directe,  et  par  l'emploi  de  formules  explicites. 
Aux  exemples  qui  font  l'objet  des  deux  articles  pré- 
cédents, on  peut  en  ajouter  beaucoup  d'autres  analo- 
gues, tels  que  ceux  que  vont  nous  ofïrir  les  équations 
(6),  (7),  (8),  (9)  ci-après,  et  les  équations  plus  géné- 
rales considérées  aux  n"*  10  et  H.  Mais  nous  allons 
préalablement  appeler  l'attention. sur  une  particularité 
remarquable  que  présentent  les  relatiojis  linéaires  par 
lesquelles  on  passe   d'une  solution  à  une   autre,  lorsque 

('  t  \'oii-   Xoiivelles  Annales,  o«  séiio,  t.  fl,  p.  \c)\  Pi  .t35. 
.■iiiii.,1,'  U«///^-m/i/..  o*"  séiip,  t .   I!l.  (liiillft  i.SSj.)  20 
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les  coelljiieiils  a,  />,  c  ont   entre  eii\   nne  certaine   dé- 
pendance; cette  particularité  consiste  en  ce  que  ces  re- 
lations s'appliquent  à  la  fois  à  plus  d'une  équation  dit- 
férente,  comprise  dans  la  forme  dont  il  s'agit. 

2.  Soit  proposée  l'équation 

(i)  mx^  —  (m  -h  n  ±1  )xy  -+-  ny^  =  h , 

plus  générale  que  celles  des  articles  précédents,  et  que 
nous  supposerons  vérifiée  parles  valeurs  entières  .r  =  a, 

L'équation  (i)  sera  également  vérifiée  par  les  valeurs 

(  a?  =  (v?t  —  /i ) a  —  (/Il  —  fi  zh  i}{j, 
{ ■->.  ) 

(  y  =  (ni  —  /i  =p  I ) a  —  (m  —  « ) ^ , 

comme  il  est  aisé  de  s'en  assurer  par  la  substitution  di- 
recte. Hàlons-nous  de  dire  que  ces  dernières  valeurs,  par 
elles-mêmes,  n'en  engendrent  pas  d'autres,  vu  que,  en 
les  attribuant  à  a  et  [j,  l'application  des  formules  (2) 
nous  fait  retomber   sur  la  solution  déjà  connue  a:=  a, 

La  nouvelle  S(dution,  cependant,  n'en  est  pas  moins 
utile  à  connaître,  vu  les  facilités  qui  en  résultent  dans 
l'application  des  méthodes  générales  de  résolution  5  mais 
c'est  surtout  lorsqu'il  s'agit  de  certaines  classes  d'équa- 
tions que  l'utilité  des  formules  (3)  devient  manifeste, 
ainsi  que  nous  allons  en  voir  des  exemples.  jNous  nous 
reportons  d'ailleurs,  pour  différents  détails  propres  à 
simplifier  la  question,  à  une  Note  insérée  an  tome  VI 
(année  1880)  de  la  Nouvelle  Correspondance  niatliénia- 
tique  (  '  ),  et  que  nous  supposons  connue  du  lecteur. 

Dans  l'équation  (i),  //i,  /i,  li  sont  des  entiers  donnés, 


(')  Sur  quelques  questions  se  rattacliaiit  au  problème  de  Pell. 
u°*  5.  G,  T.  8.  9. 


(  ^o;  ) 
Il  u'c'taiit  pas  nul.  Pour  (jik;  les  formules  il  )  ne  devien- 
nent pas  illusoires,  on  doit  admettre  que  m —  n  est  ditïe- 
rent  de  zéro,  et  que  la  solution  initiale  x  =  a,  1=  ^ 
et  celle  qui  s'ensuit  d'après  ces  formules  ne  rentrent  pas 
l'une  dans  l'autre. 

3.  11  est  digne  dattention  (et  c'est  là  la  particularité 
annoncée  plus  liant)  que  les  expressions  (2)  s'appli- 
queirt  également  à  l'équation,  essentiellement  dille- 
rente, 

(  3  )  (2  tn  z^i).r-  —  2  (/n  -+-  71)  ry  -\-  (in  z^\  )y-  =  h , 

a,  |j,  h  satisfaisant,  en  ce  cas,  à  la  relation 

(  2  /«  qz  I )  a"-  —  2 (  ni  -i-  «  )  a 3  H-  (2  /i  qz  1  )  [î-  =  h. 

On  remaïquera  en  outre  que  les  nombres  /«,  ii  n  in- 
terviennent dans  les  expressions  (2)  que  parleur  dif- 
férence m  —  n\  cela  fait  que,  pour  des  valeurs  conve- 
nables de  a  et  [3,  ces  mêmes  expressions  s'appliqueront 
encore  aux  équations  (i)  et  (3),  où  l'on  aura  augmenté 
ou  diminué  m  et  n  d'une  même  valeur  entière. 

4,  Soit  fait,  comme  application,  /«  =  5,  /z  = — ^, 
h  =  i. 

L'équation  (i),  en  y  prenant,  dans  l'expression  (\\\ 
coefficient  àexy^  le  signe  inférieur,  devient 

(4)  5x'-T-'ixy  —  71-  =  !, 

el  les  formules  (2)  se  réduisent  à 

i  X  —  12a  —  1 1  3, 
(  5  ) 

(  j- =  laa  — i2,i, 

où  il  n'y  a  pas  lieu  de  s'appuver  sur  les  valeuis 
a  =  |B  =  ±1. 
L'équation  (4)  (traitée  d'une  manière  différente  dans 
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Jes  II"'' 0  cl  7  de  la  ±\ote  citée  de  la  iS'^ouvelle  Corres- 
/)OH(lnnce)  est  vérifiée  par  :r  =  y.  =^  i  84,  7  =  [^  =  — 121; 
elle  sera  donc  également  vérifiée,  d'après  les  l'or- 
ninles  (5),  par  x  =  3539,  j  ^^  3844-  C'est  ce  qui  a  lien 
en  eiïet,  et  l'on  voit  facilement  de  quelle  manière  ;  à 
chaque  solution  obtenue  par  le  procédé  indiqué  dans  la 
Note,  correspoud  une  autre  solution  à  obtenir  à  l'aide 
des  formules  (5  ). 

o.  Dans  la  même  hypothèse  de  7/^  =  5,  «= — ^,  et 
en  prenant  les  signes  inférieurs  dans  les  expressions  des 
coefficients  de  x-  et  de  7  -,  l'équation  (3)  devient 

1 1 3^2  -}-  4  xy  —  1 37-  =;  h . 

D'après  la  remarcpie  ci-dessus  (11°  2),  si  cette  équa- 
tion est  vérifiée,  pour  une  valeur  donnée  de  //,  par  x  =  a, 
y  =^  ^,  elle  l'est  également  par  les  expressions  (5)  qui 
conviennent  à  l'équation  {4)-  Faisant,  par  exemple, 
h==  23,  on  a  l'équation 

dont  une  première  et  une  seconde  solution  se  présentent 
d'elles-mêmes,  à  savoir 

i  X  =  ce  =:       2,       (   .r  =  a  =       3, 

1  7  =  ?=—'■'      17  =  ?=— 2, 

et  dont  deux  autres  solutions  nous  seront  immédiate- 
ment fournies  par  les  valeurs 

(  a?  =  12.2  -i-  1 1 . 1  =  35,      (  .r  =  12.3  -f-  1 1  .->.  =  58, 
I  j^  =  1 3 . 2  -r-  1 2 . 1  =  38  ;      (  r  =  1 3 . 3  -)-  12.2  =  63. 

Ainsi  qu'on  l'a  dit,  les  formules  (  J  )  sont  impuissantes 
à  elles  seules  à  nous  mener  plus  loin;  nous  ajouterons 
cependant  que  les  solutions  entières  de  l'équation  con- 
sidérée, parmi  lesquelles  nous  (Mteions  encore  les  deux 
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suivantes  : 

X  =      33o,      i  X  =  6787, 

v=-257,        {  y  =  7374, 

sont  en  nombre  infini,  et  qu'elles  s'obtiennent,  eu  tota- 
lité, au  moyen  de  formules  directes.  C'est  sur  quoi  nous 
pourrons  revenir  dans  un  article  spécial,  et  en  générali- 
sant la  question. 

6.  Lorsque  le  coeflicient  de  x-  ou  dej  -,  dans  l'une 
quelconque  des  équations(i),  (3),  est  égal  à  ±i,  chaque 
solution  se  trouve  généralement  associée  avec  une  autre, 
indépendamment  des  relations  (2)^  en  ce  cas,  le  nombre 
des  solutions  distinctes  à  obtenir  à  l'aide  de  ces  relations 
est  illimité. 

Soit,  par  exemple,  l'équation 

(  6  »  X-  —  (  n  —  i\  xy  -h  ny-  =  i , 

à  laquelle  on  satisfait  d'abord  par  a:=i,j=o,  puis 
[d'après  les  formules  (2),  où  l'on  aura  fait  ni  =  i ,  et 
pris  les  signes  supérieurs]  par  x  =  n  —  i ,  r  =  n. 

Résolvons  l'équation  par  rapport  à  .r,  après  y  avoir 
fait  j)'  =  Ji\  il  nous  viendra 


où  le  signe  inférieur  nous  reconduit  à  la  solution  précé- 
demment obtenue,  tandis  que  le  signe  supérieur  nous 
met  en  présence  de  la  solution  associée 

^  X  =  n-  —  /i  -^  i , 
\  y  =  n. 

Au  moyen  de  cette  solution,  les  formules  (2)  produi- 
sent les  nouvelles  valeurs 

i.  X  =:  n^  —  n-  -4-  '.». n  —  i, 
(  y  =  n'-'  -f-  9.  // . 


(   ■>'o   ) 
associées  ;i  Icui'  leur  avec 

(  X  =  n'* -:-  n''  -r-  3 n-  -r-  ■>.  «  -f- 1 , 

(   y  :=  n^  -i-  2  /? . 

et  il  est  manifeste  que  l'on  peut  continuer  ainsi  indéli- 
ninient. 

7.   D'après   l'observation  faite  plus  haut  (n"  3),  les 

formules 

l'x  =  in  —  I  )  a  —  {n  —  -2)  J3. 

(  y  =  nx  —  ( n  —  i)!j, 

relatives  à  l'équation  précédente,  donnent  également  une 
seconde  solution  de  l'équation 

(7)  X'^ —  2(/i -+- l)jy  -I-  (  2  7i  —  l)j^=l, 

que  l'on  suppose  déjà  vérifiée  par  x  =  a^ y  =  p. 

La  première  solution  étant  a  =  i ,  [^  =  o,  la  seconde 
sera  donc  x  =  71  —  i  ,y  =^  ji.  Pour  trouver  d'autres  va- 
leurs des  indéterminées,  on  résoudra  d'abord  l'équation 
par  rapport  à  .r,  après  y  avoir  fait  }  =  /z,  d'où  résultera 
la  solution  associée 

i  X  =  2n--+-  n  -h  i, 
l  y  =  n- 

Les  formules  poséesnous  donneront  ensuite  le  système 

de  valeurs 

37  —  2  7i'^  —  111'  -^  ■m  —  I  . 

associé  au  système 

^  j-  =  4  "*  -^  ^  '^  '  -4-  ()  «2  -)-  2  w  -i-  1 . 

I     y   —  2(«-^-r-  n  ). 

que  l'ou  pouira   f^iire  suivre,  de    ujème,  d Une   infinité 
d'auti'cs. 
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8.    Soit  encore  l'équalioa 

(8)  CC' — (n-^i)xy-^ny'=—i, 

qui  n'est  autre  que  l'équation  (6),  dans  laquelle  on  a 
changé  le  signe  du  second  membre. 

La  solution  initiale  étant  ici  x  =;  a  =:  i ,  j  =i:  ^  =  i , 
le  même  procédé  et  les  mêmes  iormules  ejnployées 
pour  l'équation  (6)  nous  fourniront  les  solutions  sub- 
séquentes. Nous  trouverons  ainsi 

i  X  =  n  -T-  i,      i  X  =  n-  —  n  -h  ï, 

j  7  =  I ,  (  jK  =  «-  +  I  ; 

l   X  ^  n^  -i-  n-  -\-  2  n  -r- 1 , 

i  j  =  /i2  ^  I  ; 

i  X  =  n'*  —  «3  _j_  3 ,j2  —  2  «  -f-  I , 


Ces  solutions,  du  reste,  peuvent  se  déduire  directe- 
ment de  celles  que  l'on  a  trouvées  pour  l'équation  (6). 
Faisant,  dans  celle-ci, 

«=—«',     cr=—x',    y=y'-x', 

il  en  résulte  eirectivcnient 

x''^  —  (  n'  -4-  2 ) x'y'  ■+-  n'y'^  =  —  i , 

ce  qui  ne  dilFère  pas  de  l'équation  (8). 

9.   Considérons,  comme  dernier  exemple,  l'équation 

(g)  x-^  i{n  -f-  \)xy  -}-  {in  —  i)j'2  =  —  2, 

qui  correspond   à    (7),    où    l'on    a  supposé    le   second 
membre  =  —  :>.. 

D'après  ce  qui  précède,  ce  sont  encore  les  formules  et 
le  procédé  relatifs  aux  cas  précédents  (6),  (y),  (8)  qui 
vont  nous  servir  ici.  On  trouve,  en  eiïet,  en   partant  de 


(  3i.  ) 
la   solution  évideuLt;   x' =  i ,  y  =  i  ^  que   l'équaliou  (g) 
admet  une  suite  indéfinie   de   solutions  ultérieures,  les 
premières  étant 

l    .r  =  -J.  Il  ^  i .       \   ^  =  2  /i-  —  2  /t  -5-  I , 

(  .r  =  4  /i^  -T-  2  II-  -~  .\  n  -^  \ , 

(  j'  =  2  /i-  -^  1  : 

(  X  =  i  n'*  —  4 "' "+"  *^ " "  —  ^n  -\-i, 

{  y  =  4«*4- 6«--f-l, 

10.   Les  développements  exposés  donnent  le  moyen 
de  résoudre  la  question  suivante  : 

yissigjiev,  par  Jorniules  dliectes,  une  injinité  de  so- 
liuions  entières  de  V équation  indéterminée 

.r2  —  A  xy  -\-  B  r^  =  i , 

dans  laijiLelLe  A  et  lî  sont  des  entiers  donnés,  A  —  i.  et 
A  —  V>  —  I  étant  différents  de  zéro,  et  le  rapport 


A  —  B    -  [ 
se  réduisant  à  un  nombre  entier. 

Nous  nous  bornons  ici  à  indiquer  le  résultat  de  la  so- 
lution, d'ailleurs  très  aisée  à  trouver, 

Ayant  fait,  pour  abréger,  A  —  B  —  i  =  /?,  on  obtien- 
dra, à  l'aide  de  la  seule  solution  initiale  a:,  =  i  rj"i=  O7 
et  des  relations  linéaires 

(    x^a  =  -  [(  'B  —  0^"2a-l  --  '  2  '■>  "   -^  \yia-l  ]■ 
]       '  P 

\    y.,„  =  -  [(  A    -  l)Xia-  1  —  C     1^  •  yyia-\  \- 

\  .yia+l=y-2a- 


(  3.3  ) 
Ic"S  sokiliolis  entières  consécutives 

(  ^-..^  i(B  — 11.      (  ^3=  -(A2— .^A  — B  +  i). 

\     '      P  1  P 

< 

f  1-.,  =  -  (  A  —  '2  »,     /  V:j  =  -  (  A   —  a  i: 
'  -      /,  [^         p 

(  X.  =  —  (  A^B^jAB  —  B^      ^6B  — I), 
)  P- 

f  1-4=— (A3     —  i  A2    —  2AB^6A -4-4B  — 4), 

que  Ion  pourra  faire  suivre  d'aulanl  d'aulres  cjue  Tou 
voudra. 

11.  Il  est  facile  de  iccounaitre  que  les  relations  li- 
néaires qui  viennent  d'être  écrites  conviennent  égale- 
ment à  l'équation  plus  générale 

(  I  o  I  A--  —  A  xy  -^-  Br-  =  // . 

A  et  H  étant  comme  ci-dessus,  et  h  (dillérent  de  zéro) 
correspondant  à  une  solution  initiale  a:  =  a,  j=|j, 
que  l'on  suppose  connue.  Mais  comme,  en  général,  les 
valeurs  de  a  et  |j  ne  sont  pas  exprimables  directement 
par  les  coefficients,  les  valeurs  ultérieures  des  indéter- 
minées X,  y  ne  le  seront  pas  non  plus,  et  elles  se  trou- 
veront ici  exprimées  en  fonction  des  quatre  quantités  A, 
B,  a,  ;=.. 

Dans  les  cas  particuliers  où  les  valeurs  initiales  seront 
des  nombres  constants,  ou  bien,  déterminées  en  fonction 
explicite  de  A  et  B,  ou  des  quantités  dont  ces  coeffi- 
cients dépendent,  les  valeurs  successives  de  x  eij  s'expri- 
meront de  même  au  moyen  des  coefficients,  ou  des  quan- 
tités dont  ils  dépendent. 

On  trouvera,  par  exemple,  que  l'équalion 

.r* —  (  n^~  n  -^  a)^^  -^  n'^y-  =  —  (  n  -4-  i  ). 
vérifiée  d'abord  pai-  Xo  =  i.  i  o  =  '  -  admet  vu  outre  les 


(  3t4  ) 
sol  niions 

I  j-i  =  H- ^  n  -r-  i.       i  x.2=  n^—  n  -{-\, 

L^'i  =  I  ;  I  j2  =  «'  -i-  «--^ I  ; 

\    X3  =   «5  -h  9.  /l4  ^  2  «3  -1-  3  rt-  -4-  2  «  +  I , 
) 

dont  la  loi  est  donnée  par  les  relations 

j   ^2a-l  =  (  «2  -f-  /t  -+-  2)/2a-2  —  •r-2a-2, 

(  ^2a-l  =  J'2a-2; 

(    ^ia=(fl  —  I  ).r.2a-l  —  («  —  2)j2«-l, 

(  ^2»  =  «  j-2a_i  —  (  «  —  I  )  r2rt-i  ; 

ponr  rt  =  I,  2,  3,  4,  J,  •  •  •  • 

On  trouvera,  de  même,  que  l'équation 

:r-  —  ( «2 -!-  rt  -f-  2)xy  -+-  n^y^  =  n-, 

vérifiée  d'abord  par  x,  =  o,  7  ,  =  i ,  admet  les  solutions 

I  x,=  n  —  -2,      (  ^3=  n^, 
\  y-i  =  n—  i\      (  1-3  =  7t  —  I ; 

i    X*  ^=  n'* —  11^ —  71--4-3  72  —  2, 

(  y''  =  n'*  —  7i'--r-  -in  —  I , 


découlant  des  relations 


X2a  =  (n  —  l)j^ia-l  —  (  n  —  2  )72«-  1 , 
J2a=«-2^2a-l— («  — Oj2«-i; 

^2a+l  =  («2  H-  «  -f-  2)r2«—  Xia, 
y-la+ï  =72(1! 

à  partir  de  a  =  i . 

Remarque.  —  Cette   dernière  équation  étant  encore 
vérifiée  par.r'j  =  «,  r,  =  o,  il  s'ensuit,  de  la  même  ma- 


(  3.5  ) 
mère,  ceLLe  autre  séiie  de  solutions 

^  x\_  ^^  11"- —  n,      (  j^-'j  =  n^-^ 
(  fi  =  '«-•  i  73  =  n-, 

(    X',^  =  «5 — .  ^3_i_  2n2 II, 

\  y\  =  «5  _i_  ^i  _^  2  fi2  ^ 


qui  viennent  s'ajouter  à  celles  qui  précèdent. 

Du  reste,  en  faisant  x  =  wu,  j' = /iv,  l'équation  de- 
vient 

u-  —  (n^-h  n  -T-  i)uv  -^  îv^v^  =  i. 

et  l'on  est  ramené  à  la  question  traitée  au  n°  10. 

12.  Il  importe  d'observer,  au  sujet  des  équations 
comprises  dans  la  classe  (lo),  que  les  relations  linéaires 
(jui  établissent  la  dépendance  entre  les  solutions  d'indice 
pair  2rt,  et  celles  d'indice  impair  ia — i,  ne  diffèrent 
pas  des  relations  signalées  plus  haut  à  l'égard  des  équa- 
tions particulières  (6),  (7),  (8),  (9).  Ces  relations 
jouissent,  en  effet,  de  la  propriété  annoncée  au  n"  1, 
puisqu'elles  ne  sont  pas  déterminées  par  la  valeur  parti- 
culière   des  coefficients,   mais   seulement  par  celle   du 

rapport ,  lequel  peut  demeurer  invariabbi  poui- 

une  iniinilé  de  valeurs  différentes  de  A  et  B. 


un  SIR  lES  SYSTÈMES  TRIPLES  DE  SIRFACES 
ORTHOGONALES; 

Par  m.  DOUGET, 

Professeur  au  lycée  Corneille,  à  Houen. 


Considérons   trois  suifaces  81,82,  83  qui  se  coupent 
orthogonalement  en  M,  et  rapportons-les  à  leurs  plans 


(  3.6-  ) 
laiigeiils   eu    ci"   poiiiL;    nous   aurons,    en   a|»[)liquaiil    le 
développeiueiil  de  Alaclaniin,  les  ('-(piaLions 

(Si)  .(■  —  Ar-   -+-:>.P>rz    -,-Cz-  —a, 

(  S,  )  y  =  A'  ^2  ^  .^  H' ^.r  -^  C'.r2  ^-  p. , 

(  S3)  z  =  A"x-^  -+-  -2  B'jLv  -f-  C"j'  -!-  Y, 

a,  |j,  Y  désignant  des  ensembles  de  termes  dont  le  degré 
surpasse  le  second.  Si  l'on  exprime  qu'en  un  point  M' de 
leur  intersection,  infiniment  voisin  de  M,  les  surfaces 
S)  et  S2  se  coupent  à  angle  droit,  on  a 

B-^B'=o. 

On  obtiendrait  de  même  B'+  B''=  o,  B''-f-  B  =  o^  donc 
B  =  B'=  iy'=  o,  et  les  équations  des  surfaces  deviennent 

X  =  A j-2  -I-  C  ^2  _i_  a, 

z  =  A"œ'- -h  C'y- -+-  Y- 

On  voit  que  les  lignes  de  courbure  de  S(  sont  tangentes 
en  M  aux  axes  My  et  M^,  lesquels  sont  aussi  tangents, 
en  ce  même  point,  aux  intersections  de  S,  avec  So  et  S3. 
Cela  étant  vrai  pour  un  point  quelconque,  la  remarque 
<|ui  précède  démontre  le  théorème  de  Charles  Dupin. 


SIR  LES  CERCLES  TAXGE^TS  A  TROIS  CERCLES 
ET  LES  SPilÈRES  TANGENTES  A  TROIS  01  A  QUATRE  SPHÈRES; 

Par  m.  a.  PELLET. 


1 .  Les  cercles  qui  passent  par  les  points  d'intersection 
de  deux  cercles  et  les  coupent  sous  des  angles  égaux 
jouent  par  rapport  aux  cercles  donnés  le  même  rôle  que 
les  bissectrices  de  deux  droites  par  rapport  à  ces  droites. 


(  3-7  ) 

Ainsi  toiil  cercle  qui  est  tangent  a  cleiiK  rereles  coupe 
orthogonalement  un  de  leurs  cercles  bissecteurs,  et  jéei- 
pioquemeut  tout  cercle  qui  coupe  ortLogonalenieiit  un 
des  deux  cercles  bissecteurs  de  deux  cercles  et  touelie 
l'un  d'eux  est  aussi  tangent  à  l'autre. 

On  le  voit  aisément,  lorsque  les  deux  cercles  se  cou- 
pent, en  transformant  la  figure  par  i-ayons  vecteurs  réci- 
proques, le  pôle  de  la  transformai  ion  est  en  un  des 
deux  points  de  rencontre.  Les  deux  cercles  bissecteurs 
de  deux  cercles  sont  réels,  si  ceux-ci  se  coupent  en  deux 
points  réels;  dans  le  cas  où  les  points  de  rencontre  de 
deux  cercles  sont  imaginaires,  l'un  des  deux  cercles 
bissecteurs  est  imaginaire,  celui  qui  a  pour  centre  le 
centre  de  similitude  inverse;  les  centres  des  cercles  bis- 
secteurs sont  les  centres  de  similitude  des  deux  cercles. 

2.  Soient  C,,  C2  et  C3  trois  cercles,  et  Sj^,  S',.,.  Si.i, 
S, 3,  S03,  s!,.,  leurs  cercles  bissecteurs.  Tout  cercle  qui 
coupe  orthogonalemcnt  les  deux  cercles  Sjo,  S)  3  et  touche 
l'un  des  cercles  C),  Co,  C3  est  tangent  aux  deux  autres. 
11  résulte  de  là  que  les  deux  points  de  rencontre  des 
cercles  S(2,  S,  3  appartiennent  à  l'un  des  deux  cercles  803 
ou  S.,3,  et,  par  suite,  les  centres  de  similitude  des  trois 
cercles  sont  trois  à  trois  en  ligne  droites  La  condition  de 
couper  orthogonalemcnt  les  cercles  Sjo,  Sis  équivaut  à 
celle  de  passer  par  deux  points  situés  sur  la  ligne  des 
«•entres  des  cercles  S, 2,  Si  3;  ces  points  seront  donnés, 
par  exemple,  par  l'intersection  de  cette  ligne  avec  le 
cercle  coupant  orthogonalemcnt  les  cercles  C,,  Co,  C3. 

Ces  considérations  s'étendent  facilement  aux  sphères, 
et  l'on  a  les  théorèmes  suivants  : 

Etant,  données  quatre  sp/tè/es,  par  l'intersection  de 
la  sphère  qui  les  coupe  ort.hoa;onalenient  et  cV un  plan 


(  :iiH  ) 

(le  siiiiililude  drs  (^nafre  sp/iè/'es,  il  passe  deux  splwres 
tnui^ciifes  à  louLes  les  sphères  données. 

Les  sphères  qui  coupent  orthogoualement  trois  sphères 
données  rencontrent  l'un  quelconque  des  axes  de  simi- 
litude; des  trois  sphères  en  deux  points  fixes.  Toute 
s  pli  ère  (fui,  passcnit  par  ces  deux  points,  touche  l'une 
des  trois  sphè/'es  données,  touche  les  deux  autres. 


OIESTION  DE  LICENCE  (CAEN,  1880); 

Par  m.  SEQUESTRE, 

"NFaîtrc  rc'pétilciir  au  lycée  d'Angoiiléme. 


Trouver  le  lieu  des  foyers  d' une  hyperbole  dont  on 
connaît  un  sojunwt  et  une  asymptote. 

Je  j)rends  cette  asymptote  pour  axe  des  .r,  et  une  per- 
pendiculaire abaissée  du  sommet  sur  l'asymptote  pour 
axe  des  j  .  Soit,  de  plus,  ,3  l'ordonnée  du  sommet; 

( i)  i-TC  —  X\  Y -i-  ( J  —  J'i  Y  —  {"icr'+-  ny  -+-  h  )-  =  o 

est  ré(piation  générale  des  courbes  du  second  degré, 
ayant  le  point  ^i,  9'i  pour  foyer,  et  pour  directrice  cor- 
respondante la  droite  ?ti  x  H-  /ry  4-  /^  ::^  o . 

En  exprimant  c[ue  l'axe  des  .r  est  asymptote,  on  a 

I  —  m-  =  o     et     ^1  -^  nih  =  o. 
ni  —  =t  1     et     h  =  ^z  cp'i  ; 

ou,  en  prenant  pour  ni  le  signe  +,  le  signe  —  devant 
conduire  évidemment  aux  mêmes  résultats, 

/Il  =  i ,      Il  z=  —  /rj . 
La  tangente  au  sommet   a  pour   coefficient   angulaire 


(  '>'9  ) 
Y ^773 — ;   eu  expriniauL  (iiiclle  est  parallèle  à 

o  —   )'l  —  II-  ^  -\-  IIX\  '■  ^ 

la  directrice  dont  Je  coef(icieiit   aiiirulaii-e   est  —  -,  il 
vient 


P  —  j'i— /^2fi-^/tJr,  n 

d'où 

^  ^  ri  -  3 

Portant  ces  valeurs  de  iii^  n  et  h  dans  l'écjuatiou  (i), 
(die  devient 

(.r  — .r,)2-+-(r  —  ji)2—  (j--f-  •— L 1!  j  _  a^,  j    —  q. 


Eli  exprimant  que  la  combe  passe  an  sommet  (o,  ^), 
on  a 

(j  -  ?)K7  ^  ?)  ^'-  3'^Cr-  3)]  =  o, 

(^t,    en    supprimant   la   solution   évidemment  étrangère 
y —  [j  =  o,  il  vient,  pour  l'équation  du  lieu, 

(')  Celle  équalion  résulte  assez  siiupleincat  de  Ja  proposilion  sui- 
vanle,  qui  est  connue  : 

Si  d'un  foyer  F  de  l'hyperbole  on  abaisse  une  perpendicu- 
laire Fil  sur  une  asymptote,  on  a,  en  nommant  a,  b  les  demi- 
axes  et  C  le  centre  de  la  courbe,  CH  =  a,  FH  =  b. 

Cela  étant,  soit  SG  =^  p  la  perpendiculaire  menée  du  sommet 
donné  S  sur  l'asymptote.  La  similitude  des  triangles  rectangles  CSG, 
CFH  donne  d'abord 

es  _  CF        a  _  \Ja-  -r-  6-' 
SG  "  FH  '     1~         h        ' 
<!V.ii 

a-'b'-  =  '^'-{a:'-^b-'-).    «-(ô'-ji-)  =  6'-::!-.     |-' (  6^ _  02  )  =  |-i2 

En  outre, 

CH  _        G  H  a  _      X 

HF^HF  — SG'     ""     ~b~ir^' 
W  s'ensuit 

Mais  b  =  1',  donc 

x-{r  ^  ^i  )  —  [i-  (  1-  —  ?  )  =  o.  (  G.) 


(  3->.o  ) 
C'est  ro'(|iiali()ii  d'une  courbe  du  troisième  degré  pas- 
sant par  le  sommet  donné,  symétrique  par  rappoit  à  l'axe 
des  j}  ,,  et  ayant  pour  asymptotes  les  dioites 

u;  —  T±z  j,      y    —  —   j. 


SIR  LES  COMOIIES  Qlî  COIPEXT  A  WGLE  DROIT 
l\E  COMOIE  DOWÉE; 

['\R  M.  WEILT.. 


Soient 


et 


._  a"-  ^  r-         _ 
A  .r2  -^  2  B  xy  -f- .  .  .  -^  F  =  o 


les  e(|uations  de  deux  coniques.  Si  ces  deux  courbes  se 
coupent  à  angle  droit  en  tous  leurs  points  communs, 
on  aura,  entre  les  coordonnées  x  et  j)  d'un  quelconque 
de  ces  points,  la  relation 

b'^xiXx  -^  B r  -^  D  )  -f-  a- y  (  B  j-  -i-  C r  -^  E  )  =  o. 

Si  1  on  considère,  dans  cette  relation,  x  cA  y  comme 
cooidonnées  courantes,  elle  représentera  une  conique 
passant  par  les  points  communs  aux  deux  premières; 
donc  on  pourra  identifier  cette  relation  avec  le  poly- 
nôme A_/-i-  l^i-'f ,  ce  qui  donne 

(/j2—  -Ji)A  =—,      («2—  a)C  =  /\, 
'  a-  u- 

ia'^  ^  b-  —  2  iJL  )  B  =  o , 

(62— 2;jl)D  =  o,      (r/2_  9.  ,x)E  =  o,      ;xF  —  À  =  o. 

Ces  équations  ont  quatre  systèmes  de  solutions  entiè- 


(  3'..   ) 
renient  distincts,  et  l'on  a  ainsi  cjuatre  séx'ies  de  coniques 
coupant   l'ellipse /"=  G   à  angle  droit;    leurs  équations 
sont,  K  étant  une  arbitraire, 


^2 

1- 

y.b^--a^ 

h-^ 

r-                ^■- 

a-        -xa- 


b^ 


Kl'  -^  I 
K  r  ^-  I 


-r-    —   WTY ^ -    =    O, 

&2  •  a-  —  6- 


r 


62 -^k 


Les  trois  premières  représentent  respectivement  des 
coniques  passant  par  quatre  points  fixes,  à  distance 
finie  ou  infinie,  et  la  quatrième  des  coniques  liomofo- 
cales  à  l'ellipse  donnée. 

On  voit  que,  par  un  point  du  plan,  on  peut  mener 
cinq  coniques  coupant  à  angle  droit  une  conique  don- 
née; deux  d'entre  elles  sont  les  coniques  bomolocales  à 
la  conique  donnée,  et  les  trois  autres  se  construisent 
linéairement. 

En  transformant  les  propriétés  précédentes  par  rayons 
vecteurs  réciproques,  on  en  déduit  les  systèmes  de 
courbes  du  quatrième  degré,  ayant  trois  points  doubles 
communs,  dont  deux  sont  les  ombilics  du  plan,  et  se 
coupant  à  angle  droit. 

On  traiterait  de  la  même  manière  le  problème  des 
coniques  coupant  une  conique  donnée  sous  un  angle 
donné  V  ou  son  supplément,  eu  tous  leurs  points  com- 
muns; mais  les  formules  compliquées  auxcjuelles  on 
arrive  paraissent  peu  intéressantes. 


.4  fin.  <ie  y  lU/iéinat.,  'i''  série,  t.  \\\.     Iiiill.'l   iSS'j. 


(    ■•2:^   ) 


COXCOIRS  r.E\FR\L  DE  I88i 


Mathétnatiq lies  spécia les . 

Par  le  centre  d'un  ellipsoïde  donné  on  nfène  trois  dia- 
mètres conjugués  quelconques,  et,  par  les  points  où  ces 
droites  rencontrent  la  sphère  circonscrite  au  parallélépi- 
pède formé  par  les  plans  tangents  aux  sommets  de 
l'ellipsoïde,  on  fait  passer  des  plans  : 

1°  Trouver  le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires 
abaissées  d'un  point  donné  P  sur  ces  plans  variables. 

2"  Ce  lieu  est  une  surface  du  quatrième  ordre  dont 
l'équation  peut  être  ramenée  à  la  forme  suivante  : 

(  .r2  +  J,'2  _x-  s2  )2  ^_    /,  A  a-2  +  4  A;v2  -+-    \  A" ,32 

-hSC.r-h  8C'r  -+-  S  C"^  -+-  4D  =  o; 

trouver  toutes  les  sphères  telles  que  chacune  d'elles 
coupe  la  surface  suivant  deux  cercles. 

3"  Ces  sphères  forment  cinq  séries  parmi  lesquelles 
deux  ne  sont  pas  distinctes  : 

Démontrer  que  les  sphères  de  la  série  double  passent 
toutes  par  uu  même  point,  et  trouver  le  lieu  de  leurs 
centres  ; 

Démontrer  que  les  sphères  de  chacune  des  trois  autres 
séries  coupent  respectivement  à  angle  droit  des  sphères 
fixes  Sj,  So,  S3  ; 

Trouver  le  lieu  des  centres  des  sphères  de  ces  trois 
séi'ies. 


(  3.3  ) 

S0LITI0\  DE  LA  QIESTIO^  Dl  CO^COIRS  GÉXÉRAL. 

Soit 

^-  -^  y-  -^  -2  =  «-  -4-  62  -h  C2 

la  sphère  circonscrite  au  parallélépipède  rectangle  cir- 
conscrit lui-même  à  rellipsoïde 

x^         r2         ^2 

soit 

(i)  Ix -+- my -T- nz  =  i 

le  plan  passant  par  les  points  de  rencontre  avec  la  sphère 
des  trois  demi-diamètres  conjugués  de  l'ellipsoïde.  Le 
cône,  ayant  pour  base  l'intersection  de  la  sphère  et  du 
plan  (i),  a  pour  équation 

.T--\-y^-{-  z^ —  (a2-f-  è2_i_  c^)(^lx  -h  my  -h  w^)2=  o, 

et  il  est  capable  d'un  trièdre  de  trois  diamètres  conju- 
gués de  l'ellipsoïde,  si  l'on  a 

(a)  a2/2_{-  è27?î2H-  c2«2=  I    (1); 

(')  Car,  en  faisant  subir  à  l'ellipsoïde  et  au  cône  la  transformation 
homographique 

X  _x^     y  __y_     t  =  — 

a         R  '      6         |{  '     r        R  ' 

l'ellipsoïde  devient  la  sphère 

x"^-hy''^  +  z"^—  W, 
et  le  cône  devient 

a}x''^-\-  b^y'^-h  c'^z'^ —  (a'-i-  è'+  c')  {alx'  +  bmy' -\-  cnz'y=.  o. 

Les  diamètres  conjugués  restant  conjugués  dans  la  transformation  et 
étant  maintenant  ceux  d'une  sphère,  le  cône  doit  cire  triorthogonal, 
ce  qui  exige 

a^+  6-+  c- —  (a--t-  6^+  C-)  («-/-  +  ô'm^-j-  c'^n-)  =  o, 
ou 


(  3^4  ) 
ce  qui  prouve  que  le  plan  (i)  se  déplace  eu  restant  tan- 
gent à  l'ellipsoïde  donné. 

Le  lieu  clierclié  est  donc  la  podaire  de   l'ellipsoïde 
par  rapport  au  point  donné. 

Soient  a,   [3,  y  les  coordonnées  du   point  donné;  la 
normale  au  plan  (i)  issue  de  ce  point  a  pour  équations 

3)  ——   =-1 L^  L  =  „. 

Eliminant  /,  ///,  7i.  u  entre  (i),  (2)  et  (3),  on  a  l'éqvia- 
tion  du  lieu 

(^2_|_j2_^.    -2_  ot^—  Pj_  Y-)2 

Transportant  l'origine  au  point  / -?  '->  -  )>  à  l'aide  des 

formules 

a  ,8  ,       y 

X  =  T  -\ ,       y  -—  y  -\-  i-  ,       s=i;-4-', 

il  vient,  en  supprimant  les  accents, 

1  _  -1  -2  _j_^  -  2 L 


^MJ-r     +^M-^ 


2 
ou 

^  (,r-i-h  v^  -+-  ^2  )2  +  4  A .r 2  +  4  Â'j'2  -f-  4  A" ;:2 
■'''^  +8G^  +  8G'r-{- 8C"^-h4rJ  =  o, 


/(A    =:—   /7^  ' 


4.\'  =  — /p2- 


4  A": 


a2-+- 

2 

7 

a-  -;- 

2 

L)  = 


X  C  =  a2  a,     8  C  =  /r^  o, ,     8  G"  =^0^7, 


iG 


(  325  ) 
L'intersection  de  la  surface  (4)  avec  une  splière 

(  5  )  j?2  _|_  j-2  _i_  -2  —  -2  { Il X  -+-  vy  -^  W  Z  -{-  t)  —  o 

est  définie  par  cette  équation  (5)  et  par  la  combinaison 
suivante  des  équations  (4)  et  (5)  : 

(  (ux -h  l'y -+- ivz-i- t)^ 
(6) 
^       (       -^  A:r2-^A>2^A"^2-4-2C^^2C>--+-2G"^-+-D  =  o, 

qui  représente  une  quadrique.  L'équation  générale  des 
quadriques  passant  par  la  biquadratique  (5)  et  (6)  est 

((  ux  -h  vy  -{-  w z  -^  ty 
,,  -i-Ax^-i-  A'y^-:-  A'z^-^iCx-T-iC'y  -hïC'z-hD 

(  -r-  l[x--i-y^-+-  z^ —  ^{ux  ■+-  vy  -h  ivz  -f-  t)]  =  o, 

et,  si  cette  dernière  équation  représente  un  système  de 
deux  plans,  la  biquadratique  se  compose  de  deux  cercles. 
Formant  les  équations  du  centre 

u{ux  -+-  vy  -+-  w  z  -i-  t)  -\-  (  A  -H  À  )5"  —  G  —  Au  =  o, 
v{ux  -V-  vy  -T-  w z  -\-  t)  -h  i  A'  -h\)y  -it-  QJ  —  \v  =  o, 
w (  ux  -\-  vy  -h  w z  -^  t  )  -^  { A" ^  \) z  -f-  C  —  À  iv  =  o, 

qui  peuvent  s'écrire 

/         " 

-; r  i  U  X  -^  vy  -^  W  Z  -r-  t)  ■ 

l     A  -h  /.  -^  ' 


(8)    /  .iux-^vy-^wz-\-t)-^y 


G  — 

\u 

Ah 

-  A 

G'- 

•  \v 

A'- 

hX 

G"- 

\w 

\   Ti -{ux^vy^wz-^t)-^z-\ ^, ^ 

\    A! -\- t.  -^  '  A  -i- / 

on  tirerait  x  de  la  première,  j  de  la  deuxième,  z  de  la 
troisième,  si  l'on  connaissait  ux  -+-  vj  -\-  wz  -f-  t.  Pre- 
nant cette  expression  pour  inconnue  auxiliaire,  on  mul- 
tiplie la  première  équation  par  //,  la  deuxième  par  r,  la 


(  326  ) 
troisième  par  w,  et  Ton  ajoute;  ce  qui  donne 

Cu  C't'  C"f>' 


A-i-X        A'-t-X        A"^À  Va  +  X    '    A'+X        A"-hX 

Or,  si  l'on  pouvait  tirer  de  cette  équation  une  seule 
valeur  pour  ux  -+-  uj  -f-  tvs  +  £,  la  surface  (7)  n'aurait 
qu'un  centre  :  on  doit  donc  pouvoir  en  tirer  une  infinité, 
ce  qui  exige 

(9) 


+  X        A  -h  A        A  -+-  X 
et,  par  suite, 

Désignant   par    jjl    l'indéterminée    iix  ■+-  vj  H-  wz  +  f, 
on  tire  des  équations  (8) 

(X  —  \x)u—  G 


y  = 


A^-X 
_  (X  — [jl)(;  — G' 
A'+X        ' 
(X  —  [i'^^v  —  G" 

^=  — A^^Tx — ' 

et  il  reste  à  écrire  que  ces  coordonnées  vérifient  l'équa- 
tion (7)  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  quatrième 
dérivée 

t{  ux  -h  vy  -^  w  z  -^  t )  -h  Cx  -i-  C'y  -+-  G' z 

-^Y)  —  ''k{ux-{-vy-^wz-\-t)  —  \t  =  o, 

ce  qui  donne 

,      .  r.         '  ,  C^  G'2  C"2 

(II)  D-A^- 


A -H  X        A'-f-X        A"-.-X 
Cette  équation  du  cinquième  degré  en  A,  ne  renfer 


(3.7) 
maut  que  A,  le  lera  donc  connaitre.  Portant  la  valeur 
connue  de  A  dans  l'équation  (i  i),  on  aura  une  relation 
entre  les  coordonnées  du  centre  d'une  des  splières,  c'est- 
à-dire  le  lieu  des  centres.  L'équation  (lo)  fera  connaître 
t  et,  par  suite,  le  rayon. 

Il  y  a  donc  cinq  séries  de  sphères. 

Remplaçant,   dans  l'équation  (ii),   D,  C,  C,  C",  A, 
A',  A"  par  leurs  valeurs,  elle  s'écrit 

(  X H  fj-  -r-  Y     ,)  et,'  ^     -î-  O'  (J-  -i-  C-  Y  r  _, 

64  i6 

a*%- 


,         a^  -^  ;d^  -+ 

-  Y  2             tf2  X 

4  y* 

ci --2 

^-fj 

(x-£^|^_-) 


t>? 


OU,  en  groupant  les  ternies  qui  renferment  «-,  qui  ren- 
ferment è-,  qui  renferment  c-  : 


32  ^  Y'        ^  \  /  «2  ^-  3-^  -f-  Y'^ 


3,2  _;_  32  -i_  ./2 

a2  a2  ^  8 

16     .         a-  —  ri2  __  Y"        «2 

a2  --  p  ^  Y- 

16       .  a2  --  [i2  __  .,2  i)i 

8  T 


«2_  P, 


r-^1' 


c^Y^  8 

16^    ,         a2  —  S2  -I-  y2         c2 
A  — .   L ) 

8  4 


(  3.8  ) 

On  aperçoit  la  racine  \  =^  — ~^  s'^       ^^•'  ^"^  l'enle- 
vant, il  vient 

1  i6  (  A  — 


8        '  4  j 

62  p2 


lb(/. ^: * —  j 


8  4 

(•-2  -,2 


r-iZ    _-     '■'ï    ^_    -./2  f^-1 

i6(X-    ^ 4 '-  ~-r 


=  o, 


,  ,  ,  a'-  -^  32  -^  v2         a'i  \ 


jj- 


/  0,2  -^32-1-  v2  62  \ 

■K'--    t  '  -t) 

£!l! 

„  /,  a2  -f-  82  -+-  y2  (.2  X 

ib    X 1^ L  __ 


o. 


ou,  en  grouj)aiit  dans  les  quatre  derniers  termes  C(;ux 
qui  renferment  a-,  qui  renferment  (S^,  qui  renferment  v- 
au  numérateur. 


a2  -t-  32  -t- 

v2 

X2  -1 

-?2_i 

-Y"   a"^ 

8 

8 

4 

X 

0,2  _i_  32  _  .,i 

a- 

8 

4 

,    a2-?2_ 

< 

i 

'■        8 

a2  +  (32  _^  .^2 

é2 

/, 

8 

a2  4-  32  ^ 

i 

v2 

,  Y' 

'•        8 

4 

,2^32-^  Y^ 

C2 

(  329  ) 

a2  —  3-  -)-  v2 
On  aperçoit  encore  la  racine  A  =  — —>-- et,   en 

l'enlevant,  il  vient 


(li) 


,  A       ^-- 

-32^Y2            «2 

^\ 

8                    4^ 

^2 

1  i)       '^'  ' 

^;32-Y-        ^'\ 

^\  '^ 

c^                  4  j 

.A     -'- 

_   3-2  _  v2       ^       C2  ^'^ 

Donc,  deux  séries  de  sphères  ne  sont  pas  dislincles. 

afl  -f-  32  -^—  v2 

En  remplaçant  ).  par  --— — -  dans  l'éqnalion  (9), 

on  a  le  lieu  des  centres 

«2  ^2  c2 


et,  l'équation  (10)  donnant 


I  (•  _u  Y  ((• 


8  -i 

l'équation  des  sphères  (5)  devient 

a2  -+-  32  -f-  v2 

a-2  -h ^2  ^   -2 !_ !_ 

4 

-I-  it(a  —  IX)  -i-  t'(  ^  —  12/)  -f-  vv(y  —  2-3  )  =  o. 

On  voit  qu'elle  est  vérifiée,  quels  que  soient /i,  v,  ^r,  par 

a  p  Y 

X  =  -  -,     y  =  -•>      -3=-? 
22  2 

coordonnées  actuelles  du  point  dont  ou  prend  la  podaiie. 

Donc,  toutes  les  sphères  de   la  série  double  j>assent 
par  un  point  /ire,  le  point  donné. 


(  33o  ) 

Supposant  a^  i>'^  c,  et  substituant  à  A,  dans  l'équa- 
tion (i3), 

8  4'  8  "^4'  8  4' 

on  a  la  succession  de  signes 


donc  l'équation  (i3)  a  ses  trois  racines  réelles  et  sé- 
parées. 

L'équation   (9),   où   ).  est   une  des  trois   racines  en 
question,  donne  le  lieu  des  centres 

II'- 


('4/ 


a2-4-p2_^Y2 

-4- 

«2 

-X 

8 

(■■2 

a2  +  r^i  ^  ^2 

+ 

i2 
4 

-X 

8 

|32  +  y2  c2 


--X 


Ce  lieu  est  :  pour  la  ])lus  petite  racine,  un  ellipsoïde^ 
pour  la  moyenne,  un  hyperholoïde  à  une  nappe-,  pour 
la  plus  grande,  un  liyperboloïde  à  deux  nappes.  Ces  trois 
surfaces  et  l'ellipsoïde  (i4)  sont  liomofocaux,  puisque 
les  diiierences  des  dénominateurs  de  u-^  v-  et  w-  sont 
les  mêmes  en  passant  de  l'une  à  l'autre. 

Remplaçant  t  par  sa  valeur  (10)  dans  l'équation  des 
sphères  (5),  cette  équation  devient 

Lr2-f-j2^^2_2X_2M/:r-^  ^-p^  j 
(i5)  ^  '^ 

y 


A'-r-X7  V  A"-^X 


(  33i  ) 
Dire  que  les  sphères  (i5),  correspondant  à  une  valeur  de 
).,  racine  de  l'équation  (i3],  sont  orthogonales  à  une 
sphère  fixe,  c'est  dire  qu'il  y  a  un  point  de  l'espace  qui 
a  même  puissance  par  rapport  à  la  sphère  (i5),  quels 
que  soient  z/,  v,  w,  pourvu  qu'ils  vérifient  l'équation  (i4)- 
On  est  donc  conduit  à  égaler  à  zéro  les  coefficients  de 
u,  v,  -w,  ce  qui  fournit  le  point 

G'  G" 


7=- 


A'— À       "  A"-,- À 


dont  la  puissance  par  rapport  à  la  sphère  (la)  est  indé- 
pendante de  M,  V,  w  ei  égale  à 


G'2  G"2 

2  A. 


(A-^Àj2    '    (A'-hX)2    ■   (A"-^X)2 

Ce  point  est  le  centre  de  la  sphère  cherchée,  et  la  quan- 
tité ci-dessus  est  le  carré  de  son  rayon. 

L'équation  (i3)  ayant  trois  racines,  chaque  série  de 
sphères  est  donc  orthogonale  à  une  sphère  Jîxe  S),  So 
ou  S3. 

Ces  trois  sphères  sont  orthogonales  deux  à  deux,  car 
il  suffît,  pour  cela,  que  le  carré  de  la  distance  de  leurs 
centres  soit  égal  à  la  somme  des  carrés  de  leurs  rayons, 
c'est-à-dire  que  l'on  ait,  après  simplifications,  \  et  ).' 
étant  deux  racines  distinctes  de  l'équation  (i3  ), 

G2 


(A-4-X)(A-^X') 

G'2  G"2 


(A'-hX)(A'-+-X')       (A"-+-X)(A"-^X') 


=  X  -I-  X'. 


Or  c'est  le  résultat  qu'on  obtient  en  retranchant  du 
premier  membre  de  l'équation  (11),  dont  ).  et  )/  sont 
également  racines,  ce  premier  membie  où  l'on  a  rem- 
placé A  par  //,   et  en  divisant  la  différence  par  A  —  )/, 


(  33.  ) 
qui  est  différent  de  zéro,  puisque  A  et  A'  sont  des  racines 
distinctes. 

Ces  trois  sphères  passent  par  le  point  fixe  donné,  car 
leur  équation 

C.r  C'r  C/z 

-^  A -i- X  A -H  A  A+X 

devient  l'équation  (12),  quand  on  y  remplace  .r,  j  et  z 

par  -j  -  et  ;^  )  et  l'équalion  (12)  admet  les  trois  raciiu's 

de  l'équation  (i3). 

De  là  résulte  que  le  trièdredes  trois  droites  qui  joignent 
le  point  donné,  commun  aux  trois  splières,  aux  centres 
de  ces  trois  splières  est  un  trièdre  trirectangle  (*). 

Ch.  b. 


SIU  mi  OIEST!0\  DE  GÉOMÉTRIE; 

Par  m.  laser. 


Dans  son  Cours  de  Géométrie,  Bobillier  (2)  a  proposé 
comme  exercice  le  problème  suivant,  dont  il  n'a  pas 
donné  la  solution  : 

Diviser  un  triangle  par  des  perpendiculaires  tirées 
d'un  point  intérieur  sur  les  côtés  en  trois  quadrilatères 
équivalents. 

Soient  : 

a,  ^,  Y  les  angles  dont  les  sommets  sont  A,  B,  C; 


(  '  )  Voir,  pour  l'origine  de  la  question,  Nouvelles  Annales,  2'  série, 
t.  III,  p.  "06,  un  article  de  M.  Moutard  et  l'ouvrage  de  M.  Darboix  : 
Sur  une  classe  remarquable,  etc.,  p.  n3  et  i56. 

C)   Edition  de   iSSn.  p.   iKp. 


(  333  ) 
rt,  b^  c  les  côtés  opposés  j 
O  le  point  cherché. 

Prenons  d'abord  pour  axes  des  x  et  des  y  les  direc- 
tions de  AB,  AC;  et,  pour  plus  de  simplicité,  supposons 
c  égal  à  l'unité. 

En  décomposant  le  quadrilatère  correspondant  à  A 
en  un  parallélogramme  par  des  parallèles  aux  axes  ineiiées 
par  le  point  O,  et  en  deux  triangles,  et  en  exprimant 

1,                 .          Il'-           1                          ,      1      ,    I   6  sin  a 
que  1  expression  de  1  aire  obtenue  est  égale  a  -  , 

on  trouve 

/  X  0,0.     2.rr  b  sin^ 

(i)  y^^y 


cosa        Scosa         Scosasiny 

Si  nous  prenons  maintenant  BA,  BC  pour  axes  des  .v' 
etj)',  nous  avons,  de  la  même  manière, 

,         ijr'r'               sina 
y  ^        jc  *  -4—  ^^    • 

cosp        3cosj3sinY 

Changeons  maintenant  la  direction  de  la  partie  posi- 
tive de  l'axe  des  x'  et  remplaçons  ensuite  x'  par  x' —  i , 
de  manière  à  ramener  l'origine  en  A 5  il  vient 


r.'2     


— -Q  —  23"  = j—, 1  ; 

eus  j  o  cos  p  Piii  Y 


mais  on  voit  sans  peine  que 

rsina  ,  vsin(a-^'j)  rsiiT' 

et  récpiation  précédente  devient 

/  .   „  .    „  9.  sina  siii7\       r^ 

(  sin^a  -f-  «m2-' !.       -.—-7^  -i-  r- 

\  cosi        /    5;in2:i 

sin  a  ' 

SUT.'  — 


Sina  \ 

2      /  .  sin  a  \ 

in  i  \         '         cos  !j  / 


sin  a 


^  los  i  sin- 
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En  remplaçanl,  dans  le  coefficient  de  j-,  sinv  par 

sin(a-f-  p), 

et,  dans  les  coefficients  de  xy  et  .r,  sinv  cos  ,3  par 

—  sin  Y  cos  (a  -4-  y)» 

il  vient,  en  réduisant, 

(cos^a  —  sin^a  —  2  sina  cos  a  tang  ^)y^ 

2  cos Y  2COSY 

(2)  {  cos[3     '^         cosfi  '^ 

sin  a 


3  cos  3  siir 


En    éliminant    x-  au    moyen    de    l'équation    (i),    on 
tiouve 

sin  a  sin 7    „        /cos  y  i     \  cos  7 

a    y  -+-    — s  -^ )  ^v z  r  H-  -^ 

cos  p  \cosp        cos  a/    "^         cosp 

_   I  sina  sinJB 

2        6  cos  p  sin  Y        6  cos  a  sin  y 

ou  encore 


sin  a  sin  Y    „        SMiYtanc^a  cos  y 

^  >'2  H ! -^ —  j-}' i  >'  +  cr 

cosp  cos i  "         cos 3 

(3)  ',  .  . 

I  sina  sin  S 


2        GcosjiJsinY        6  cos  a  sin  y 
Nous  allons  examiner  deux  cas  particuliers  : 

1"   Triangle  isosccle.  —  y  =  [3,  a  =  180°  —  2  j3. 
On  doit  avoir  évidemment  y  =  x   et   l'équation   (i) 
donne 


^'')  ^^i/ed  +  cosa)- 

Il  s'agit  maintenant  de  s'assurer  que  l'équation  (3)  est 
satisfaite  par  cette  valeur.   Or,    en  y  faisant  seulement 
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j  =  X,  Y  =  [j,  on  trouve 

r-sinatang^  =  |; 

d'où,  en  vertu  de  la  valeur  (4)? 

a 

sin  a  cot  -  =  I  -i-  cos  a, 

2 

ce  qui  est  bien  une  identilé. 

Si  le  triangle  est  rectangle,  a  =  90",  d'où 

s'il  est  équilatéral,  cos  a  ^  |,  d'où 

J'  =  i 

comme  on  devait  s'y  attendre. 

Ainsi,  dans  le  cas  particulier  dont  il  s'agit,  la  solution 
du  problème  rentre  dans  le  domaine  de  la  Géométrie 
élémentaire. 


2°   Triangle  rectansle. 


O"^  '  ^^'^""t,' 


a 


o        o. 


90,  Y  =  90'^— [i 


L'équation  (1)  donne 
/;-•,  tan£:3 

et  l'équation  (2) 

—  y2  -4-x2  —  aa^KtanirS  -+■  avtançS  —  2a:  =  r  —  1 . 

ou,   en  remplaçant  .r^  par  sa  valeur  déduite  de  l'équa- 
tion (5), 

et  en  éliminant  x  au  moyen  de  la  même  équation,   et 
posant  tangS  =  t 

36j  ^  72  £J'^  -f-  2  î  (  £2  —  1  )j2  _i_  J2  £jr  —  £2  =  o, 

é(piation  qui,  renlermanl  l'arbitraire  î.  n'est  générale- 
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ment  pas  décomposable  en  deux  facteurs  du  second 
degré.  On  voit  ainsi  que,  même  dans  Je  cas  particulier 
du  triangle  rectangle  non  isoscèle,  le  problème  n'est  pas 
soluble  par  la  règle  et  le  compas,  et  a  fortioii  dans  le 
cas  général. 


CORRESPOiXDAACE. 


Extrait  d'une  lettre  de  M.   JuJiel-Réno} , 
à  Bordeaux. 

Le  théorème  sur  lequel  s'appuie  M.  Weill  (même 
tome,  p.  i3ô")  est  un  cas  particulier  du  suivant  : 

Soient  A,  B,  C,  D  quatre  points  d' une  conique  à 
centre,  situés  sur  un  même  cercle  de  centre  O.  Soient 
(3Q  la  perpendiculaire  abaissée  du  cercle  sur  AB,  o)P 
la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  de  la  conique 
sur  le  côté  opposé  CD,  et  ojR  la  perpendiculaire 
abaissée  de  m  sur  AB,  enfin  V  l'angle  de  AB  et  de  CD; 
on  a  la  relation 


00 


(  a^  -^  b^)-h  {a'^  —  b^)  cos  V 


Je  vous  ai  déjà  signalé  ce  théorème,  comme  générali- 
sant une  question  proposée  par  M.  Laguerre  (3^  série, 
t.  I,  p.  38o). 
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SOLITIOXS  DE  QIESTIOXS 
PUOPOSÉES  DAXS  LES  IVOIYELLES  A^WALES. 


Question   1469 

(?oir   "!"  série,  t.  H.  p.  43i); 

Par  m.  e.  CATALAN. 

a,  b  étant  des  nojiibres  entiers,  la  quantité 

{a  +  ^gi -H  b-if"-'  +  (-  g  +  y/»^  +  b-^)-"-' 
■1  yja"-  +  b"- 

est  la  somme  de  deux  carrés,  et  aussi  la  somme  de  trois 
carrés  {n  y  2  ). 


I.   Soient 


\/a-  -hé-,     [3  =  —  a  -i-  \/a-  -+-  b- 


(  ••^43  ) 

Ou  a,  ideiiliquemeni, 

9 

En  elFet,  si  l'on  chasse  les  dénominateurs,  cette  éga- 
lité devient 

(a2«-i-4-  ri2«-i)(a-l-  [3) 

=  a2«±2a«fi«-+-^2/ï_)_a!3(a2«-2q::2a«-i!B"-i-r-  p2«-2) 
=  a2«  -f-  j32«  +  a2«-i  !3  -I-  aî32«-i  ; 

ce  qui  est  exact. 

Il  reste  à  prouver  que  chacun  des  termes,  dans  l'iden- 
tité (i),  est  un  nombre  entier. 

Considérons,  par  exemple,  la  fraction 

g"  M-  13"  _  (a  +  y/^M^^)"  +  (-  a  +  y/a^  +  6^" 
î:  +  P     ""  2  v/a2_|_  è2 

Si,  comme  ou  l'a  supposé,  /i  est  impair,  cette  quantité 
se  réduit  à 

-««-l^ ^ ^— ; •'  a«-3(<Z--r-  62)^-...-^-  («24-  62)      ^     , 

I  1.2.3 

et  celle-ci  est  un  nombre  entier. 

Le  premier  théorème  est  donc  démontré. 

11.   Remarque.  —  Si  a,  [ii  sont  des  nombres  entiers, 

pris  arbitrairement,  le  premier  membre  de  l'égalité  (i) 

peut  n'être  point  la  somme  de  deux  carrés. 

Exemple  : 

33^1 


('  )  Les  ?ig;nes  supérieurs,  si  n  csl  in} pair. 
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III.    D'après  l'idcntilé  (i)  : 
1"  Si  n  est  impair,  , 


a" -^  a« 


Donc 

2"   Si  //  csl  pair,  et  supérieur  à  2, 
iis 
Dans  les  deux  cas,  la  quantité 

nln-X  _i_  R2«-l 


est  une  somme  de  trois  carrés. 

IV.     application.     a=i.i      b  =  3,     a.  =  a -h  sji'i, 
P=— 2-h  y/j  j,  7î=  3. 
On  trouve  : 


=  769 


=  352H-I2Î: 


/a3-+-  33X2 
769  =  72+242+122. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.   Morel -Blanc; 
Goffart:  Genty. 
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Qucs/ion    liTi 

(voir  3'  série,  t.  Il,  p.  479); 

Par  m.  E.  FAUQUEMBERGUE, 

Professeur  au  lycée  de  Nice. 

a,  X,  y  étant  des  nombres  entiers,  chaque  valeur 
de  X  qui  vérifie  V équaùon 

{a^'-r-  i)x'^=  y^-r-ï 

est  la  somme  de  trois  carrés.  Il  j  a   exception  pour 
X  =  i  et  pour  X  ^=  4  ^"  +  I  ■ 

(E.  Catalan.) 

Celte  proposition  est  la  conséquence  immédiate  d'un 
théorème  communiqué  par  M.  de  Jonquières  à  M.  Ge- 
rono,  et  inséré  dans  le  numéro  de  mai  1878  (p.  220)  des 
Nouvelles  annales  ;  en  voici  l'énoncé  : 

P 
Théorème.  —  Si  Ion  représente  par  -^  la  réduite 

de  rang  n  (la  première  étant,  selon  l'usage,  -  )  de  la 

fraction  continue  suivant  laquelle  se  développe  la  ra- 
cine carrée  de  a-  -\-  i  (a  étant  un  nombre  entier)^  on 
a  les  deux  relations 

P2«^=  P«-Qra+  P«-l-l'Q«+l) 


Q'ra—  Q«     -r-  Q/i-f-1     • 

Or,  l'équation  proposée  est  de  la  forme 

J)'2_  Aa72  =  —  I, 

et  l'on  sait  que,  lorsqu'une  équation  de  cette  forme  est 
résoluble  en  nombres  entiers,  toutes  ses  solutions  sont 
données  par  les  deux  termes  des  réduites  de  rang  pair 

Ma  première  étant  -  U  dans  le  développement  de  \l \.  en 
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fraclioii  conliiiuc.  Ou  a  donc  ici 

Mais  des  deux  ternies  Q/^,  Q«+i,  l'un  est  nécessaire- 
ment de  rang  pair  et,  par  suite,   égal  à  une  somme  de 

deux  carrés  ;  donc  Q„  ou  K^u+i  est  aussi  une  somme 
de  deux  carrés.  Donc  enlin  Qo„  est  une  somme  de  trois 
carrés.  11  y  a  exception  pour  n  =  i  et  n  =  i. 

En  c(Jét,  pour  «  =  i ,  Q,  =  o,  Qo  =  •   et  x  =  i  ;  pour 
Il  =z2,  Qo=  I,  Q3  rz=  '^rï  et  X  =  \  -\-  4«-- 


Question  1475 

(  voir  3*  séi  io,  t.  II,  p.  ',7;)}; 

Par  m.  E.  FAUQUEMBERGUE. 
Résoudre,  en  nombres  entiers,  V équation 

X'^  +  ^2  —   ni  _i_  t,.2  _|_  I  . 

(E.  Catalan.) 

On  obtiendra  une  infinité  de  solutions  de  cette  équa- 
tion au  moyen  des  deux  identités  suivantes,  faciles  à  vé- 
rifier, 

(  2  a -I-  I  )2  +  (  a  —  I  )2  =  (  a -1- 1)2  H-  (  2  a)2 -M , 

(  2  a2  +  I  )  2  +  (  |B  2  —  I  )  2  =  (  2  aî  —  p  2  +  1  )  2  -1-  (  2  a  ;3  )2  +  I . 

Mais  il  est  probable  que  ces  identités  ne  donnent  pas 
toutes  les  solutions  possibles. 

Note.  —  M.  Morct-Blanc  indique  une  infinité  d'autres  solutions. 
On  vérifie,  d'ailleurs,  l'équation  proposée  en  iaisantjK  =  i, 

X  —  jP  -+-  q-,     Il  =  7?^—  q'^     V  =  2pq, 

p  ol  q  élanl  des  nonil>rc?  eiiîiors  qucl('on(|ue?. 
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Question    1480 

(Toir  ?,'  série,  t.  II,  p.  480); 

Par  m.  E.  CATALAN. 

Théorème.  —  La  somme  des  puissances  4«,  de  deux 
nombres  entiers,  inégaux,  est  une  sotnme  de  quatre 
carrés,  dont  deux  sont  égaux  entre  eux. 

La  propriété  énoncée  résulte,  immédiatement,  de 
l'identité 

;; "^ 

^2_,_^2 

x' 
i\xy 


[  a^2«3^y2«\2  /  ,.2«-2-^i-2«-2y 


dont  la  vérification  est  facile  (').  D'ailleurs,  pour  que 
toutes  les  fractions  se  réduisent  à  des  nombres  entiers, 
on  doit  prendre  les  signes  supérieurs  si  n  est  pair.  Eiifiu, 
n  doit  surpasser  i . 

^ pplication.   Soient  /z  =^  8,  x  =  -j,  j=  i  : 

262 145  \'^  /      6>535\2       /,     i6  385\2 


+  2(2.—^  )  +  (  4.— :-- 

=  52  4292  -f-  2.26  21.^2-1-  1 3  108'^ 
=  2  748  800  041  H-  a. 687  173  796  -(-  171  819  644? 
ou 

'232  -t-  I  =  4  294  967  297, 

résultat  connu  (-). 


(')  Pour  rcfferlucr,  il  suffit  rlc  faire  disparailre  les  dénominaleurs, 
cl  de  développer  les  carrés  des  (juatre  binômes. 
(-)  Legesdbe,  Théorie  des  Nombres,  f.  I,  p.  22^. 
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Ques/ion  1481 

(  voir  3'  série,  t.  II,  p.  528)  ; 

Par  un  ANONYME. 
Résoudre  les  é(j nations 

(i)  x'* — x^y/i^-i-^x- — 1  =  0, 

(2)  x'* — x^y/Z  —  20:2 -f- a^rv' 3  —  1  =  0. 

Interpréter  leurs  racines. 

(GOFFART.) 

I  Résolution  des  équations  proposées .  —  Eu  appli- 
quant à  ces  équations  les  méthodes  qui  déterminent  les 
racines  communes,  on  trouve  que  leurs  premiers 
membres  ont  pour  plus  grand  commun  diviseur 

v/3(n-\/5')        i-f- v/5 

X^ X ^ '-   H —  , 

2  2 

et  qu'on  a  identiquement 

x'*  —  J"3  ^J~[S  -t-  4  -T"-  —  1 


(I) 


=  Lr2 


v/3(i+v/5)        i-t-\/5" 


r    ,  v/3(i-\/5)        i-v/5l 

7*  ^^   ^3  y/3    _     'i.X-   -^    1X\/Z     I 

,,p-.v/3(.-v/5)    ,    .-l/Sl 

La  résolution  des  équations  (i)  et   (2)  est  ainsi   ra- 
menée à  celle  d'équations  du  sc(;ond  degré. 


et 


(2) 
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Les  racines  de  l'équation  (i)  proposée  sont 


_  V^3  (  I -4- \/5  j        y.io  —  i\/î 

X'i  — — : 


1/3  ( —  I-T-V^)           VIO  H-  '21/5 
^3  =   ; — ■  -^ ; —  î 


^,_  ^^  - 

L'équation  (2)  a  pour  racines 

IL  Interprétation  des  racines  obtenues.  —  La  ra- 
cine —  X,,  représente  le  côté  du  pentédécagone  régulier 
inscrit  dans  un  cercle  dont  le  rayon  est  pris  pour  unité; 
car  ce  côté  a  pour  valeur 


V  I  o  -^  'i  >  '  j        v/3  (^ —  I  -f-  y/â 


"2  5in  -^  = 

04  4 

11   résulte  encore   des  formules   de  la  Trigonométrie 
que  les  racines  0:1,  ^2,  X3  sont  respectivement  égales  à 

.8-  .2-  .       47Z 

2Sin— rj    isin— T'    '2sin— —  , 

c'est-à-dire  égales   aux    côtés   des   trois  pentédécagones 
étoiles. 

Note.  —  M.  H.  Plamenevsky,  maître  à  l'École  reale  Temir-Chan- 
choura  (Caucase),  a  résolu  directement  chacune  des  deux  équations 
proposées  et  trouvé  ainsi  les  racines  qui  leur  sont  communes,  au 
moyen  de  calculs  assez  étendus  pour  qu'il  ne  nous  soit  pas  possible, 
faute  d'espace,  de  les  reproduire  ici.  Quant  à  l'interprétation  des  ra- 
cines obtenues,  l'auteur  de  cette  solution  remarque  seulement  qu'elles 
sont  les  abscisses  des  points  d'intersection  d'un  cercle  et  de  deux  pa- 
raboles dont  il  fait  connaître  les  équations- 

Lps  mêmes  équations  ont  aussi  été  résolues  par  MM.  MoiTl-IUanc, 
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el  X...,  malhém.  élém.  à  Rouen,  qui  ont  remarqué,  tous  deux,  que 
les  racines  de  ces  équations  représentent  les  côtés  des  quatre  penté- 
décagones  inscrits  dans  un  cercle  de  rayon  égal  à  l'unité. 


Question  1482 

(  voir  ?."  série,  t.  II.  p.  •)28); 

Par  m.  MORET-BLANC. 

OA  et  OB  étant  deux  droites  fixes  quelconques,  on 
considère  une  ellipse  'variable  latigente  à  OA  au  point 
O,  ayant  une  courbure  constante  en  ce  point  et  dont 
un  foyer  reste  constamment  sur  OB.  Démontrer  que  le 
grand  axe  de  cette  ellipse  passe  par  un  point  jixe . 

(d'Ocagke.) 

Soit  C  le  centre  de  courbure  fixe  situé  sur  la  normale 
commune. 

Abaissons  CM  perpendJculaire  sur  OB  et  MjN  perpen- 
diculaire sur  OC  :  quelle  que  soit  l'ellipse  variable,  le 
point  ?S  appaitient  à  l'axe  focal.  Cela  résulte  immédia- 
tement de  la  construction  connue  par  laquelle  on  déter- 
mine le  centre  de  courbure  d'un  point  donné  d'une 
ellipse,  et  qui  n'est  autre  que  l'inverse  de  la  précé- 
dente. 

Remarque.  —  Soit  fait  l'angle  COD  =  COB  :  une 
droite  menée  par  N  coupe  OB  et  OD  en  deux  points  F, 
F',  qui  sont  les  foyers  d'une  conique  tangente  à  OA  au 
point  O,  et  ayant  en  ce  point  pour  rayon  de  courbure 
OC.  La  conique  est  une  ellipse  ou  une  liyperbole  suivant 
que  F  et  F'  sont  du  même  côté  ou  de  côtés  diOér(nits  de 
OA.  Si  la  droite  menée  par  le  point  N  est  parallèle  à 
l'une  des  droites  OB,  OD,  la  conique  est  une  parabole 
ayant  son  foyer  sur  l'autre. 
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Noie.  —  La  même  question  a  été  résolue  jjar  MM.  A.  Droz  ;  N. 
GofTart;  Sequeslrc;  E.  Barisien  ;  A.  Tissicr,  à  Poitiers;  Henri  Bour- 
get;  L.  B.,  qui  a  donné  une  démonstration  analytique,  et  par  un 
Anonj'me. 

MM.  Séquestre  et  Barisien  remai'quent  que  le  théorème  énoncé  est 
vrai  pour  une  conique  quelconque. 

M.  Goffart  fait  observer  qu'on  aurait  pu  énoncer  aussi  ce  théo- 
rème : 

Une  ellipse  est  tangente  au  point  O,  à  une  droite  OA,  où  sa 
courbure  est  constante;  son  grand  axe  passe  par  un  point  fixe 
pris  sur  le  rayon  de  courbure  du  point  O.  Démontrer  que  les  foyers 
décrivent  des  droites  fixes. 

Ces  droites  passent  au  point  O,  et  sont  symétriques,  par  rapport 
à  OA. 


QlEST!0\S. 


4  4(88.   Décomposer  en  deux  facteurs  du  second  degré 
le  premier  membre  de  l'équation 

.r*  -h  A.r3  -+-  B.r2  -f-  G.r  -h  D  =  o, 
où  l'on  suppose 

A  v/n  =  G. 

(FuAIVCESCO    BORLETTI.) 

1  489.  p  étant  un  nombre  premier,  et  P  un  polynôme 
entier  à  coeflicients  entiers,  l'équation 

{x  -^ y)P  —  xi'  —  yi'  =1  pxyi^x  -t- y)V~, 

n'est  vérifiée  que  par 

p  ^=  ~     et     P  =  .r-  -i-  xy  -)-j>'-. 

(E.  CaialAi\.) 
1490.   Vérifier  l'identité 

('2a)«-'  —  C„-2,i{2«)"-3-f-  G;,_3,2(aa)"-5— .  .. 

(E.  Catalan.) 
14'91.    Trouvr^r   le   lieu  géométricpie  des  points   d'où 
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l'on  voit  sous  le  même  angle  deux  segments  donnés  de 
deux  droites  fixes. 

Cas  où  les  deux  droites  sont  reetangul aires. 

(E.  Fauouembergue.) 

1492.  Soit  O  un  point  intérieur  à  uij  triangle  ABC, 
démontrer  que 

OA.BC  _  OB.ÀC  _  OG.AB 

sin(BOC  — BAC)  ~  sin(COA  — CBA)  ~   sin(AOB  —  AGB)* 

(J.  Btîill,  B.  a.) 

(Extrait  du  journal  anglais  :    The  educational  Times, 
juin  1884.) 

1493.  On  suppose  que  les  côtés  a,  ^,  c  d'un  triangle 
sont  multiples  du  rayou  /•  du  cercle  inscrit,  et  l'on  donne 
la  somme  s  =  a^  -f-  Z>^  H-  c^  de  leurs  cubes  :  trouver  les 
valeurs  de  ces  côtés. 

Exemple  : 

s  =  i38i4. 

1494.  Soient  a  et  m  deux  points  quelconques  d'une 
conique,  i  et  c  les  extrémités  d'une  corde  parallèle  à  la 
tangente  en  a.  Menons  par  les  points  ^  et  c  des  paral- 
lèles à  la  droite  a?ji,  qui  rencontrent  la  conique  aux 
points  b'  et  c'  respectivement^  la  droite  b'c'  est  parallèle 
à  la  tangente  au  point  m.  (Genty.) 


RECT3FICAT50^ 

(  3"  série,  t.  Il,  p.  577,  lignes  i  et  2). 

Question  lili,  p.  /pa,  lisez  question  1177,  p.  480. 

Note.  —  La  question  1477  a  été  résolue  par  iMM.  Séquestre;  .Moret- 
Blanc  ;  J.  Terrier;  Borletti  ;  Gofîart;  J.  Thomas:  I.éon  Clément  ;  Henri 
Valtiès;  et  B.  Kefersdein.  à  Strasbourg. 


(  3:i3  ) 


SIR  l\  SYSTEME  PAUTÎCILIER  DE  COORDOWEES 
CIRYILIGXES; 

Par  m.  E.  HABICH, 

Directeur  de  l'Ecole  spéciale  des  Constructions  et  des  Mines, 
à  Lima. 


I.   Soient  OA  =  a  et  OB  =  h  deux  segments  de  droites, 
avant  la  même  origine  ()  et  faisant  un  angle  AOB  =:  a. 


Appelons   A  et  u  les  angles  OMA  et  O.MB  sous  les- 
quels on  voit,  d'un  point  M  situé  dans  le  plan  AOB,  les 


deux  segments  OA  et  OB. 


Le  point  M  est  déterminé  par  l'interspotion  de  deux 

Anti.  (le  MathénuiC,  3*  série,  t.  III.  'Août    iSS'i.)  23 


('  3j4  ) 
arcs  de  cei-clo  (C)  et  (C)  capables  des  angles  A  et  a  et 
passant  le  premier  par  les  points  O  et  A,  et  le  second  par 
les  points  O  et  B. 

Soient  7'  =  MO  et  0=  l'angle  MOA  les  coordonnées  po- 
laires d'un  point  quelconque  des  deux  cercles  considérés, 
et,  en  particulier,  les  coordonnées  du  point  de  leur  in- 
tersection M;  on  obtiendra  des  triangles  OMA  et  0MB, 
en  vertu  de  la  proportionnalité  des  côtés  avec  les  sinus 
des  angles  opposés, 

sinfX  —  0  I 


sin  A 

sin(  a  — 


(0 
(2) 


Si  le  segment  OB  avait  la  position  OB',  on  aurait  à 
clianger,  dans  (2),  les  signes  des  angles  a  et  B. 

Les  expressions  (i)  et  (2)  sont  les  équations  des  deux 
cercles  coordonnés  (C)  et  (C). 

Divisant  les  numérateurs  développés  des  expressions 

(i)  et  (2)  par  leurs  dénominateurs,  on  pourra  les  mettre 

sous  la  forme 

r  —  acos6        x- — ax-+-y^ 
(3) 


(4) 


"                  a  sin  6                      ay 

r  —  b  cop(a  —  6  ) 

cot  u.  =  - — -. — -. ^ 

è«in(a  — 6) 

x(t  —  h  oosa)  -i- r(.r  — 

h  sin  a) 

b(  X  sin  a — j^cosa) 
(.r  =  r  cos6,  y  =  r  sin6  j. 


Considérons  maintenant  le  lieu  géométrique  des  in- 
tersections de  deux  systèmes  de  cercles,  les  premiers 
passant  par  les  points  O,  A,  et  les  seconds  parles  points 
O,  B,  et  capables  respectivement  des  angles  *A  =  AMO 
et  a  =  BMO,  liés  par  une  relation  donnée 

(5j  F(cotÀ.  cot u'  =  o. 
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La  courbe  (M)  est  déierniinée  par  un  système  particu- 
lier de  coordonnées  curvilignes,  constituées  par  les  deux 
cercles  (3),  (4)  5  son  équation  (5)  est  celle  qui  lie  les 
paramètres  cotÀ,  cotiji,  et  file  est  le  lieu  des  points  d'où 
l'on  voit  les  deux  segments  OA  et  OB  sous  des  angles 
liés  par  la  relation  (5).  C'est  là  le  système  de  coor- 
données curvilignes  que  nous  nous  proposons  d'étudier. 

H.  Les  centres  C  et  C  des  deux  cercles  coordonnés 
(C)  et  (C)  se  trouvent  sflr  des  perpendiculaires  CH  et 
C'H'  menées  respectivement  par  le  milieu  H  de  OA  et 
le  milieu  H'  de  OB.  Le  point  M  est  symétrique  de  l'ori- 
gine O  par  rapport  à  la  droite  des  centres  C,  C. 

Soient  (E)  l'enveloppe  des  droites  des  centres  CC,  Pie 
pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  O  sur 
ce,  c'est-à-dire  sur  la  tangente  de  la  courbe  (E);  on  a 

OM  =  2  OP. 

La  courbe  (P),  lieu  des  points  P,  est  la  parlai re  de  (E), 
par  rapport  à  l'origine  O;  il  s'ensuit  que  la  ligne  (M) 
est  semblable  à  la  podaire  (P),  semblablement  placée, 
par  rapport  à  l'origine  O,  et  amplifiée  au  double  ou,  si 
l'on  veut,  elle  est  la  podaire  d'une  courbe  semblable  à 
l'enveloppe  (E),  amph'fiée  au  double. 

En  transformant  par  rayons  vecteurs  réciproques  la 
podaire  (P),  on  trouvera  la  polaire  réciproque  (E')  de 
l'enveloppe  (E).  Pour  effectuer  cette  transformation, 
nous  remplacerons,  dans  les  formules  (3)  et  (4), 


9, 

ce  qui  donne 

(6)  cotÀ^ 


A2                             aA2         c2 
par  — ,      ou      /•  par =  — 


ar  si  nO  ay 

c2 —  brcosiri  —  6)  c^  —  b  i  X  co?,  % -^  y  %\n  OL) 

(7  )      COt  |J.  =    j r— K- =  7- — ^ '■ c 

o/-sin(a       ai  of.rsina — rcosa) 


(  356  ) 

Ainsi,  connaissant  la  relation  paianiétrique  (5),  on 
pourra,  en  remplaçant^  les  cotangentes  de  X  et  de  [x  par 
leurs  valeurs  (6),  (7),  déterminer,  en  coordonnées  po- 
laires ou  en  coordonnées  rectangulaires,  l'équation  de 
la  polaire  réciproque  (E')  de  l'enveloppe  (E). 

Les  lignes  coordonnées  sont  deux  droites  (6),  (7), 
respectivement  perpendiculaires  aux  diamètres  OC  et 
OC  des  cercles  (3)  et  (4)-  Si  lt;s  deux  segments  AO  et 
BO  appartiennent  à  la  même  droite,  a  sera  égal  à  zéro  ou 
à  -,  et  les  dénominateurs  des  expressions  (3),  (4)  «t 
(6),  (7)  seront  des  monômes  contenant  la  seule  va- 
riable j.  Cela  introduit  des  simplifications  dont  nous 
parlerons  plus  loin. 

III.  Comme  l'euveloppe  (E)  est  l'antipodaire  de  la 
podaire  (P)  ou  la  polaire  réciproque  de  son  inverse  (E'), 
elle  est  complètement  déterminée.  Mais  on  peut  aussi 
chercher  son  équation  directement  en  partant  de  la  re- 
lation paramétrique  (5),  comme  on  l'a  fait  pour  les 
lignes  (P),  (M)et(E'). 

Soient  p  et  co  les  coordonnées  polaires  d'un  point  quel- 
conque de  la  droite  des  centres  CC,  c'est-à-dire  de  la 
tangente  à  la  courbe  (E).  Ou  aura 

pcos(w  — 0)  =  OP  =|0M  =|r. 

Éliminant,  entre  cette  équation  et  les  é(]uations  (3)  et 
(4),  premièrement  le  rayon  vecteur  /•,  et  ensuite  la 
tangQ,  et  substituant  à  la  place  des  coordonnées  polaires 
les  coordonnées  rectangulaires 

X  =  p  cosfo     et     Y  =  p  «in  to, 
on  trouvera,  pour  l'équation  de  la  droite  C(/, 

/  2X(a  cotX -+- 6  cosa  cot  IX  —  6  pin  a) 
)  -I- 2Y(è  cosa -I- 6  sina  cot  ij.  —  ai 
—  «isinad  —  cotX  col  ;x) 

—  ab  cosa(cotÀ  -h  cot  a  1  =  0. 
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Celte  équation  (8)  est  celle  de  la  droite  enveloppée 
ce 5  elle  contient  les  deux  paramètres  cot).  et  cot[/.  liés 
par  la  relation  (5),  et  l'équation  de  son  enveloppe  est 
précisément  celle  de  la  courbe  (E). 

En  résumé,  connaissant  la  relation  paramétrique  (5), 
on  pourra  trouver  les  équations  des  lignes  (P),  (M), 
(E'j  et  (E),  soit  en  coordonnées  polaires,  soit  en  coor- 
données rectangulaires,  au  moyen  des  formules  (3), 
(4),  (6),  (7)  et  (8). 

La  question  inverse  serait,  connaissant  l'équation 
d'une  de  ces  lignes  (P),  (M),  (E')  et  (E)  en  coordonnées 
polaires  ou  en  coordonnées  rectangulaires,  de  cherclier 
la  relation  paramétrique  (5).  Si  Ton  connaissait  les 
équations  des  lignes  (P),  (M)  et  (El'),  l'élimination  des 
cooi'données  jc,  y  y  ou  r,  0,  entre  ces  équations  et  les 
expressions  (3),  (4)  oa  (6),  (y),  donnerait  la  rela- 
tion paramétrique  qui  lie  les  cot  A  et  cot|j..  Si  la  courbe 
(E)  était  donnée,  on  considérerait  ses  coordonnées  X,  Y 
ou  p,  (0  comme  des  paramètres  liés  par  l'équation 
donnée  de  cette  courbe,  et  l'on  clierclierait  l'enveloppe 
de  la  ligne  (8),  où  cot  A  et  cot[x  seraient  prises  pour 
coordonnées. 

IV.  Soient  (R)  une  courbe  symétrique  de  renveloppe(E), 
par  rapport  à  la  tangente  CC'^  JN  le  point  actuel  de  con- 
tact de  la  droite  CC  avec  la  courbe  (E)  et,  par  suite, 
aussi  avec  sa  symétrique  (R).  Supposons  le  point  M 
invariablement  lié  à  la  couibe  (R),  et  faisons-la  rouler 
sur  la  courbe  (E  ).  Le  point  M,  dans  ce  mouvement,  dé- 
crira la  courbe  (M),  puisque,  dans  toutes  ses  positions, 
il  sera  symétrique  de  l'origine  O,  par  rapport  à  la  tan- 
gente ce  à  la  courbe  fE),  au  point  commun  de  con- 
tact iS . 

Le  centre  instantané  de  rotation   étant  en  ^s .  la  nor- 
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luale  à  la  courbe  (M)  passe  parle  point  où  la  droite  des 
centres  CC  touche  son  enveloppe  (E). 

Supposons  maintenant  que  l'origine  O  soit  un  foyer 
lumineux,  et  fE)  une  courbe  réfléchissante.  Comme 
l'angle  O^P=:PJ^M,  le  rayon  ON  émané  du  foyer  O 
sera  réfléchi  suivant  la  direction  NM  de  la  normale  à 
la  courbe  (M).  Cette  courbe  (M)  qui  rencontre  nor- 
malement les  rayons  réfléchis  est  leur  anticniistique, 
et  sa  développée  leur  caustique. 

L'identité  entre  les  roulettes  particulières  considérées 
plus  haut  et  les  anticaustifjues  des  rayons  réfléchis  a  été 
indiquée  par  L'fiôpital  dans  son  Analyse  des  infiniment 
petits,  sect.  VI,  corollaire  II,  p.  i  jo  de  l'édition  de  1768, 
à  Avignon.  Tout  ce  qu'on  connaît  sur  les  roulettes  par- 
ticulières produites  par  le  roulement  d'une  courbe  sur 
une  courbe  égale  et  symétrique,  ou,  ce  qui  est  la  même 
chose,  au  sujet  des  anticaustiques  par  réflexion,  s'applique 
intégralement  aux  courbes  (M)  et  (E);  à  leurs  déve- 
loppées, etc. 

V.   Arrêtons-nous  sur  le  cas  spécial  où  la  relation  (  5  ) 
entre  les  paramètres  cotA  et  cot'j.  est  algébrique. 
Soit  d'abord 

(9)  A  cotX -1- B  cot|Ji -^- C  =  o 

une  équation  du  premier  degré  par  rapport  aux  para- 
mètres cot/>  et  cotjj.. 

En  éliminant  cotA  et  cotuL  entre  l'équation  donnée  (9) 
et  les  équations  (3),  (4)  et  (6),  (7),  on  trouvera  une 
équation  du  troisième  degré  pour  la  courbe  (M),  et  du 
second  degré  pour  son  inverse  (E').  Comme  cette  courbe 
du  second  degré  (E')  passe  par  l'origine  O,  sa  polaire 
réciproque  (E)  est  une  parabole. 

Donc,    la  li^ne  lieu   des  points  d'où  l' on  voit  deux 
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segments  OA  et  OB  de  même  origine  O,  sous  des  angles 
dont  les  cotangentes  sont  liées  par  une  équation  du  pre- 
mier degré,   est,  evi  général,  une  courbe  du  troisième 
degré  C  podaire  de  parabole. 
Le  cas  des  angles  égaux 

À  =:  a     ou     col).  -:-  eut  ;j. 

est  évidemment  compris  dans  l'équation  (9). 

Si  les  deux  segments  OA  et  OB  appartiennent  à  une 
même  droite,  on  a  a  =  7:  ou  7.=  o,  et  la  courbe  (M) 
est  un  cercle  passant  par  l'origine  O^  son  inverse  (E') 
est  une  droite,  et  l'enveloppe  (Ej  un  point  qui  est  le 
centre  du  cercle  (M). 

Donc,  le  lieu  des  points  doit  l'on  voit  deux  segments 
consécutifs  d'une  même  droite,  sous  des  angles  dont  les 
cotangentes  sont  liées  par  une  équation  du  premier 
degré,  est  un  cercle  passant  par  l'origine  O. 

Sans  nous  arrêter  sur  la  discussion  de  tous  les  cas  par- 
ticuliers qui  correspondent  à  l'équation  paramétrique  (9), 
nous  nous  contenterons  de  remarquer  que,  en  général,  le 
degré  des  lignes  (M)  et  (E')  est  respectivement  trois  fois, 
et  deux  fois  celui  de  l'équation  paramétrique,  et,  dans  le 
cas  de  deux  segments  d'une  même  droite,  deux  fois,  et 
une  fois  celui  de  la  même  équation. 

Supposons  maintenant  que  l'équation  paramétrique 
soit  du  second  degré 

(  A  cot^X  -i-  B  cet  À  col  a 

(       —  C  cet-  ij.  -^  D  cot  A  -^  E  col  IX  -^  F  =  o. 

La  substitution  des  expressions  (3),  (4)  et  des  expres- 
sions (6),  (7),  à  la  place  des  cotangentes,  fait  voir  que 
l'équation  de  la  courbe  (M)  sera,  en  général,  du  sixième 
degré,  c'est-à-dire  trois  fois  le  degré  de  l'équation  pa- 
ramétrique,   et    l'équation   de  son  inverse ',  E' y  du  qua- 
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Irièuie  degré,  c'est-/t-clire  deux  fols  celle  de  l'équation 
paramétrique. 

L'enveloppe  (E),  qui  est  la  polaire  réciproque  de  la 
courbe  (E'j,  sera,  par  conséquenr,  delà  quatrième  classe. 
Si  les  deux  segments  appartiennent  à  la  même  droite, 
on  aura,  pour  le  degré  de  l'équation  de  la  ligne  (M)  et 
de  son  inverse  (E'),  deux  fois  et  une  fois  le  degré  de 
l'équation  paramétrique  (lo),  il  s'ensuit  que,  la  polaire 
réciproque  (E')  de  (E)  étant  du  second  degré,  l'enve- 
loppe (E)  est  une  conique. 

Donc,  Le  Lieu  des  points  d'oii  L'on  voit  deux  segments 
consécutifs  d' une  même  droite,  sous  des  angles  dont  les 
cotan gentes  sont  liées  par  une  équation  complète  du 
second  degré,  est  une  podaire  de  conique  à  centre. 

Si  l'équation  (lo)  ne  contenait  du  second  degré  que 
le  seul  terme,  produit  des  cotangentes,  c'est-à-dire  si  les 
coefficients  A  et  C  étaient  nuls,  la  courbe  (E')  serait 
une  conique,  et,  par  suite,  l'enveloppe  (E)  serait,  de 
même,  une  conique. 

Donc,  le  lieu  des  points  d'où.  L'on  'voit  deux  segments 
de  même  ojigine,  mais  non  de  même  direction,  sous  des 
angles  dont  Les  cotangentes  sont  liées  par  la  relation 

B  cot  X  col  a  -f-  D  cot  X  H-  E  cot  [jt  -h  F  =  o 

est  une  podaire  de  conique  à  centre. 

Si  l'on  avait,  dans  ce  dernier  cas,  a  =  o  ou  a  =  7t 
avec  Z>  =  a  et  D  =  o  et  E  =  o,  le  lieu  (M)  serait  la 
podaire  centrale  de  l'ellipse  ou  de  l'hyperbole. 

Si,  outre  les  conditions  précédentes,  on  avait  B:=±  F, 
la  ligne  (M)  serait  un  cercle,  podaire  relative  au  foyer 
d'une  conique  à  centre. 

En  général,  étant  donnée  une  équation  complète  de 
degré   m  entre  cotA  et  cotjji.,   la   courbe  (M)   sera    du 
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degré    3///,    son    iiiveisf   {Ef )   du  degré    2/7/    el   l'enve- 
Joppe  (E)  de  la  classe  2/7/. 

Si  les  deux  segments  appartenaient  à  la  même  droite, 
la  coui'be  (M)  serait  du  degré  2777,  sou  inverse  (E')  du 
degré  m,  et  l'enveloppe  (E)  de  la  classe  777. 
^  Tels  sont  les  plus  hauts  degrés  des  équations  de 
lignes  (M),  (E')  et  la  classe  de  l'enveloppe  (E).  Ils  peu- 
vent s'abaisser  dans  des  cas  particuliers. 

{JbservaLion.  —  Ce  que  nous  venons  de  dire  au  sujet 
du  degré  de  l'équation  d'une  courbe  (M)  est  applicable 
aussi  au  cas  de  deux  segments  qui  ne  partent  pas  d'une 
inème  origine  O  et  qui,  par  conséquent,  sont  situés 
d'une  manière  quelconque  dans  le  plan  xOj  des  axes. 

Comme  le  degré  d'une  ligne  reste  le  même,  quelle  que 
soit  sa  position  par  rapport  aux  axes  de  coordonnées,  il 
s'ensuit  qu'en  cliaugeaut  la  position  des  axes  par  rap- 
port à  un  segment,  l'équation  du  cercle  coordonné  (3) 
ou  (4),  qui  lui  correspond,  ne  change  pas  de  degré,  et, 
par  conséquent,  le  degré  de  l'équation  de  la  courbe  (M) 
ne  change  pas  non  plus,  pourvu  que  la  relation  para- 
métrique reste  la  même.  Donc,  en  général,  le  degré  de 
l'équation  de  la  courbe  (M)  sera  877/  dans  le  cas  où 
l'équation  paramétrique  est  algébrique  et  du  degré  777, 
quelle  que  soit  la  position  des  deux  segments  sur  le  plan 
xOy  des  axes. 

Ainsi,  par  exemple,  le  lieu  des  points  d'où  l'on  voit 
deux  segments  situés  d'une  manière  quelconque  sur  le 
plan,  sous  des  angles  dont  les  cotangenles  sont  liées  par 
une  équation  du  premier  degré,  est  une  courbe  du  troi- 
sième degré,  et  un  cercle  si  les  deux  segments  appar- 
tiennent à  une  même  droite. 

\'I.  Les  coordonnées  circulaires  que  nous  étudions 
apparLienn(;nt  à   la   classe  des  coordonners  cur\dUgnes 
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ohlicjues.   Etieclivement  l 'angle   i   formé   par  les    deux 
cercles  coordonnés  est  égal  à  l'angle  CMC  des  deux  nor- 
males MC  et  MC 

i  =  CMC  =  COC. 
Mais 

COC'=  BOA  —  BOC— AOC, 
d'où 

(I T)        i  =  a  -  (^^  -  [xj  -  (  ^  —  X  j  =  a  —  -  H-  X  H-  i^. 

Si  le  segment  OB  occupe  la  position  OB',  on  a 

(12)  i  =  a  -f-  X  —  jj.. 

L'angle  d'intersection  i  de  deux  cercles  coordonnés 
est  égal  à  la  somme  algébrique  de  deux  angles  ).  et  p.  à 
une  constante  près,  et  par  suite  cet  angle  i  varie  avec  le 
déplacement  du  point  M  sur  la  trajectoire  (M). 

Cet  angle  i  =  COC  est  l'angle  sous  lequel  on  voit,  de 
l'origine  O,  le  segment  CC  de  la  tangente  à  la  courbe 
(E),  compris  entre  deux  droites  fixes  CH  et  C'H'. 

On  peut  dire  encore  que  c'est  l'angle  sous  lequel  on 
voit  de  l'origine  O  la  distance  des  centres  C  et  G  de 
deux  cercles  coordonnés. 

Si  l'angle  tétait  constant,  on  aurait 

1  -h  [J.  =  i  —  a-J-r  —  const  =  C, 

À  —  ijL  =  i  —  a  =  const  =  C, 
d'où 

(i3)  colX  cot  ;j.  qr  cotC(cotÀ  ±  coi  ;jl)  qr  1=  o. 

11  est  aisé  de  reconnaître,  au  moyen  de  l'équation 
paramétrique  (i3),  que  la  courbe  (M)  est,  dans  ce  cas, 
un  cercle  et  de  même  son  inverse  (E'),  et,  par  consé- 
quent, que  l'enveloppe  (E)  est  une  conique  ayant  l'ori- 
gine O  pour  foyer. 

Mais  on  peut   le  reconnaître  directement.    En   elTcL 
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comme 

X  rir  [X  =  const.  =;  C, 

il  s'ensuit  que  la  ligne  (M)  est  un  aix  de  cercle  passant 
})ar  les  points  A  et  B  ou  A  et  B'  et  capable  de  l'angle 
constante.  La  courbe  (P),  semblable  à  (M),  est  un  arc 
de  cercle  qui  passe  par  les  points  H  et  H'  et  qui  est  ca- 
pable du  même  angle  c.  Comme  la  ligne  (P)  est  la  po- 
dairede  l'enveloppe  (E)  et  qu'elle  est  un  cercle,  il  s'ensuit 
que  cette  enveloppe  (E)  est  une  conique  ayant  O  pour 
fover. 

En  outre,  les  points  H  et  H'  appaitenaiit  à  la  podaire 
(P),  les  droites  UC  et  H'C  perpendiculaires  à  ses  rayons 
vecteurs  OH  et  OH'  sont  tangents  à  la  courbe  (E).  On 
arrive  ainsi  par  cette  nouvelle  voie  au  théorème  connu  : 
que  V angle  sous  lequel,  du  Joyer  d'une  courbe  du  se- 
cond degré,  on  voit  le  segment  d\ine  tangente  mobile 
compris  entre  deux  tangentes  jixes,  est  constant;  et  on 
le  complète  en  faisant  voir  que  les  coniques  sont  les 
seules  courbes  qui  jouissent  de  cette  propriété. 

\  H.  Dans  la  Topographie  et  surtout  dans  l'Hydro- 
graphie, on  rencontre  fréquemment  le  problème  a^ant 
pour  objet  de  déterjniner  la  position  d'un  point  M,  con- 
naissant celle  de  trois  points  A,  O,  B,  cX  les  angles 
OMAet  OMB. 

Dans  ce  problème,  auquel  on  donne  les  noms  de  pro- 
blème de  trois  points,  problème  de  relèvement,  pro- 
blème de  la  carte,  et  aussi  problème  de  Potlienol,  on 
connaît  les  angles  A  et  a  par  une  mesure  directe,  ce  qui 
leur  assigne  des  valeurs  déterminées. 

Dans  nos  coordonnées,  les  angles  A  et  u.  sont  liés  par 
une  relation  (5)  entre  leurs  cotangentes-,  donc,  pour  que 
ces  relations  puissent  servir  à  déterminer  la  position 
d'un  Ou  de  plusieurs  points,  il  en  îdiWX.  deux .  Les  points  M 
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seront,   dans   ce  cas.  déterminés  par    l'intersection    de 
deux  courbes  (M)  correspondant  aux  deux  équations  pa- 
ramétriques. 

Ou  pourrait  se  proposer  de  chercher  la  position  des 
points  M  d'où  l'on  voit  trois  segments  donnés,  sous  des 
angles  À,  [j.,  v,  liés  par  deux  équations  entre  leurs  co- 
tangentes. 

Si  une  équation  entre  \  et  iji  était  relative  aux  deux 
premiers  segments  et  une  autre  entre  pi.  et  v,  au  deuxième 
et  troisième  segment,  on  obtiendrait  la  relation  des 
angles  [j.  et  v  relatifs  au  premier  et  troisième  segment  en 
éliminant  ui  entre  les  deux  équations  données. 

Ainsi,  par  exemple,  étant  données 

A   cot  X  -4-  B   cot  [j.  -4-  G   =  o, 
A]  cot  ij.  -t-  Bi  cotv  H-  Ci  =  o, 

l'élimination  de  cotij.  conduirait  à  une  relation  du  pre- 
mier degré  entre  les  cotangentes  de  ]x  et  v.  Donc,  en 
général,  les  points  cherchés  seraient  déterminés  par 
l'intersection  de  deux  courbes  du  troisième  degré. 

La  ligne  du  troisième  degré  qui  correspond  à  la  rela- 
tion entre  cotjx  et  cotv  passe  par  les  points  d'intersection 
des  deux  précédentes. 

Si  les  trois  segments  considérés  appartiennent  à  une 
même  droite,  les  trois  lignes  (iM)  sont  trois  cercles. 

Au  point  de  vue  analytique,  la  détermination  de  la 
valeur  individuelle  des  trois  angles  À,  [j.,  v  demande  trois 
équations. 

On  a  déjà  deux  équations  paramétriques;  quant  à  la 
troisième,  elle  est  fournie  par  la  relation  entre  les  angles 
).,  Y-1  ^1  <^jui  dérive  de  la  connaissance  des  positions  rela- 
tives de  trois  segments. 

Ainsi,  par  exemple,  si  les  trois  segments  étaient  les 
trois  côtés  AO,  BO,  AB  d'un  triangle  AOB,  dans  ce  cas. 
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on  aurait  les  relations  obligatoires 

À    —    |i.  V    =^    2—         OU         À    ~r    !Jl.   :=   V. 

suivant  que  le  point  M  serait  intérieur  ou  extérieur  au 
triangle. 

En  particulier,  pour  le  point  croù  l'on  voit  sous  des 
angles  égaux  les  trois  côtés  d'un  triangle,  on  a  les  deux 
relations  paramétriques 

À   =    IJL  =  V, 

cl,  en  vertu  de  la  relation  de  condition, 
À  =  u  —  V  =  ^  2  t:  =  1 20°. 

VIII.  Quel  que  soit  le  plan  conduit  suivant  un  segment 
donné  OA,  le  lieu  des  points  de  ce  plan,  d'où  l'on  voit 
le  segment  OA  sous  un  angle  donné  ).,  est  un  arc  de 
cercle  passant  par  les  points  O  et  A  et  capable  de  l'angle 
A.  Il  s'ensuit  que,  dans  l'espace,  le  lieu  considéré  est  une 
surface  de  révolution  avant  le  segment  OA  pour  axe  de 
révolution  et  pour  méridien  l'arc  de  cercle  capable  de 
l'angle  A.  C'est  donc  une  surface  de  tore.  En  substituant, 
à  la  place  de  j  ,  yS  - -+-  s-  dans  l'équation  (3),  on  ob- 
tiendra 

1 

.r'^  —  'i  n  :r  —  (  v-  -'-  z-  \- 
(l4")  COlA  =   ^ ; . 


2<7(  y-  —  z-  I- 


ce  qui  est  l'équation  du  tore  ayant  le  segment  OA  pour 
axe  des  x  et  pour  axe  de  révolution. 

L'équation  du  tore  correspondant  à  un  segment  sitTié 
d'une  manière  quelconque  dans  l'espace  résultera  de 
l'équatioti  (i4)  ^'^  changeant  les  axes  des  coordonnées, 
ce  qui  ne  change  pas  le  degré  de  l'équation  (i4)- 

^i  l'on  avait  une  relation  paramétricjut.' 

U5)  FicotÀ.  tôt -j.)  =  o. 
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en  subsLituauL  aux  coLangentes  de  ).  et  de  u.  les  valeurs 
correspondantes  (i4),  on  aurait  une  équation  entre  a', 
y,  z,  qui  serait  celle  de  la  surface  ((M)),  lieu  des  points 
d'où  l'on  voit  les  deux  segments  considérés  sous  des 
angles  liés  par  la  relation  (i5). 

Remarquons  que  la  surface  considérée  ((M))  est  le 
lieu  des  lignes  d'intersection  des  tores  correspondant 
aux  angles  X  et  pi  liés  parla  relation  (i5). 

Si  l'on  avait  deux  relations  de  la  forme  (i5),  on  au- 
rait deux  surfaces  ((M)),  et  la  courbe  d'intersection  de 
ces  deux  surfaces  satisferait  à  la  condition  que  de  ses 
points  on  voie  les  deux  segments  donnés  sous  des  angles 
donnés  A  et  a.  Cette  courbe  est  aussi  celle  de  l'inter- 
section d(!  deux  suriaces  de  tore  correspondant  aux  va- 
leurs bien  déterminées  des  angles  ).  et  [j.. 

Pour  que  la  position  du  point  M  dans  l'espace  soit 
déterminée,  il  faut  connaître,  au  moins,  trois  équations 
entre  trois  angles  ).,  [jl,  v,  sous  lesquels  on  doit  voir  les 
trois  segments  donnés.  Le  point  M  est,  dans  ce  cas,  dé- 
terminé par  l'intersection  de  trois  surfaces. 

Il  y  aurait  à  considérer  le  cas  où  les  trois  segments 
AO,  BO,  AB  forment  les  trois  côtés  d'un  triangle  et 
avecle  point  M  un  tétraèdre,  ayant  le  triangle  des  seg- 
ments pour  base  et  le  point  M  pour  sommet. 

On  a  dans  ce  cas  entre  les  angles  la  relation 

AMO  -+-  BMO  >  AMB, 

ce  qui  signifie  que  les  trois  points  A,  O,  B  ne  se  trouvent 
pas  sur  une  même  droite.  Dans  ce  dernier  cas,  le  problème 
serait  indéterminé  :  le  lieu  du  point  M  serait  un  cercle 
perpendiculaire  à  l'axe  commun  de  révolution. 

On  pourrait  encore  chercher  à  déterminer  la  position 
d'un  point  M,  par  rapport  à  quatre  segments  donnés,  au 
moyen    de    trois    relations    entre    les    rotangentes    des 


(  '^^7  ) 
qualre   angles    sous   lesquels   on   voit   du   point  M   ces 
quatre  segments. 

Par  ce  que  nous  veiious  de  dire,  on  voit  que,  dans  le 
cas  général  de  l'espace,  les  surfaces  coordonnées  sont 
des  surjaces  de  tore,  ayant  les  segments  donnés  pour 
axes  de  révolution  et  pour  méridiens  des  arcs  de  cercle, 
capables  des  angles  sous  lesquels  on  doit  voir  ces  seg- 
nien  ts . 

Le  problème  de  relèvement  passe  ainsi  du  plan  à 
l'espace,  c'est-;'i-dire  de  la  Topographie  et  de  l'Hydro- 
graphie, à  la  Navigation  aérienne. 


Sir,  LA  CO\STRLCTIO\  DES  COIRBES  MM  L  EQliATION 
EST  DOX\ÉE  E\  COORDOWÉES  POLAÎRES; 

Par  m.  Ch.  BIEHLER. 


CoN 


STRUCTIOIN     DE    LA    COURBR    AUTOIR    DU     POLE. 


1.  Nous  supposerons  que  l'équation  de  la  courbe  est 
algébrique  et  entière  par  rapport  à  p,  et  que  les  coeffi- 
cients des  diverses  puissances  de  p  soient  des  fonctions 
de  oj,  auxquelles  la  formule  de  Taylor  soit  applicable. 
Nous  prendrons  l'équation  de  la  courbe  sous  la  forme 

(l)  O  =  O((0  )  -h  p  'f  l(wj  -i-  p2  Cp2(w)  ^.  .  .—  p"'  '^m((M), 

et  nous  allons  nous  proposer  de  déterminer  la  forme  de 
la  courbe  autour  du  pôle,  puis  autour  de  l'un  quelconque 
de  ses  points.  • 

Soit  a  une  racine  simple  de  l'équation 

(S  (  O)  )  =  o. 
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et  supposons  que  a  n'annule  pas  cp,  (oj).  Une  seule  ra- 
cine de  l'équation  (  i  )  tendra  vers  zéro,  quand  co  tend  vers 
a.  Soit  pi  cette  racine  et  po,  03,  . . . ,  p,„  les  m  —  i  autres. 
On  aura 

les  racines  Oo,  . .  . ,  o,„  étant  différentes  de  zéro  quand  oi 

est  voisin  de  a,  c'est  le  terme  —  qui  donne  son  signe  au 

premier  membre,  et,  par  suite,  le  signe  de  p(  est  fourni 
par  l'expression 

—  - — ; y 

'■ù  (  to  ) 

quand  lo  est  sufiisamment  voisin  de  a. 

Posons 

w  =  a  -+-  E  ; 

le  signe  de  —  -^r — -  sera  celui  de 

.  ?l(a). 

£cp'(a)' 

Cette  expression  fournit  donc  le  signe  de  p,  dans  le 
voisinage  du  pôle  et  du  rayon  polaire  mené  à  une  distance 
angulaire  sufiisamment  voisine  de  a.  La  racine  p,   en- 


gendre  une  branche  de  courbe  tangente  au  pôle  à  la 
droite  oj  :=:  a.  Cette  branche  est  tout  entier^  située  d'un 
même  côté  de  sa  tangente,  car  p,  change  de  signe  avec  s. 
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On    obtient   une   disposition    semblable   à   celle   de   la 
fîg.  I .  Cette  figure  a  été  construite  dans  l'hypothèse  où 

c&i(a)  .  .f. 

—  '  ,,    ■  est  positii. 

2.   Supposons  maintenant 

o(a)  =  0,     Oxi'x)  —  o, 
avec 

'i,'(a)^o,     o'jl'ai^o     et     '^.2(2')<o- 

Deux   racines  de   ré(]uation   (i)  tendront  vers  zéro^ 
soient  p,  et  p2  ces  racines,  nous  aurons 

(a)  1 =— M ^  Si    , 

Pl  ?-2  L?iW)  \1' 

p,Xp.2  'i((0)  I^?(W,)  J 

en  désiernant  par  S|  la  somme  —  H 1-.  .  .H -,  et  par 

'^  ?3  Pi  Pm  r- 

So  la  somme  des  produits  deux  à  deux  des  mêmes  quan- 
tités. 

Les   sommes  S,    et  So   restent  finies  quand    «.)    tend 
vers  a.  Des  formules  («)  et  (/?)  on  tire 

Le  seul  ternie  du  deuxième  membre  de  la  formule  (c) 
qui  devienne  infini  quand  oj  tend  vers  a  est  le  terme 

il  donne  son  signe  au  deuxième  membre  et  par  suite  à 
la  fonction  ( )  •  Or  cette  quantité  a  le  siffne  de 

\Pl  ?2/  ^  * 

Ann.  de  Malht^nial..  i"  série,  t.   111.  (Août   i88/(.)  i^ 
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pour  des  valeurs  de  î  suffisamraeuL  petites.  Ou  voit  donc 
que  tne  peut  recevoir  que  des  valeurs  de  signe  contraire 

à  ^, j  pour  que  pi  et  p.,  soient  réels.  Les  racines  p,  et 

02  sont  de  signe  contraire  d'après  la  formule  (a),  et  le 

signe  de  —, — -  indique  quel  est  le  seul  signe  possible  de 

l'accroissement  s. 

Les  racines  p,  et  p2  engendreront  donc  une  branche 
de  courbe  analogue  à  celle  de  la  fig.  1.  Le  pôle  est  pour 
la  courbe  un  point  d'inflexion. 


"ï 


3.   Supposons  actuellement  que  a  soit  racine  double 
de  l'équation  ^(co)  =  o,  et  soit  '.a,  (a)  ^o. 
La  somme  des  inverses  des  racines  est 

II  I     _  (pi(a  -^  s) 

l  .•/.   '  1.2.3' 

Le  signe  du  second  membre  est  donné  par 

a,"(a)  ' 

*» 
et  ce   signe  reste  le  même   quand    z   varie  entre  deux 

limites  —  £)  et  +  £(  ;  par  conséquent,  la  racine  p,,  qui 

seule  tend  vers  zéro,  conserve  le  même  signe  pour  des 

valeurs  positives  et  négatives  de  £  suffisamment  petites. 


(  ■^7'   ) 
Le  pôle  est  dans  ce  cas  un  ])oinL  de  rcIxousseineiiL  de 
première  espèce,  et  la  droite  oi  =  a  est  la  tangente  de 


Cai 


rebroussement.  Le  sicrne  de  — -  ^],    .'  donne  la  position 

^  'S,  (y.)  '■ 

de  la  courbe  par  rapport  au  pôle;  \a  fi^.  3  a  été  con- 
struite dans  riiypothèse  de 


H 


(a) 


'f(^) 


Si  Ton  avait 

œ'/'-»)(a)  ^  o,     cp'/''(a)^o,     '^i(ol)>-o, 

une  seule  racine  de  l'équation  tendrait  encore  vers  zéro, 

FiR.  S. 


quand  (o  tend  vers  a;  le  signe  de  cette  racine  est  évi- 
demment, d'après  ce  qui  précède,  celui  de 


>,(a  I 


•::,  1"  {%)=J> 


Si  donc  p  est  pair,  la  courbe  aura  la  forme  de  \sLjîg.  3; 
si  /}  est  impair,  la  lôrine  de  la  courbe  sera  analogue 
à  celle  de  la  fig.   i . 

A.  Etudions  maintenant  le  cas  où  a  est  racine  double 

de  '•^(t"))  r=  o  et  racine  simple  de  '^,  (lo)  =  o,  on  aura 

'i(aj=f».      ti'(«,' =  "•      '■f'i(^)  =  o, 
avec 


(  3-^^  ) 


el  soit 


tf2(a)^o. 

Deux  racines  de  l'équation  (  i  )  tendent  vers  zéro  quand 
to  tend  vers  a,  et  l'on  peut  écrire  les  formules 


(«') 


{b') 


1 

Pi  P2 


>1   X   p.2 


^'li^)^  —  T'i(=^) 


-^«p"(a)-f-... 
L  I  .  -^  ' 


-il  ,-(«)-... 


oo, 


(   i  Lt!^.^''"T    '     ■    ) 

le  signe  de  la  quantité  (  —  —  —  j    est  évidemment  celui 
de 

Si  cette  quantité  est  positive,  pi  el  po  sont  réels-,  si  elle 
est  négative,  p,  et  po  sont  imaginaires,  et  la  tangente 
to  =  a  est  une  tangente  de  rebroussement  avec  des 
branches  imaginaires. 

Supposons 

ci/'j2  (  a  )  ^  2  0/0  (  a  )  (ii"{  a  )  >  o  ; 

0,    et  po  sont  de  même  signe  si -'-i^-—  >  o,  et  de  signe 


(f  (a) 


contraire  si  -^  „       <"  o  :  c'est  la  somme 1 ?  ou  plutôt 

<p"(a)    ^     '  pi         p2 

la  quantité  '^],,'^^  qui  donnera   dans  le  premier  cas  le 
signe  des  racines. 
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On  obtient  une  figure  analogue  à  la/f^.  4î  quand  les 

Fig.  4.  Fig-  ^• 


raeines  sont  de  même  signe,  et  une  figure  analogue  à  la 
fig.  5,  quand  les  racines  sont  de  signe  contraire. 

Sicp;(a)^  — 2'fo(a)/(a)  =  o,  la  quantité  {j—^J 
prend  la  forme 


'M^) 


't'i(=^'  '); 


par  suite,  p,  et  po  ne  sont  plus  réels,  quel  que  soit  £  ; 
mais  ils  ne  sont  réels  que  quand  £  est  du  signe  de  ^(a). 
On  peut  voir  aisément  que,  dans  ce  cas,  pi  et  pa  sont  de 
même  signe,  car,  2cp2(a)cp"(a)  étant  égal  au  carré  'f',"!^-)' 

Fig.  6. 


la  formule  [V]  nous  montre  que,  quel  que  soit  le  signe  £, 
le  produit  pi  X  Oo  est  positif.  On  obtient  donc  une  dis- 
position de  la  courbe  analogue  à  celle  de  \aijig.  6. 

La  formule  (  rt' )  indique  quel  est  le  signe  des  racines  p(  et 

Oo.  Si  ■— —  est  positif,  les  racines  sont  de  signe  contraire 
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à  £,  (ît  si  -^, —  est  néeralif,  les  racines  soûl  du  siene  de  s. 

La  Jig.   6    a    été  construite   dans  l'hypollièse    où  la 

(1  nanti  té  ^5 —  est  négative  et  où  'l(y.)  >  o. 
j  'f  (  a  )  °  i  \    J  -^ 

5.  Nous  pouvons  supposer  maintenant  ([u  un  nonîl)re 
quelconque  des  dérivées  des  fonctions  o  et  C5j  soient 
nulles  pour  to  =  a.  Si  'io(a)^o,  il  n'y  aura  que  deux 
racines  qui  tendront  vers  zéro. 

Soient 

o  (a)  =  o.     'i'(a)  — o,      ....      ci'-^-''(a)  =  o,     '.i'^'(a)^o, 

et  supposons  iN  ^  //.   ])ans  ce   cas,  les  expressions  de 
1 et  d<; seront  de  la  l'orme 


B  +  B'e 


?lp2 


ïN 


A  et  B  étant  indépendants  de  t. 
On  en  tire 


(A  -+-  A'ï)5        41  H  —  lî'z  ) 


Si  aN —  in  est  supérieur  à  N,  c'est-à-dire  jN  ^:>. //, 

c'est  le   terme  _.,"^_,^^  cpii   donnera  son  signe   au   second 

membre  ^  (  ^^ —  )    restera  donc  positif  quand  i  change 

de  signe  :  les  deux  racines  p,  et  p,  sont  toujours  réelles; 
leurs  signes  sont  aisés  à  ti-ouver. 

Si  jN  et  /i  sont  tous  deux  paiis,  la  somme  et  le  produit 
des  racines  conservent  leurs  signes,  cpii  sont  ceux  des 
fjuantités  A  et  B. 
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Si  13  est  positif,  on  obtient  une  disposition  analogue 
à  eelJe  de  \r  Jig.  75  si  B  est  négatif,  on  obtient  une 
figure  analogue  à  \a/îg.  5. 

ha  Ji g.  y  a  été  construite  dans  l'hypothèse  de  A  >>  o. 


Si  j\  et  n  étaient  de  parité  dilférente,  par  exemple  N 
pair  et  n  impair,  le  produit  des  racines  resterait  toujours 
positif;  mais  les  racines  changeraient  toutes  deux  de 
signe  :  on  obtiendrait  une  figure  analogue  à  la  Jig.  4- 

Mais,  si  JN  est  impair,  les  racines,  d'un  côté,  sont  de 
même  signe,  et  de  l'autre  de  signe  contraire.  On  obtient 
alors  une  disposition  analogue  à  celle  de  la  Jig.  8,  con- 
struite dans  l'hypothèse  de  B  <<  o  avec  A  ^o,  quelle 
que  soit  d'ailleurs  l'hypothèse  faite  sur  n. 

Si  jN  <^  'j.n,  c'est  le  terme  —  ^^  qui  donne  son  signe 

;i  la  fonction  (  — )  ;  enfin,  siN  =^  2/1,  l'expression 

de  /  — )    devient 

\?l  ?2/ 

s.  r,.,   /  r2« 


La  discussion  de  ces   nouveaux  cas  se  fait  facilement  : 
nous  ne  nous  y  arrêterons  pas. 

jNous  n'avons  envisagé  jusqu'ici  que  l'hypothèse  où 
deux  racines  au  plus  de  l'équation  (i)  tendent  vers 
zéro;  nous  n'examinerons  pas  le  cas  où  un  plus  grand 
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nombre  de  racines  tendent  vers  zéro.  Nous  avons  indiqué 
dans  un  article  précédent  :  Sur  la  construction  d'une 
courbe  algébrique  autour  d'un  de  ses  points  [lYoui^elles 
uénnales,  3*  série,  t.  II),  la  marche  à  suivre  dans  ce  cas. 
On  peut  aussi,  pour  construire  la  courbe  autour  du 
pôle,  chercher  l'expression  approchée  des  racines  inlini- 
meut  petites  de  l'équation  (i),  comme  nous  l'avons  fait 
dans  un  autre  travail  :  2liéorie  des  points  singuliers 
dans  les  combes  algébriques  [Nouvelles  annales, 
■j.^  série,  t.  XIX  et  XX).  Cette  méthode  s'applique  sans 
modification  au  cas  actuel  :  nous  ne  nous  y  arrêterons 
pas  et  nous  allons  passer  au  cas  où  il  s'agit  d'étudier  la 
courbe  autour  d'un  point  autre  que  le  pôle. 

[A  suii^re.) 


SLR  OIELQIES  COURBES  EWELOPPES; 

Par  m.  WEILL. 


Considérons  un  point  A  qui  décrit  une  courbe  C,  et 
faisons  correspondre  au  point  A  une  courbe  F(A),  qui 
dépende  du  point  A  seulemcat,  mais  non  de  la  tangente 
en  ce  point  à  la  courbe  qu'il  décrit 5  lorsque  le  point  A 
décrit  la  courbe  C,  la  courbe  variable  F(A)  a  une  cer- 
taine euveloppe  E. 

Ceci  posé,  menons  au  point  A  la  tangente  à  la  courbe 
C,  et  soient  A',  A",  ...  diverses  positions  du  point  A 
sur  cette  tangente;  à  ces  points  correspondront  des 
courbes  F(A),  F(A'),  ...  ([ui  admettront  une  certaine 
enveloppe  'f(A)5  si  l'on  remplace  le  point  A  par  le 
point  B,  et  si  l'on  opère  de  même  sur  le  point  B,  on  aura 
une  enveloppe  'f  (B)  correspondant  aux  courbes  F(B). 
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F(B'),  . . .,  obtenues  eu  déplacaut  le  poiut  B  sur  la  tan- 
gente à  la  courbe  C  menée  au  point  B. 

D'après  la  définition  de  la  courbe  F(A),  on  peut, 
pour  avoir  le  point  où  cette  courbe  touche  son  enveloppe 
E,  donner  au  point  A  un  déplacement  infiniment  petit 
sur  la  courbe  C,  ou  sur  n'importe  quelle  courbe  touchant 
la  courbe  C  en  ce  point  A;  en  particulier,  sur  la  tan- 
gente au  point  A  à  la  courbe  C;  dans  ce  dernier  cas,  on 
voit  que  le  point  oiiP'(A)  louche  son  enveloppe  E  est 
un  point  commun  aux  deux  courbes  infiniment  voisines 
F(  A),  F  (A'),  et,  par  conséquent,  appartient  à  la  courbe 
cd(A);  donc,  enfin,  la  courbe  E  est  l'une  des  enveloppes 
des  courbes  C5. 

Ce  théorème  très  général  a  des  applications  nom- 
breuses; nous  nous  bornerons  à  des  cas  très  élémen- 
taires. 

Exemple  I.  — •  Etant  données  trois  droites  fixes  OA, 
OB,  AB,  un  point  M  variable  sur  AB  est  le  sommet  d'un 
parallélogramme  OCMD  dont  les  côtés  sont  parallèles  à 
OA,  OB-,  on  sait  que  la  diagonale  CD  a  pour  enveloppe 
une  parabole  tangente  en  A  et  B  aux  droites  fixes  OA, 
OB. 

Supposons  que,  OA  et  OB  restant  fixes,  AB  se  déplace 
en  touchant  une  courbe  fixe  en  un  point  M  ;  quand  le 
point  M  se  meut  sur  cette  courbe,  la  droite  CD  corres- 
pondante a  pour  enveloppe  une  courbe  E.  D'après  le 
principe  général,  cette  courbe  E  est  l'une  des  enveloppes 
des  paraboles  variables  tangentes  aux  droites  fixes  OA, 
(JB  aux  points  A  et  B  où  ces  droites  sont  i^encontrées  par 
les  tangentes  AB  à  la  courbe  lieu  de  M.  x\ppliquons  ce 
résultat  à  quelques  exemples. 

Premier  cas.  —  Les  droites  OA,  OB  étant  rectangu- 
laires, AB  touche  en  M  un  cercle  avant  son  centre  en  O; 
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la  droite  CD  a  pour  enveloppe  une  liypocycloïde  à  quatre 
rcbroussenients-,  en  elVet,  elle  est  clt;  longueur  constante^ 
donc  la  parabole  qui  touche  OA,  015  en  A  et  B  a  pour 
enveloppe  cette  (-ourbe-,  on  peut  remarquer  que  son 
sommet  est  le  point  où  elle  touche  son  enveloppe;  donc 
son  axe  enveloppe  une  hypocycloïde  à  quatre  rebrous- 
sements.  De  là,  diverses  réciproques. 

Deuxième  cas.  —  Les  droites  OA,  OB  étant  rectan- 
gulaires ou  obliques,  AB  enveloppe  une  hyperbole  ayant 
pour  asymptotes  ces  deux  droites;  les  paraboles  dont  il 
s'agit  ont  pour  enveloppe  une  hyperbole  ayant  les  mêmes 
asymptotes  5  d'où,  par  transformation  homographique, 
un  théorème. 

Troisième  cas.  —  Les  droites  OA,  OB  sont  l'axe  et  la 
tangente  au  sommet  d'une  parabole  tixe,  et  AB  est  tan- 
gente à  celte  parabole  5  les  paraboles  dont  il  s'agit  ont 
pour  enveloppe  une  parabole,  ayant  mèuie  souimet  et 
même  axe  cpie  la  première  et  un  paramètre  quadruple; 
d'où,  par  transformation  homographique,  un  théorème. 

Quatrième  cas.  —  Les  droites  OA  et  OB  sont  une 
tangente  à  un  cercle  et  le  diamètre  passant  par  le  point 
de  contact,  les  paraboles  tangentes  à  ces  deux  droites 
tixes  aux  points  où  elles  sont  rencontrées  par  une  tan- 
gente variable  AB  au  cercle,  ont  pour  enveloppe  une 
liypocveloïde  à  trois  rebroussements. 

ExEAfPLE  IL  —  Soit  une  couibc  fixe  (^  et  un  point 
fixe  F;  en  un  point  M  de  la  courbe  C  menons  la  tan- 
gente à  c(;tte  courbe,  et  joignons  Y  à  un  point  variable 
A  de  la  tangente,  puis  traçons  la  perpendiculaire  AR  à 
la  droite  AF.  Lorsque  le  point  A  se  meut  sur  la  tangente, 
ÂK  enveloppe  nxm  parabole  avant  F  pour  foyer  et  la 
tangente  comme  tangente  au  sommet. 

Lor.s((U('  le  [)nint  M  se  déplace  sur  la  couibe.  les  para- 
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boles  correspondaiiles  ont  pour  envc'loppe  la  combe  en- 
veloppe des  perpendiculaires   menées  [»ar  les  dillérents 
points  M  aux  droites  FM,  FM',  etc.  Applications  : 

Premier  cas.  —  La  tangente  au  sommet  de  nos  para- 
boles variables  enveloppe  un  cercle;  l'enveloppe  des 
paraboles  est  donc  une  conique  ayant  pour  foyei-  F;  on 
peut  remarquer  que  le  sommet  a  pour  lieu  un  limaçon 
de  Pascal  ayant  F  pour  poiut  double.  Ce  tliéorème  a 
diverses  réciproques  intéressantes. 

Deuxième  cas,  —  Des  paraboles  qui  ont  pour  foyer 
le  point  double  d'une  strophoïde,  et  dont  la  tangente  au 
sommet  enveloppe  cette  courbe,  ont  pour  enveloppe  une 
parabole.  La  réciproque  est  la  proposition  suivante  :  Lors- 
qu'une parabole  touche  une  parabole  fixe  et  a  pour  foyer 
un  point  iîxe  pris  sur  la  directrice,  sa  tangente  au  sonnnel 
enveloppe  une  strophoïde  avant  ce  point  comme  point 
double.  Sans  qu'il  soit  nécessaire  d'insister,  on  voit  que 
toute  podaire  négative  donnera  une  enveloppe  de  para- 
boles. 

Exemple  IlL  —  Revenant  au  projjlème  de  l'exemple  I, 
supposons  que  l'enveloppe  de  CD  soit  une  courbe 
connue,  qu'elle  touche  en  un  point  K;  à  une  position  de 
CD  tangente  en  K,  correspond  une  parabole  tangente 
en  A  et  B  aux  deux  droites  fixes  OA,  OB,  le  point  M  où 
la  droite  AB  touche  son  enveloppe  étant  le  sommet  du 
parallélogramuie  ODMC;  de  plus,  cette  parabole  touche 
en  K  la  courbe  enveloppe  de  CD;  donc,  de  l'enveloppe 
des  paraboles,  on  pourra  déduire  celle  de  la  droite  AB. 
En  particulier,  si  l'enveloppe  de  CD,  c'est-à-dire  l'en- 
veloppe de  nos  paraboles,  est  unicursale,  il  en  sera  de 
même  de  l'enveloppe  de  AB.  Prenons  les  droites  OA, 
OB  comme  axes  coordonnés,  et  soit 

px   ;    qr  —  I  =  o 
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l'équalion  de  CD 5  on  aura 

relation  qui  définira  l'enveloppe  de  CD^  l'enveloppe  de 
AB  aura  pour  équation 

Premier  cas.  —  L'enveloppe  de  CD  est  une  coniqu(* 
quelconque.  L'enveloppe  de  AB  est  une  courbe  du  qua- 
trième degré  ayant  trois  points  doubles,  dont  deux  à 
l'infini,  le  troisième  au  point  O.  On  peut  alors  énoncer 
les  deux  théorèmes  suivants  : 

Ijne  courbe  du  quatriènie  ordre  ayant  trois  points 
doubles  A,  B,  C,  si  Von  mène  à  cette  courbe  une  tan- 
gente qui  rencontre  AB  et  AC  en  P  et  Q,  une  conique 
toucliant  BC,  et  touchant  les  droites  AB  et  AC  en  P  et 
Q,  a  pour  quatriènie  enveloppe  une  conique. 

Une  anallaginatiq ue  du  (juatrième  ordre  à  point 
double  étant  donnée,  une  parabole  qui  a  son  foyer  au 
point  double  de  cette  courbe,  et  pour  tangente  au 
sommet  une  tangente  à  cette  courbe,  a  pour  enveloppe 
une  cofiique. 

Deuxième  cas.  —  L'enveloppe  de  CD  est  une  conique 
qui  touclie  en  R  et  8  les  droites  OA,  OB.  L'enveloppe 
dé  AB  est  alors  une  conique  passant  par  R  et  S  et  ayant 
pour  directions  asymptoliques  OA  et  OB.  On  en  déduit 
le  théorème  suivant  : 

Lorsqu'une  conique  variable  touche  trois  droites 
fixes  OA,  OB,  PQ,  et  une  conique  fixe  tangente  à  OA, 
OB  en  R,  S,  la  corde  de  contact  AB  de  cette  conique 
variable  avec  les  droites  fixes  Oh..,  OB  a  pour  enveloppe 
une  conique  passant  par  R,  S  et  par  les  points  oii  la 
conique  fixe  rencontre  PQ. 
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Troisièiîie  cas.  —  L'enveloppe  de  CD  est  un  cerch; 
tangent  aux  deux  droites  rectangulaires  OA,  OB;  le 
milieu  de  CD  décrit  alors  une  hyperbole  ayant  O  pour 
foyer  5  par  suite,  AB  enveloppe  une  hyperbole  avant  O 
pour  foyer  j  donc  le  foyer  de  la  parabole  cpii  touche  OA 
et  OB  en  A  et  B  décrit  un  cercle,  et  l'on  a  le  théorème  : 


Le  lieu   des  foyers  des  paraboles  qui  touchent  un 
de  et  deux  dr 
cercle  est  un  cercle. 


cercle  et  deux  droites  rectangulaires  tangentes  à  ce 


Exemple  I\.  —  D'un  point  M  d'une  courbe  abaissons 
sur  deux  droites  rectangulaires  fixes  des  perpendiculaires 
MP,  MQ,  et  du  point  M  la  perpendiculaire  MH  sur  PQ  ; 
lorsque  M  se  déplace  sur  la  tangente  AMB  à  la  courbe, 
MH  enveloppe  une  parabole  P^,  qui  touche  en  a,  ,3  les  pa- 
rallèles aux  droites  fixes  menées  par  A  et  B,  les  points 
a,  ,3  étant  sur  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  O  de 
rencontre  des  droites  fixes  sur  la  droite  variable  AB. 
Quand  M  se  meut  sur  la  courbe,  les  droites  MH  ont  une 
enveloppe  E;  cette  courbe  est  donc  une  des  enveloppes 
des  paraboles  Pjj.  Soit 

X        y 

h  -  — I  =  o 

p     q 

l'équation  de  la  tangente  en  M  à  la  courbe  décrite  par 
ce  point  \  la  parabole  Pj£  a  pour  équation 

{px  -^  qyf  —  \pq{qx  ^  py  —  pq)  =  o; 

p  el  q  sont  liés  par  une  certaine  relation  f{p-,  q)  =  o. 
L'enveloppe  des  paraboles  se  décomposera  nécessaire- 
ment, en  général;  car  nous  avons  immédiatement  une 
courbe  qui  fait  partie  de  cette  enveloppe  et  qui  ne  la 
constitue  pas  tout  entière. 

On  voit  que  le  théorème  général  établi  plus  haut    se 


(  38..  ) 

liaduiL  par  une  propriété  analytique  tle  décomposition 
de  certains  polynômes  en  facteurs,  dont  on  aura  des 
exemples  aussi  nombreux  qu'on  le  voudra.  DansTexemple 
actuel,  les  paraboles  P„  ont  pour  enveloppes  d'abord  une 
courbe  dépendant  du  lieu  de  M  et  qui  est  la  courbe  E, 
puis  deux  droites  tixes  qui  sont  les  bissectrices  de  l'angle 
des  deux  droites  rectangulaires  llxes;  ainsi  la  deuxiènnî 
partie  de  l'enveloppe;  est  indépendante  de  la  courbe 
lieu  de  M;  ce  fait  est  général. 

Exemple  V.  —  On  sait  que,  si  un  angle  de  grandeur 
constante  tourne  autour  d'un  point  iixe,  la  corde  inter- 
ceptée par  les  côtés  de  l'angle  sur  deux  droites  fixes  en- 
veloppe une  conique  avant  pour  fov^er  le  point  fixe;  le 
lieu  de  la  projection  du  point  Iixe  sur  cette  corde  est 
donc  un  cercle  qui  passe  par  les  projections  du  point 
fixe  sur  les  deux  droites.  Ceci  posé,  soit  P  un  point  fixe 
autour  duquel  nous  ferons  tourner  un  angle  de  grandeur 
constante,  soit  AB  la  corde  interceptée  par  les  côtés  de 
l'angle  sur  une  ou  deux  courbes  fixes,  A  étant  sur  la 
courbe  K,  et  B  sur  la  courbe  K';  menons  en  A  et  B  les 
tangentes  aux  courbes  K  et  K'  respectivement  et  proje- 
tons le  point  P  sur  AB  et  sur  ces  deux  tangentes,  aux 
points  M,  R,  R'. 

Le  cercle  qui  passe  par  M,  R,  R'  sera  tangent  au  point 
M  au  lieu  des  projections  du  point  fixe  P  sur  la  droite 
AB  se  déplaçant  suivant  la  loi  indiquée.  On  connaîtra 
donc  immédiatement  une  des  enveloppes  de  ce  cercle. 

Ainsi,  la  courbe  K  étant  une  conique,  A  et  B  étant 
tous  deux  sur  cette  courbe  et  l'angle  APB  étant  droit, 
le  point  M  a  pour  lieu  un  cercle;  donc  le  cercle  MRR' 
aiu-a  pour  une  de  ses  enveloppes  un  cercle. 
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UEMAKOLE  SIR  CERTAIXES  (JIESTIOXS  DE  RÉCIPROCITÉ; 

Pau  m.  C.-A.  LAISANT, 

Docteur  es  sciences. 


La  question  1468,  proposée  par  jM.  d'Ocagiie  (3''  sé- 
rie, t.  II,  p.  384),  l'avait  été  précédemment  par  moi  dans 
le  Journal  de  Mathématiques  élémentaires  (  t.  VI, 
1882,  p.  168),  ainsi  que  le  l'ait  remarquer  une  rectifica- 
tion publiée  depuis. 

M.  Morot-Blanc  en  adonné  une  solution  (p.  523)  qui 
est  évidemment  incomplète. 

Cette  question  n'a  certainement  pas,  par  elle-même, 
une  importance  qui  puisse  justifier  une  réclamation 
quelconque  de  priorité,  et  je  ne  la  rappellerais  même 
pas  en  ce  moment,  si  la  solution  ne  se  prêtait  à  une 
généralisation  cjui  me  parait  digne  de  remarcjue. 

Je  reprends  l'énoncé  du  Journal  de  Mathématiques 
élémentaires ,  plus  concis  que  celui  de  M.  d'Ocagne  : 

Quelles  sont  les  heures  auxquelles  on  peut  faire  per- 
muter les  deux  aiguilles  d'une  horloge,  de  façon  que 
la  nouvelle  position  puisse  se  produire  par  le  mouve- 
ment même  de  l'horloge? 

Soit  X  l'une  des  heures  clicrcliées.  Prenons  pour  ori- 
gine, sur  le  cadran,  la  position  des  aiguilles  à  midi,  et 
pour  unité  l'heure  elle-même,  si  bien  que  le  tour  du  ca- 
dran tout  entier  est  mesuré  par  12. 

La  position  de  la  petite  aiguille  est  indiquée  par  r:  si 
le  nombre  7  indique  la  position  de  la  grande  aiguille, 
nous  avons 

(i)  if.j-  =  y  -f  ni .  19.. 
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Pour  que  la  position  résullant  de  la  permutation  ré- 
sulte du  niouvenient  même  de  l'horloge,  c'est-à-dire  ré- 
ponde à  une  lieure  possible,  il  faut  donc  qu'on  ait 

( ■>.)  \iy  ^  X  -h  m.ii. 

Eliminant  j  entre  ces  deux  relations,  il  vient 

(3  )  i'\\v  =  .r  +  m.  12 

ou 

m.  12.        \-ik 
I 'i3a?  =  7».  12,     .r  =  — — —  =  — -. 
iî3  Mi 

Pour  obtenir  toutes  les  heures  cherchées,  il  faut 
donner  à  A  les  valeurs  successives  o,  i,  3,  3,  .  .  .,  142, 
après  quoi  l'on  retomberait  dans  les  solutions  déjà  ob- 
tenues. Au  fond,  l'erreur  de  M.  Moret-Blanc  consiste  à 
ne  prendre  pour  ce  coefficient  A  cjue  onze  valeurs  en- 
tières I,  i4,  '>'']■,  •  •  •  1  i3i,  au  lieu  de  i43. 

Cette  solution  se  prête  à  plusieurs  remarques  intéres- 
santes. 

Elle  comprend,  bien  entendu,  en  particulier,  les 
heures  de  superposition  des  aiguilles,  obtenues  en  don- 
nant à  A  les  onze  valeurs  o,  i3,  26,  89,  Sa,  6j,  78,  91, 
104,  1 17,  i3o. 

Quant  aux  i32  autres  résultats,  ils  se  correspondent 
deux  à  deux,  et  les  valeurs  associées  de  A',  que  nous  ap- 
pellerons k'  et  A",  sont  telles  que  l'on  a 

k'^^iik"     (niod.  F|3;, 

d'où,  récij)roquement, 

/i"s^i2A'     (mod.  143). 

Par  exemple,  à  A'=  34  répondra  A"=;  122.  Ces  deux 
valeurs  donnent  respectivement  pour  x,  en  faisant  la 
conversion  en  heures  et  minutes, 

2''  ji  1  '"  —^      et       I o''  I  ',""  — - . 
ifj  143 
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Si  donc  une  horloge  marque  2''5i"^  -7-  et  si  à  ce  mo- 
ment l'on  fait  permuter  les  deux  aiguilles,  elle  marquera 

exactement  i  o**  1 4™  -r^  • 

143 

Si  l'un  des  nombres  A',  h"  s'écrit  a|î>  dans  le  système 
de  numération  duodécimal,  l'autre  s'écrira  ^a.  Il  s'ensuit 
nécessairement  que  les  nombres  associés  à  eux-mêmes 
sottt  ceux  qui  s'écrivent  11,  22,  ...,  c'est-à-dire  i3, 
26,  . . . ,  comme  nous  venons  de  le  faire  observer  tout  à 
l'heure. 

La  solution  du  problème  est  donnée,  en  somme,  par 
la  relation  (3).  Or  cette  relation  est  évidemment  celle 
qui  donnerait  les  heures  de  rencontre,  sur  un  cadran, 
entre  la  petite  aiguille  et  une  autre  marchant  i44  fois 
aussi  vite,  c'est-à-dire  i  2  fois  aussi  vite  que  l'aiguille 
des  minutes. 

La  question  de  réciprocité  que  nous  nous  sommes 
proposée  se  ramène  donc  à  un  simple  problème  de  ren- 
contre. 

C'est  cette  dernière  observation  qui  peut  se  généraliser 
d'une  manière  utile.  Supposons  une  fonction  y  ■=  f(^x) 
dépendant  d'une  variable  de  itiânic  Jialiue  x-,  si  nous 
demandons  de  trouver  les  valeurs  pour  lesquelles  x  et  y 
peuvent  être  permutées  entre  elles,  tout  en  satisfaisant 
à  la  loi  donnée,  la  question  revient  à  résoudre  le  système 
d'équations 

x  =f(y). 
Mais  on  tire  de  là 

^^/[/(•^)]  =f-(-'^)- 

Telle  est  donc  la  solution  du  problème. 
Or,  si  l'on  demandait  simplement  pour  quelles  valeurs 
une  fonction  z  =:  '-^{x)  est  égale  à  la  variable  indépen- 

/4nn.  de  Mathëm.,  3«  série,  t.  \\\.  (Août  1884.)  25 
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dante,  on  aurait  pour  solution 

Donc  les  deux  problèmes  n'en  font  qu'un,  si  nous 
substituons  à  «p(x)  la  fonction /"-(a:). 

Les  développements  qui  précèdent,  sur  la  question 
1468,  ne  représentent  qu'un  cas  particulier  de  cette  re- 
marque générale  sur  les  problèmes  de  réciprocité  dont 
il  s'agit. 

Ces  questions  se  prêtent  d'elles-mêmes  à  des  solutions 
graphiques  pi'esque  évidentes,  et  sur  lesquelles  il  nous 
semble  inutile  d'insister  ici. 


SOLITIO^S  DE  OIESTIOKS 
PROPOSÉES  DA^S  LES  NOIVELLES  ANNALES. 


Question  1405 

(voir  3"  série,  t.  Il,  p.  .ilCi; 

Par  m.  E.  FAUQUEMBERGUE, 

Professeur  au  lycée  de  Nice. 

Si  les  l'acines  d'une  équation  de  degré  pair  im  peu- 
vent se  partager  en  m  groupes  de  deux  racines  jT)  ,  Xo 
satisfaisant  à  la  relation 

(i)  axiX-i-^  b{Ti-\- x^)-^- c  =  o, 

on   peut,   par  une    substitution    linéaire    x  =  -=^ ^  > 

ri  T7  +  ^ 

amener  V équation  à  n'avoir  que  des  termes  de  degré 
pair  en  j.  (Pellet.) 

De  la  relation  entre  x  elj  on  déduit  y  =  - — ^  ;  par 
suite,  y  ^  et  j) ,  étant  les  valeurs  dej^  correspondant  à  a:, 
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et  jr-i.  on  a 

O./  ] u  O.A  1    —    J 

J'i  = ~  '       J'2  = • 

7.  —  "j'-^'i  OL  —  ^{  J'y 

Mais  l'équation  en  j,  ne  devant  avoir  que  des  termes 
de  degré  pair,  a  ses  racines  égales  deux  à  deux,  et  de 
signes  contraires,  ce  qui  exige 

o.ri  —  p   _        ô.r,  —  P 
y.  —  -'.rj  y.  —  Y  .ro 

OU 

(a)  a  OY  Ti  x^_  —  (  ao  -^  ^y  ) ( ^i  -^  ^2  )  —  2  a,3  =  0. 

Cette  relation  sera  toujours  satisfaite  si  nous  l'identi- 
iions  avec  la  relation  (i).  Pour  cela,  metions-la  d'abord 
sous  la  forme 

0                  /ao;3\,  ,  a3 

2  -  ^i  ir-o  —  (  -  • -  )  {  T'x  —  .r.,  )  —  2  -  .  -   =0, 

Y  x7    Y        Y/  Y    Y 

obtenue  en  divisant  tous  ses  termes  par  v-.  Comme  a. 
[3,  V,  o  sont  indéterminées,  nous  pouvons  égaler  leurs 
coefficients  à  ceux  de  la  relation  (i)  : 


0 
2  -  =  a. 


La  première  équation  donne 

0        (( 
Y        "-' 

la  seconde  devient  alors 

a  [i  . 

« h  2  —  =  —  •).h: 

Y  Y 

et  la  troisième  peut  s'écrire 

a  3 

f/  -   X  2  '    =  av. 


(  388  ) 
Nous  connaissons  ainsi  la  somme  el  le  produit  de 


a  -      el      2 

T  Y 


Ces  deux  quantités  sont  les  racines  de  l'équation 

U^  -h  2  6  U  -t-  ac  =  o  ; 
d'où 

a  _  <^ù-i—ac  —  b  ^  _  ~{s/ b'^  —  ac -\-  b)  ^ 

Portant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  x,  mise  sous 
la  forme 

X  =    ■* K^, 

0 

ï 

on  aura 

2  (  v/62  —  ac  —  b)y  —  a\  \J  b^^  —  ac  ^  b) 
•X  ay  -h  a''' 

Cette  substitution  répond  à  la  question. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Moret-Blanc. 


Question  1436 

(voir  3*  série,  t,  I,  p.  /ii3). 

On  peut  cojistruire  tt'ois  cercles  osculateuis  d'une 
parabole,  tjui  touchent  une  tangente  à  cette  courbe  : 
démontrer  que  cette  tangente  et  les  tangentes  aux 
points  d'osculation  touchent  un  même  cercle. 

(  Laguerre.) 

Soient 

(I)  V^—  2/?X   =  0 


(  389  ) 
l'équation  d'une  parabole,  et 

(  -2  )  X2  +  Y2  -h  2  a  X  -f-  2  t'  Y  -i-  (P  =  O 

celle  d'un  cercle  quelconque.  Les  ordonnées  des  points 
communs  aux  deux  courbes  sont  données  par  l'équa- 
tion 

obtenue  en  éliminant  X  entre  les  deux  précédentes. 

Soit  y  l'ordonnée  d'un  point  de  la  parabole.  En 
écrivant  quej^  est  racine  triple  de  l'équation  (3),  on 
exprime  que  le  cercle  est  osculateur  à  la  parabole, 
puisque  l'équation  (i)  qui  fait  connaître  la  valeur  cor- 
respondante de  a:  est  du  premier  degré.  On  obtient  ainsi 
les  équations 

y'*  -^  \p{p  ■+-  ii)y^  -f-  8/)2  vy  -H  4jd2  w  =  o, 
y^ -T-  ip{p  -r-  ii)y  -;-  ip'^  p  =  o, 

De  la  dernière  on  tire  «,  de  la  deuxième  v^  et  de  la 
première  w  : 

_  3.72  _   j3  ^  3  j4 

^  ~     P       -xp'       ~  p-'         ~      4/»^' 

de  sorte  que  l'équation  du  cercle  osculateur  au  point ^' 
de  la  parabole  est 

X.-^Y-3-.,Y^_^)x-^.<Y-^:  =  o, 
\  -^P  I  P-  \P'- 

ou,  en  mettant  en  évidence  le  centre  et  le  rayon, 


r.  (x-.-l^)V(v^ 


=  \P^^] 


PI  \  P'^I  \  -i-P  I  ÂP-         P* 

Soit,  en  fonction  de  son  coefficient  angulaire, 

(5)  Y  =  //;X-^  -^ 

■j.  m 


(  390  ) 
l'équation  d'une  tangente  déterminée  à  la  parabole. 
Pour  exprimer  que  le  cercle  (4)  est  tangent  à  celte 
droite,  on  écrit  que  la  droite  est  à  une  distance  du  centre 
dont  le  carré  est  égal  à  celui  du  rayon.  On  a,  pour  dé- 
terminer les  ordonnées  des  points  d'osculation  corres- 
pondants sur  la  parabole,  l'équation 


fr^  /         3j2\        p 


ou,  en  simplifiant, 


1/3  _(_  __C_    y2  _  _i —  o. 


Parmi  les  racines  de  cette  équation  doit  évidemment 

se  trouver  trois  fois  l'ordonnée  —  du  point  de  contact  de 

la  tangente  (5)  avec  la  parabole.  En  divisant  trois  fois  de 
suite  le  premier  membre  de  l'équation  précédente  par 

y  —  —  5  on  obtient  l'équation 


J"*  -^  -h- y  -^  >—  =  "' 

4  4  m 

dont  les  racines  sont  imaginaires.  //  y  (i  donc  trois 
cercles  oscillateurs  iniaginaires  d'une  parabole,  (/ui 
touchent  une  tangente  à  cette  courbe. 

Soient  Y  s ,  j  o,  y  3  les  ordonnées  des  trois  points  d'oscu- 
lation. Ou  a,  entre  ces  ordonnées,  les  relations 

(6)  J'H- J->  — ,i'3=  o, 

C7'»  .r273  -1-  rs/i  -+-71/2  =  o, 

4/7? 


(  391  ) 
puis 

(8)  yi-^yl^yî= — ^ 

.>  1      ^  2      •    J  3   -  ^  „,  ' 

rl--7î^73  =^' 


(9) 


yiyfi  ~yîy\  —yxyi  = 

y-.yl  —y^yl  -^yiyl  -^yzyl  ^y^rl  —y-iy\ 


i6 

4  /H 

Les  tangentes  à  la  parabole  en  ces  points  auront  pour 
équations 

y\  2  yn  -i.  ■  J3  2 

et  l'équation  générale  des  coniques  tangentes  à  ces  trois 
droites  sera,  en  désignant  par  l,,  /o,  I3  trois  paramètres 
arbitraires, 


yi        2  /  \       y-î        2  /  \       j3        -2 

\      yt        2  /  \       ^3        2  /  \       ji         -2 

ll(Y-^P-X-^^y-2hlJY-^X-l^)(Y-^X-^ 

\  ys  2   /  V  yi  2  /  \  J2  2 

Le  coefficient  du  terme  en  Y-  est 

/\   -7-/2-^/3  2  /o  ^3 2/3/1  —  2  /i  /j, 

celui  du  terme  en  X-  est 

j  n  ,  n  .  n    ^  /,/,    ^  /3/,    ^  /./^ 

Vj>'î     .Tî     :>'3       .>'2j3       J3J1       J172 

et  celui  du  terme  eu  XY  est 

[Il        II       II       ,  ,  /  I          I  \ 
L     7i       y-i      J'3  \J2      yj 

\J3       >i/  V.ri       y'i/_ 


(  39V.  ) 
Or  ou  voit  immédialcinenl,  en  tenant  compte  des 
équations  (6),  (7)  et  (8),  que,  en  prenant  l^=y^, 
l2=j2i  ^s=^J^3i  l<^s  deux  premiers  coefficients  sont 
égaux  et  le  troisième  est  nul,  de  sorte  que,  en  rempla- 
çant /|,/2,/3  par  ces  valeurs  dans  l'équation  générale, 
ou  a,  pour  l'équation  du  cercle  tangent  aux  trois  droites, 

-^rsri  +ri73  -^.v-2.r\  — 7î  —yl  —/il  )  ^ 

ou,  eu  égard  aux  équations  (8)  et  (9), 

(10)  X2-^  Y2— £x— -^- Y  =  0, 

et,  en  mettant  en  évidence  le  centre  et  le  rayon, 

('x  —  ^ V ^  /  Y  _  -i^y  ^  p-'ii  —  m-^) _ 
\  4  /        \         4  /"  /  iG//*- 

En  cherchant  le   carré  de    la  dislance   du  centre  à  la 
droite  (5),  on  trouve 


( 


c^  (lui  (léinoiitre  le  ihc-orèinc. 

Le  cercle  (10)  passe,  quel  que  soit  ///,  par  le  sommet 
et  par  le  loyer  de  la  parabole.  Cn.  B. 

Aote.  —  I>a  niL'nic  question  a  clé  résolue  par  M.  I*"ulriand. 


Question  1  i57 

(voir  J'  série,  t.  II,  p.  XMi); 

Par  un  ANONYME. 


U/ie  hyperhole  est  tangente  aux  axes  d'une  ellipse, 
et  les  asymptotes  de  l' hyperbole  sont  tangentes  à  l'el- 


(  393  ) 
lil>se,  prouver  que  le  centre  de  Vhyperbole  est  sur  l'un 
des  dianù'tres  conjugués  égaux  de  l'ellipse. 

(  WoLSTENHOLME.  ) 

Soient 

A,  B  les  points  de  contact  de  i'iiyperbole  et  des  axes  de 
l'ellipse,  dirigés  suivant  les  droites  rectangulaires  OX, 

A',  B'  les  points  auxquels  les   asymptotes  CX',  Cl'  de 

l'hyperbole  sont  tangentes  à  l'ellipse; 
M,  M'  les  milieux  des  cordes  de  contact  AB,  A'B'(*). 

Les  centres  de  l'ellipse  et  de  l'hyperbole  étant,  res- 
pectivement, O  et  C,  la  droite  OC  est  un  diamètre  com- 
mun aux  deux  courbes,  et  ce  diamètre  passe  par  les 
points  M,  M',  d'après  cette  proposition  générale  que  le 
diamètre  mené  par  le  point  de  concours  de  deux  tan- 
gentes à  une  conique  divise  la  corde  des  contacts  en 
deux  parties  égales. 

La  droite  AB  prolongée  rencontrant  les  asymptotes 
CX',  CY'  de  l'hyperbole  en  des  points  D,  E,  tels  que 
AD  =  BE,  le  point  M  est  le  milieu  de  la  droite  DE, 
inscrite  comme  A'B'  dans  l'angle  X'C  Y'  des  asymptotes. 
Il  est  facile  d'en  conclure  que  AB  est  parallèle  à  A'B'. 

Actuellement  remarquons  que,  le  point  M  étant  le 
milieu  de  l'hypoténuse  AB  du  triangle  rectangle  AOB, 
les  droites  OM  et  AB  sont  également  inclinées  sur  les 
axes  OA,  OB  de  l'ellipse,  et,  à  cause  du  parallélisme  des 
droites  AB,  A'B',  il  en  est  de  même  de  OM' et  A'B', 
c'est-à-dire  du  diamètre  OC  et  de  son  conjugué.  Donc  le 
centre,  C,  de  V hyperbole  est  sur  L'un  des  diamètres 
conjugués  égaux  de  l'ellipse. 

Note.  —  M.  Jiihel-Rénoy  a  donné  une  déinonslration  cnliérement 
semblable;  MM.  Moret-Blanc,  Ernest  Barisien  et  J.-T.,  élève  de  Ma- 

(')  Le  lecteur  c*t  prié  de  faire  la  figure. 


(  394  ) 

Ihérnaliques   spéciales,    ont  démontré  la   proposition    au  moyen  des 
formules  de  la  Géométrie  analytique. 


Question  1458 

(  voir  3*  série,  t.  II,  p.  336)  ; 

Par  m.  MORET-BLANC. 

Construire  nue  parabole  tangente  à  une  circonfé- 
rence donnée,  connaissant  l'axe  et  le  paramètre  de  la 
parabole.  (A.) 

Il  suffit  de  déterminer  le  point  de  contact;  caria  tan- 
i^ente  et  la  normale  communes  à  la  circonférence  déter- 
mineront sur  l'axe  un  segment  dont  le  milieu  sera  le 
foyer  de  la  parabole  :  connaissant  l'axe,  le  foyer  et  le 
paramètre,  on  pourra  construire  la  courbe  par  les  pro- 
cédés connus. 

Prenons  potir  axes  des  x  et  des  j  l'axe  de  la  parabole 
et  sa  perpendictilaire  passant  par  le  centre  de  la  circon- 
férence. 11  est  évident  qu'à  toute  solution  correspondra 
une  autre  solution  symétrique  par  rapport  à  l'axe  desj'  : 
il  suliît  donc  de  considérer  les  paraboles  ayant  leur  axe 
dirigé  dans  un  sens  déterminé  que  nous  prendrons  pour 
celui  des  abscisses  positives. 

Soient 

p  le  paramètre  donné  \ 
1^  l'ordonnée  du  centre; 
/•  le  rayon  dti  cercle; 

X  et  7   les  coordonnées  du  point  de  contact  de  la  para- 
bole et  de  la  circonférence. 

Les  triangles  rectangles  semblables  donnent,  la  sous- 
normale  étant  égale  à  p. 


(  395  ) 
d'où 

y{x-^p)  =  p'^, 

équation  d'une  hyperbole  équilatère  ayant  pour  asym- 
ptotes les  droites  j^:^  oeta:  = — p,  et  passant  par  le  centre 
de  la  circonférence  :  il  est  donc  facile  d'en  construire 
la  partie  utile;  mais  on  peut  opérer  plus  rapidement. 
Si  l'on  fait  tourner  autour  du  centre  C  de  la  circonfé- 
rence une  règle  divisée,  on  déterminera  les  deux  posi- 
tions de  la  règle  où  la  portion  comprise  entre  le  point  C 
et  l'une  des  asymptotes  est  égale  à  la  partie  comprise 
enti'e  le  second  point  situé  sur  la  circonférence  et  l'au- 
tre asymptote  :  les  deux  points  de  la  circonférence  ainsi 
déterminés  seront  les  points  de  contact  cherchés. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  pai-   MM.  Renoy  et  Er- 
nest Barisien,  lieutenant  au  i4i°  de  ligne,  à  Bastia. 


Question    14-67 

(Toir  3"  série,  t.  II,  p.  .is',); 

Par  m.  MORET-BLANG. 

Le  nombre  premier  /:>=:=  2«  H-  i  étant  supérieur  à  3, 
la  somme  des  puissances  d'un  même  degré  pair  ia 
comprise  entre  o  et  p — i  =  2/z,  des  n  entiers  i,  '2, 
3,  .  .  .  ^  n  et,  celle  des  puissances  du  même  degié  des 
n  entiers  suivant  /?  H-  i ,  «  +  2,  .  .  .  -,  p  —  i  =  in  sont 
divisibles  par  p .  {  Liojn  jn et .  ) 

I**  m  étant  un  nombre  entier  inférieur  h  p  —  i  =  2/z, 
la  somme  des  puissances  de  degré  m  des  2n  entiers  i, 
2,3,  ...,2/î  est  divisible  par  le  nombre  premier 
p  =  2  /^  4-  i . 

En  elïel,  S,„  désignant  la  somme  des  puissances  de 
degré  /??,  des  2/7  premiers  nombres,  on  a,  pour  détermi- 


(  396 
lier  S,rt,  la  formule  connue 


(  2  /l  4-1  )  [(  2  /t  H-  I  )'"  —  I  J  = 

I 


I 

(  m  -4-  I  )  ;?i  „  (  m  -h  i)  m 


qui  montre  que,   si   in -\- i  divise  Sj,   Sa,    ...,    S,„_,, 
il  divisera  aussi  (mH-i)Sw,  et,  par  suite,  S,rt,  puisque 
m  +  1  est  plus  petit  que  le  nombre  premier  in  +  i . 
Or  2/î  +  I  divise  S)  =  «(a/^H-  i)  :  donc  il  divise  aussi 

^2  5  ^3  7    •   •   •  J  ^W— I  5  ^/W 

2"  La  différence  entre  la  somme  des  puissances,  d'un 
même  degré  pair  ia,  des  n  nombres  i ,  a,  3,  .  .  . ,  /i  et 
celle  des  puissances  du  même  degré  des  n  nombres  sui- 
vants «  4-  I ,  «  -h  2,  .  .  .  ^'j.n  est  divisible  par /7  z=^  xn-^-  \ . 

Appelons  s-2,a  et  s'.,^  ces  deux  sommes  \  on  a 

La  différence  des  puissances,  d'un  même  degré  pair, 
de  deux  nombres  entiers  étant  toujours  divisible  par  la 
somme  de  ces  nombres,  cliacune  des  différences  du  se- 
cond membre  est  divisible  par  2«  -h  i  ;  donc 

est  divisible  par  a  /z  +  i  =  /^. 

Or,  si  la  est  plus  petit  que  2«,  on  a  vu  que 

02r(  =  •^2(1  -i-  ^ïa 

est  aussi  divisible  par  p-^  donc  cliacune  des  sommes  s.^„ 
et  s'.,^  est  aussi  divisible  par  p.  c.  Q.  F.  n. 
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Question  1473 

(Toir  3«  série,  t.  II,  p.  383); 

Par  m.  N.  GOFFART. 

Théorème  J  .  —  Les  deux  droiles  de  Simson,  rela- 
tives à  deux  points  dianiétr alemenl  opposés,  sont  rec- 
tangulaires. 

Théorème  II.  —  Le  lieu  du  point  de  concours  des 
deux  droites  de  Simson,  relatives  à  deux  points  diamé- 
tralement opposés,  est  le  cercle  des  neuf  points  (  '  ). 

(N.   GoFFART.) 

Soient  A,  B,  G  les  sommets  du  triangle;  M,  M'  les 
extrémités    d'un  diamètre  de  la  circonférence  circon- 


scrite-, Ma,  M  g,  M  Y,  et  M'a',  M' g',  M'f  les  perpendicu- 
laires abaissées  respectivement  sur  les  côtés  BC,  CA, 
AB,  des  deux  points  M  et  M'.  Soit  encore  H  le  point  de 
concours  des  droites  aêv,  a'ê  y'. 


('  )  On  m'a  écrit,  de  Londres,  que  ces  deux  théorèmes  ont  été,  il  y 
a  quelques  années,  démontrés  en  Angleterre  et  en  Allemagne;  cela 
ne  me  fait  pas  regretter  den  avoir  demandé  la  démonstration  aux 
lecteurs 'des  Nouvelles  Annales. 


(  398  ) 
Désignons  pai^  M)  elM'^  les  points  où  les  droites  Ma, 
M'a'  perpendiculaires  à  BC  rencontrent  la  circonférence. 
On  voit  immédiatement  que  le  quadrilatère  A1M,M'M', 
est  un  rectangle  inscrit,  et  que  par  suite  aC  =  a'B.  Donc, 
si  A'  est  le  milieu  de  BC,  c'est  aussi  le  milieu  de  aa'  (  *  ). 
Pareillement,  on  peut  poser  que  B',  C  sont  respective- 
ment les  milieux  de  êê',  ^^"^ .  Il  en  résulte  encore 

arc  CM  =  BM', 
et,  par  suite, 

angle  CMiM  =  BM'M'i  =  GBM. 

1°  Le  quadrilatère  MayB  étant  inscriptible, 

angle  M^p.  =  GBM. 

De  même  M'a'v'B  est  inscriptible,  donc 

angle  B-{ a.' =--  S'y'A  =  BM'M',  ; 
dojic 

MYa  =  g'7'A. 

Comme,  d'ailleurs,  les  angles  yMê  et  ^f  \&  sont  supplé- 
mentaires de  l'angle  BAC,  les  triangles  vMê,  y'Aê' sont 
équiangles.  Les  côtés  Mê,  My  étant  respectivement  per- 
pendiculaires à  Aê',  Ay',  il  en  est  de  même  de  êy  et  ê'y'. 
Donc  les  droites  aêy  et  a'ê'y'  sont  rectangulaires. 

■>."  Les    triangles  aida',  êHê',  yHy'  étant  rectangles, 

on  a 

HA'  =  iaa'=A'a     et     HB' ==  |gê' =  6B'. 

11  s'ensuit 

angle  A'Ha  -^  A'aH  =  Caê, 

angle  B'Hê  ^  HêB':-  Cêa. 
En  additionnant,  il  vient 

A'HB'  =  ACB:=  A'C'B'. 

(')  A',  étant  la  projection  du  milieu  O  de  MM'  sur  BC,  est  nécessai- 
rement le  milieu  de  la  projertion  aa'  de  iMM'sur  la  même  d»oitc  BC. 


(  399  ) 
Ainsi  le  lieu  du  point  H  est  le  segment  capable  de 
l'angle  A'C'B' décrit  sur  A'B';  c'est  la  circonférence  cir- 
conscrite au  triangle  A'B'C,  ou  le  cercle  des  neuf  points. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Jean  Kartchewski, 
maître  de  l'Ecole  réale  à  Themirkhan-Choura  (Caucase);  et  par 
MM.  Droz;  Moret-BIanc;  Terrier;  Bricard,  à  Vannes  ;  J.  Cliapson, 
aspirant-répétiteur  au  lycée  de  Versailles. 


Ql'ESTlO^S. 


li9o.    Le  nombre  total  des  solutions    entières,   non 
négatives,  des  équations 

X  -\-  \y  ^  3(«  — i), 
4.î^-(-  9_>'  =  5(/i  —  2), 
9  r  -H  1 6  T  =  7  (  n  —  3  ), 


est  égal  à  n.  (Ernest  Cesaro.  ) 

1  i96.  Une  ellipse  et  une  hyperbole  sont  telles  que  les 
asymptotes  de  l'hyperbole  sont  deux  diamètres  conju- 
gués de  l'ellipse;  prouver  qu'en  faisant  un  choix  conve- 
nable d'axes  de  coordonnées  on  pourra  donner  respec- 
tivement aux  équations  des  deux  courbes  les  formes 

a^         b-  a-        b- 

(  WoLSTENHOLME.  ) 

1497.  Etant  données  deux  droites  (ixes,  on  considère 
deux  cercles  de  même  rayon,  tangents  entre  eux,  et 
touchant  chacun  une  des  deux  droites. 

Le  point  commun  à  l'un  des  cercles  et  à  la  droite 
correspondante  étant  fixe,  on  demande  le  lieu  du  point 
de  contact  d(is  deux  cercles,  lorsqu'on  fait  varier  leur 
rayon.  (n 'Oc  acné.) 
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1  498.  On  donne  deux  droites  fixes  passant  au  point  O, 
et  une  droite  AB  de  longueur  constante  glisse  sur  ces  deux 
droites.  Démontrer  que  le  lieu  du  centre  du  cercle  des 
neuf  points  du  triangle  AOB  est  une  ellipse;  le  cercle  des 
neuf  points  a  pour  enveloppe  une  courbe  parallèle  à  l'el- 
lipse. 

Trouver  le  théorème  réciproque.  (Weill.) 

1499.  On  donne  l'arête  de  base  et  la  hauteur  d'une 
pyramide  régulière  dont  la  base  est  un  carré.  Trouver 
l'angle  compris  entre  deux  faces  latérales. 

(M.  Gejseix-Martijv.) 

v  loOO.  Les  projections  orthogonales  d'un  point  quel- 
conque d'une  hyperbole  équilatère  sur  les  côtés  d'un 
triangle  inscrit  déterminent  une  circonférence  qui  passe 
par  le  centre  de  la  courbe.  (P.  Teubier.) 

ioOl.  Par  le  sommet  A  d'un  triangle  ABC  on  mène 
des  perpendiculaires  aux  côtés  AB,  AC,  qui  rencontrent 
en  D  et  E  la  circonférence  circonscrite  au  triangle.  Dé- 
montrer que  le  quadrilatère  ADBE  (ou  ADCE)  est 
équivalent  au  triangle.  (B.  Revjnolds,  INI.  A.) 

(Extrait  du  Juurnal  anglais  The  ediicational  Times,  juillet  18S4.) 

1502.  On  donne  dans  l'espace  deux  droites  A  et  B. 
Une  hyperbole  H  doit  avoir  la  droite  A  pour  directrice 
et  être  un  inéridien  d'une  surface  gauche  de  révolution 
contenant  la  droite  B.  On  demande  le  lieu  du  foyer  de 
H,  correspondant  à  la  directrice  A.  (Halphen.) 


(  4o.   ) 


SUR  LES  OIADRILATEUES  Qll  0\T  LEIRS  SIX  SOMMETS 
SUR  l.\E  CUBIQUE; 

Par  m.  WEILL. 


Considérons  une  conique  fixe  et  quatre  points  A,  13, 
C,  D  dans  son  plan.  Par  ces  quatre  points,  faisons 
passer  une  conique  variable  qui  rencontre  la  conique 
fixe  en  quatre  points  P,  Q,  R,  S.  Les  six  droites  qui 
joignent  ces  quatre  points  deux  à  deux  ont  pour  enve- 
loppe une  courbe  de  troisième  classe;  en  elFet,  par  un 
point  quelconque  P  de  la  conique  fixe  passent  trois 
droites  tangentes  à  l'enveloppe.  Soient  deux  quadrilatères 
PQRS,  P'Q'  R'S';  si  l'on  a  pris  nu  hasard  deux  couples 
de  quatre  points  PQRS,  P'Q'R'S'  sur  la  conique  fixe,  et 
si  l'on  fait  passer  par  les  quatre  premiers  points  une  co- 
nique quelconque,  et  par  les  quatre  autres  une  autre  co- 
nique quelconque,  ces  deux  coniques  se  couperont  en 
quatre  points  a,  ,3,  y,  o.  Ces  quatre  derniei^s  points  se- 
ront les  points  de  base  d'un  faisceau  de  coniques  qui 
détermineront  sur  la  conique  fixe  des  groupes  de  quatre 
points,  dont  feront  partie  les  groupes  PQRS,  P'Q'R'S'. 
On  peut  alors  énoncer  les  deux  théorèmes  suivants  : 

Théorè:me  I.  — •  Si  VuJi  considère  sur  une  conique 
deux  groupes  de  quatre  points,  les  côtés  et  les  diago- 
nales des  deux  quadrilatères  qui  ojit  ces  points  pour 
sommets  sont  douze  droites  tangentes  à  une  même 
courbe  de  troisième  classe. 

Théorème  II.  —    Deux   quadrilatères    quelconques   y 
étant  circonscrits  à  une  conique,  leurs  douze  sommets 
sont  sur  une  même  cubique. 

Ann.df  Mnihémat. ,  3*"  sério,  t.  III.  (Srptoinlire  iSS'|.)  9,G 
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D'une  manière  générale,  considérons  les  m-  points  de 
base  d'un  faisceau  de  courbes  du  de£;ré  m:  une  courbe 
du  faisceau  rencontre  la  conique  en  2.jji  points,  et  les 
droites  qui  joignent  ces  points  deux  à  deux  enveloppent 
une  courbe  de  la  classe  2  77^  —  i.  On  a  donc  les  deux 
théorèmes  suivants  : 

Théorème  III.  —  Etant  donnés  deux  groupes  de 
•im  points  sur  une  conique,  les  droites  qui  joignent 
entre  eux  deux  à  deux  les  2  ni  points  de  chaque 
groupe  sont  tangentes  à  une  même  courbe  de  la  classe 
2  m  —  I . 

Théorème  IV.  —  Deux  poljgoiies  quelconques  de 
9.m  côtés  étant  circonscrits  à  une  conique,  leurs  som- 
mets, au  nombre  de  im[im  —  i)  sont  sur  une  même 
courbe  d ^ ordre  im  —  i . 

Ce  dernier  théorème  est  dû  à  M.  Darboux,  qui  l'a 
établi  par  des  considérations  diilérentes  [Sur  une  classe 
remarquable  de  courbes  et  de  surfaces,  p.  189).  Reve- 
nons à  la  conique  fixe  et  aux  m-  points  de  base  du  fais- 
ceau de  courbes  d'ordre  m\  à  ces  points  fixes  est  liée  la 
courbe  de  classe  {'2m  —  i)  dont  il  est  question  plus 
haut  5  mais,  si  l'on  donne  cette  courbe,  les  points  de 
base  ne  sont  pas  complètement  déterminés.  En  effet, 
prenons,  pour  être  plus  clair,  le  cas  de  quatre  points  de 
base  et  d'un  faisceau  correspondant  de  coniques;  deux 
coniques  du  faisceau  déterminent  sur  la  conique  fixe 
deux  couples  de  quatre  points  PQRS,  P'Q'Pu'S'.  Si  par 
les  quatre  premiers  nous  faisons  passer  une  conique 
ipœlconque,  et,  de  même,  par  les  quatre  autres,  ces 
(.leux  nouvelles  coniques  se  couperont  en  quatre  points 
a,  [i,  y,  8,  qui  pourront  être  substitués  aux  quatn; 
points  primitifs  ABCl).  3iOus  dirons  que  ces  dinix 
groupes  de  (pialre  points  ABCl),  ai*'o  sont  équivalents. 
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Cherchons   h'S   relations   qui    existent    entre    ces    deux 
groupes  équivalents. 

Pour  cela,  considérons,  en  général,  trois  courbes  du 
degré  m,  ayant  pour  équations  U  =0,  V  =  o,  W=  o. 
Soient  U  +  aV  =  o,  U  ■+-  [j.  W  =  o  les  équations  de  deux 
autres  courbes  de  même  degré,  on  a  l'identité 

u  —  i\~  >  u  ^  a ^^' )  =  A\  —  ;i.^^■ . 

De  cette  identité  résulte  le  théoième  suivant  : 

Théorème  ^  .  —  Etant  dojuiées  trois  courbes  de 
même  degré:  si  par  les  points  communs  à  la  première 
et  à  la  deuxième  on  fait  passer  une  courbe  du  même 
degré,  puis  une  autre  courbe  du  même  degré  par  les 
points  communs  à  la  prendère  et  à  la  troisième,  il 
existe  une  courbe  du  même  degré  passant  par  les 
points  communs  à  ces  deux  nouvelles  courbes,  et  par 
les  points  communs  à  la  deuxième  et  à  la  troisième 
des  courbes  primitives . 

En  appliquant  ce  théorème  au  cas  particulier  du  se- 
coijd  degré,  on  voit  que  les  deux  groupes  équivalents 
formés  par  les  quatre  points  A,  B,  C,  D  et  les  quatre 
points  a,  |i,  y,  0  constituent  huit  points  d'une  même 
conique;  de  plus,  les  douze  droites  obtenues  en  joignant 
deux  à  deux  entre  eux  les  points  de  chaque  groupe 
touchenl  la  courbe  de  troisième  classe  qui  a  été  considérée 
plus  haut.  Par  suite,  on  peut  énoncer  les  théorèmes 
suivants  : 

TnÉoni^ME  VJ.  —  Etant  donnés  une  coni(pie  K  et 
ijuatre  points  A,  B,  C,  D,  si  l'on  mène  par  les  quatre 
points  une  conique  K'  ijui  rencontre  la  prendère  en 
PQRS,  et  une  conique  K"  rencontrant  la  première  en 
P'Q'B'S',  et  enfin  jmr  les  quatre  points  P,  Q,  B,  S  et 
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les  (luatre  points  P',  Q',  R',  S',  deux  coniques  quelcon- 
ijues  se  coupant,  en  ajjvo  : 

i*'  Les  huit  points  A,B,C,  D,  a,  [i,  ^',  o  appartiennent 
à  une  même  conique  ¥J"\ 

2°  Deux  quelconques  des  quatre  i^roupes  de  quatre 
points  soTit  équivalents  entre  eux,  relativement  à  la  co- 
nique qui  contient  les  deux  autres  groupes; 

3"  Toutes  les  droites  ohtenues  en  joigîiant  entre  eux 
deux  à  deux  les  points  d'un  même  groupe  sont  tan- 
gentes à  une  même  courbe  de  troisième  classe; 

4°  Pur  un  point  quelconque  du  plan  passent  trois 
droites  appartenant  à  an  groupe  équivalent  à  l'un  des 
groupes  obtenus',  ce  groupe  s' obtiendra  par  V intersec- 
tion de  deux  cordques,  et  le  problème  des  tangentes  à 
mener  par  un  point  du  plan  à  la  courbe  de  troisième 
classe  est  ramené  à  trouver  les  points  communs  à  deux 
coniques  passant  par  le  point  considéré. 

Théokème  Vil. —   Corrélatif  du  précédent. 

L'enveloppe  de  troisième  elasse,  dont  il  est  question, 
peut  se  décomposer  en  un  point  et  une  conique  5  on  se 
trouve  alors  dans  le  cas  où  le  quadrilatère  variable  PQRS 
reste  inscrit  et  circonscrit  à  deux  coniques  fixes.  On  a 
alors  le  tliéorème  suivant  : 

Théorème  MIL  —  Etant  donnés  deux  quadrilatères 
PQPiS,  P'Q'R'S'  inscrits  à  une  conique  H,  et  circon- 
scrits à  une  conique  K,  si  l'on  mène  par  les  quatre 
points  P,  Q,  R,  S  une  coniipie  quelconque  L,  et  par  les 
quatre  points  P',  Q',  R',  S'  une  autre  conique  quel- 
conque L,  ces  deux  coniques  se  coupent  en  quatre 
points  a,  [3,  y,  o  formant  un  quadrilatère  circonscrit  à 
la  conique  K. 

Les  théorèmes  précédents  ont  de  nombreuses  cousé- 
quences  sur  lesquelles  nous  n'insisterons  pas. 
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Théorème  IX.  —  Si  par  trou  points  fixes  A,  B,  C, 
et  par  les  sommets  ci  Un  hexagone  inscrit  et  circojiscrit 
à  deux  coniques  fixes,  on  fait  passer  une  cubique,  cette 
courbe  passe  par  six  autres  points  fixes,  lorsque  l'hexa- 
gone se  déplace. 

En  effet,  par  un  point  pris  sur  la  conique  circon- 
scrite aux  polygones,  on  ne  peut  faire  passer  qu'une 
seule  cubique  du  système-,  donc  ces  cubiques  forment 
un  faisceau. 

Si  les  trois  points  fixes  A,  B,  C  sont  en  ligne  droite, 
les  six  autres  points  fixes  sont  sur  une  conique. 

Théorème  X.  —  Si  par  six  points  fixes  et  les  som- 
mets 'variables  d'un  octogone  inscrit  et  circonscrit  à 
deux  coniques  fixes  OJi  fait  passer  une  courbe  du  qua- 
trième degré,  elle  passe  par  dix  autres  points  fxes . 

On  voit  facilement  quel  est  le  théorème  général  5  si 
l'on  veut  énoncer  des  théorèmes  de  même  genre  relatifs 
à  des  polygones  inscrits  et  circonscrits  d'un  nombre  im- 
pair de  côtés,  il  suffît  de  joindre  aux  points  fixes  un 
autre  point  fixe  pris  sur  la  conique  à  laquelle  le  poly- 
gone reste  inscrit. 

Théorème  XL  —  Si  par  cinq  points  fixes,  dont  deux 
situés  sur  une  conique  K,  et  les  sommets  variables  d'un 
quadrilatère  inscrit  à  la  conique  K  et  circonscrit  à  une 
conique  fixe,  on  fait  passer  une  cubique,  cette  courbe 
passe  par  quatre  autres  points  fixes. 

Plus  généralement,  au  lieu  du  quadrilatère  variable 
inscrit  à  la  conique  K  et  circonscrit  à  une  autre  conique 
fixe,  on  peut  prendre  le  cjuadrilatère  déterminé  sur  la 
conique  K  par  des  coniques  variables  formant  un  fais- 
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ceau.  Ou  peut  tacilement  étendre  ces  théorèmes;  nous 
V  reviendrons. 

Reprenons  le  théorème  relatif  aux  deux  quadrilatères 
circonscrits  à  une  même  conique,  et  dont  les  douze  som- 
mets sont  sui"  une  cubique,  et  proposons-nous  la  ques- 
tion réciproque  :  Etant  donnée  une  cubique,  construire 
lies  rjuadrilatèies  dont  les  six  sommets  soient  sur  la 
courbe.  Soit  une  droite  quelconque  rencontrant  la  cu- 
bique en  A,  B,  C;  on  voit  immédiatement  qu'on  peut 
construire  un  nombre  limité  de  quadrilatères  dont  les 
six  sommets  soient  sur  la  cubique,  trois  d'entre  eux 
étant  les  points  A,  B,  C;  on  peut  donc  énoncer  le  théo- 
rème suivant  : 

Théorème  XII.  —  Etant  donnée  une  cubique  quel- 
conque, il  existe  une  double  infinité  de  quadrilatères 
dont  les  six  sommets  sont  sur  la  courbe. 

Si,  d'un  point  pris  sur  la  cubique,  on  mène  à  la 
courbe  les  quatre  tangentes,  on  sait,  d'après  des  théo- 
rèmes dus  à  Maclaurin,  que  les  quatre  points  de  contact 
forment  un  quadrilatère  dont  les  six  sommets  et  le 
point  de  concours  des  deux  diagonales  sont  sur  la  coui^be; 
mais  on  voit  que  ces  quadrilatères  sont  en  nombre  sim- 
plement infini  5  ils  forment  une  classe  spéciale  de  nos 
quadrilatères  :  aucun  de  leurs  côtés  ne  peut  être  pris  au 
hasard;  ces  droites  ont  une  enveloppe  qui  a  été  beau- 
coup étudiée. 

Soient  A,  B,  C,D,E,F  les  six  sommets  d'un  quadrilatère 
inscrit  à  la  cubique,  ABC  étant  une  droite  choisie  arbi- 
trairement 5  inscrivons  une  conique  S  dans  ce  quadrila- 
tère, et  soitL  une  tangente  quelconque  à  cette  conique, 
laquelle  rencontre  la  cubique  en  trois  points  G,  H,  K; 
les  neuf  points  k,  B,  C,  D,  E,  F,  G,  H,  K  ne  sont  pas 
les  points    de  base  d'un    faisceau   de  cubiques,  car,  les 
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huit  points  A,  B,  C,  D,  E,  F,  G,  U  étant  donnés,  le  neu- 
vième point  de  base  du  faisceau  de  cubiques  n'est  autre 
que  b^  point  R  où  viennent  se  rencontrer  les  tangentes 
menées  par  G  et  H  à  la  conique  S.  Ceci  posé,  soient  G, 
H,  K,  L,  M,  iN  les  six  sommets  du  quadrilatère  circon- 
scrit à  la  conique  S  et  ayant  G,  H,  K  pour  trois  de  ses 
sommets;  ces  six  points  seront  sur  la  cubique,  en  vertu 
des  tliéorèmes  précédents.  On  a  donc  les  résultats  que 
nous  allons  énoncer  : 

Théorème  XIII.  —  Etant  donné  un  cjundrilatère 
dont  les  six  sommets  sont  sur  une  cubique,  une  conique 
inscrite  dans  ce  quadrilatère  sera,  de  même,  inscrite 
à  une  suite  de  quadrilatères  ayant  tous  leurs  six  som- 
mets sur  la  cubique. 

TuÉGRÈME  Xn  .  —  Etant  donnés  deux  quadrilatères 
dont  les  douze  sommets  sont  sur  une  cubique,  leurs 
huit  côtés  sont  tangents  à  une  même  conicjue. 

Si  d'un  point  A  pris  sur  la  cubique  nous  menons  à 
cette  courbe  deux  tangentes  dont  les  points  de  contact 
soient  B  et  C,  et  si  la  droite  BC  rencontre  la  cubique 
en  D,  une  conique  qui  touchera  cette  droite  en  D  et  qui 
touchera  eu  des  points,  d'ailleurs  quelconques,  les  deux 
droites  AB  et  AC,  sera  l'une  des  coniques  S  que  nous 
avons  considérées 5  en  effet,  le  quadrilatère  dont  les 
quatre  côtés  sont  la  droite  double  DBG  et  les  deux 
droites  AB,  x\.C  répond  à  la  déûnition.  On  a,  par  suite, 
le  théorème  : 

Théorème  XV,  —  Si  la  tangente  à  une  conique  en  un 
point  D  commun  à  cette  conique  et  à  une  cubique  ren- 
contre la  cubique  en  deux  points  B  et  C,  tels  que  les 
tangentes  en  B  ef  C  «  la  cubique  se  coupent  en  A  sur 
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cette  courbe  et  soient,  en  outre,  Icingente.s  à  la  co- 
nique, les  mêmes  propriétés  auront  lieu  pour  les  cinij 
autres  points  D',  D'^, ...,  oii  la  conique  rencontre  encore 
la  cubique. 

Remarquons  que  les  coniques  S  dont  il  s'agit  sont  en 
nombre  doublement  infini.  En  prenant  pour  côtés  d'un 
triangle  de  référence  les  droites  AB,  AC,  BC,  les  équa- 
tions de  la  cubique  et  de  la  conique  S  seront 

/2  a2  -f-  m"-  p2  -^_  pi  'fi  —  ilm  aJ3  —  -i/p  a-'  —  2  mp  ^7  =  o . 

Supposons  tracées  les  deux  tangentes  AB  et  AC  par- 
tant du  point  A  de  la  cubique,  ainsi  que  la  droite  BC 
qui  rencontre  la  cubique  en  D5  soit  M  un  point  quel- 
conque de  la  cubique;  proposons-nous  de  mener  par  M 
une  droite  rencontrant  la  cubique  en  deux  points,  B 
etC,  tels  que  les  tangentes  à  la  cubique  en  ces  points 
concourent  sur  la  courbe;  le  théorème  précédent  per- 
met de  résoudre  immédiatement  ce  problème;  il  suffit, 
en  effet,  de  faire  passer  par  le  point  M  une  conique  S 
qui  touche  AB,  AC,  et,  en  outre,  la  droite  BC  au 
point  D;  la  tangente  menée  par  le  point  M  à  celte  co- 
nique répond  à  la  question. 

Considérons  un  quadrilatère  et  deux  points  P,  Q,  et 
proposons-nous  de  trouver  le  lieu  des  points  de  ren- 
contre des  tangentes  menées  par  P  et  Q  à  toutes  les  co- 
niques inscrites  au  quadrilatère;  il  est  facile  de  voir 
que  ce  lieu  est  une  cubique  passant  par  les  six  sommets 
du  quadrilatère  et  par  les  points  P  et  Q  ;  parmi  les  co- 
niques inscrites  au  quadrilatère,  il  en  est  une  qui  touche 
la  droite  PQ  en  un  point  R  qui  fait  partie  du  lieu;  la 
cubique  est  donc  déterminée  par  ces  neuf  points  qui  sont 
distincts,  à  savoir  :  les  six  sonnnets  du  quadrilatère  et  les 
trois  points  P,  Q,  R  en  lign(;  droite.  Supposons  mainte- 
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naiit  la  cubique  donnée,  et  cherchons  à  retrouver  son 
mode  de  génération;  la  cubique  étant  donnée  quel- 
conque, considérons  un  des  quadrilatères  étudiés  précé- 
demment et  qui  ont  leurs  six  sommets  sur  cette  cubique*, 
inscrivons  une  conique  à  ce  quadrilatère,  et  menons  à 
cette  conique  une  tangente  qui  rencontre  la  cubique 
en  PQR,  R  étant  un  point  commun  à  la  cubique  et  à  la 
conique;  le  lieu  des  points  où  se  rencontrent  les  tan- 
gentes menées  par  Pet  Q  aux  coniques  inscrites  au  qua- 
drilatère est  la  cubique  donnée;  on  voit  qu'à  chaque 
quadrilatère  inscrit  à  la  cubique  correspondent  six 
modes  de  génération  de  cette  courbe;  les  quadrilatères 
qu'on  peut  prendre  sont,  d'ailleurs,  en  nombre  double- 
ment infini.  Supposons  que  P  et  Q  soient  les  ombilics 
du  plan;  dans  ce  cas,  la  cubique  est  une  cubique  circu- 
laire, lieu  des  foyers  des  coniques  inscrites  dans  un 
quadrilatère.  Soit  un'e  cubique  circulaire  donnée,  et 
considérons  un  quadrilatère,  d'ailleurs  quelconque, 
ayant  ses  six  sommets  sur  la  cubique;  inscrivons  à  ce 
quadrilatère  une  parabole  tangente  en  un  point  R  à  la 
droite  de  l'infini  :  on  voit  que  cette  parabole  aura  pour 
foyer  \q  foyer  double  réel  de  la  cubique  circulaire,  et 
pour  axe  la  parallèle  menée  par  ce  foyer  à  l'asymptote 
de  la  cubique;  on  pourra  toujours  tracer  une  parabole 
assujettie  à  ces  trois  conditions  simples  et  devant,  en 
outre,  toucher  une  droite  quelconque;  une  telle  para- 
bole sera  inscrite  à  un  quadrilatère  aplati  inscrit  à  la 
cubique  circulaire;  donc,  toute  tangente  à  cette  para- 
bole sera  un  côté  d'un  quadrilatère  circonscrit  à  la  pa- 
rabole et  inscrit  à  la  cubique.  Il  en  résulte  les  théorèmes 
suivants  : 

Théoiième  XVI.  —    Une  cubique   tiuelconque   étant 
donnée,   il  existe    six  séries  doublement    infinies   de 
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modes  do  i^cncjdiion  de  cette  coiLihe  coniine  lieu  des 
points  de  lencoutre  des  tangentes  menées  pai'  deux 
points  jixes  aux  coniques  insciites  à  un  quadiilatére. 

Théorème  X\  11.  —  Li ne  cubique  circulaire  étant 
donnée,  il  existe  une  série  doublement  infinie  de 
modes  de  génération  de  cette  courbe  comme  lieu  des 
foyers  des  coniques  inscrites  à  un  quadrilatère,  pourvu 
que  le  foyer  double  de  cette  cubicjue  soit  sur  la  courbe. 

Théorème  XVIII.  —  Etant  donnés  une  cubique  cir- 
culaire passant  par  son  foyer  double,  et  un  quadrila- 
tère (juelconque  dont  les  six  sommets  sont  sur  la 
courbe,  la  parabole  inscrite  à  ce  quadrilatère  aura 
pour  foj  er  le  foyer  double  de  la  courbe,  et  pour  axe 
la  parcdlèle  à  l'asymptote  de  la  cubique  menée  par  son 
fojer;  la  tangente  à  cette  parabole  en  l'un  des  cinq 
points  oit  elle  rencontre  la  cubique  rencontre  cette 
courbe  en  deux  autres  j)oi/its  tels  que  les  tangentes  à  la 
cubiijue  en  ces  points  touchent  la  conique  et  se  coupent 
sur  la  cubi<iue. 


ETÏj'iîE  DE  DEUX  SYSTE.^ÎES  S11L'»LES  DE  COORDO\,\'EES  TA\- 
(JEMIELLES   DA^'S   LE  PL.W'  :  (^OORDOWÉES  PARALLÈLES 

ET  COORDOmES  AXLVLES  ('); 

P.VR  M.  Maurice  D'OGAGNE, 

Élùve-Inséiiieur  des  Ponts  et  Chaussées. 


1.   L'élude  que  nous  allons  présenter  se  rapporte  à  la 
(Géométrie  plane. 


(')    n;i])|)('loiis   ici    (jue    Ic-j  coiicdomiécs   taugenticlles  que   Cichsch 
;i|ii)cllc  les  coordonnées  lignes  sont  les    inverses  de   ral)scisse  et  de 
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Nous  avons  choisi,  parmi  les  très  iioinbreuK  systèmes 
de  coordonnées  tangenlielles  (jue  l'on  peut  considérer, 
les  deux  qui  nous  ont  paru  les  plus  simples,  l'un  corres- 
pondant aux  coordonnées  rectilignes  ordinaires,  l'autre 
aux  coordonnées  polaires,  et  nous  les  avons  étudiés  avec 
quelque  détail;  ce  travail,  où  se  trouvent  exposés  nos 
principaux  résultats,  constitue  donc,  pour  ainsi  dire, 
l'esquisse  d'un  Traité  de  Géométrie  analytique  l'onde  sur 
l'emploi  des  coordonnées  spéciales  que  nous  envisageons. 
Aussi  n'insistons-nous  que  sur  les  points  où  ces  coor- 
données ollrent  quelque  particularité,  laissant  de  côté 
les  propriétés  communes  à  tous  les  systèmes  de  coor- 
données tangentielles,  qui  ont  souvent  été  exposées  et 
que  chacun  connait. 

Cette  étude  nous  a  en  outre  conduit  à  une  méthode 
de  transformation  géométrique  qui  est  exposée  dans  les 
§§  IX  et  X. 

Qu'il  nous  soit  enfin  permis  d'attirer  l'attention  du 
lecteur  sur  la  courbe  dont  l'étude  assez  détaillée  fait 
l'objet  du  n"  50,  et  qui  donnera  lieu,  sans  doute,  à  de 
nouvelles  remarques. 

COORDONNÉES  PARALLÈLES. 

I.  —  CoordowivéeS  de  la  droite. 

2.  On  donne  deux  points  A  et  B,  dits  origines  des 
coordonnées,  et,  par  ces  points,  deux  droites  parallèles 
Au  et  Bt',  dites  axes  des  coordonnées  {fig.  i). 


l'ordonnée  à  l'origine  d'une  droite  rapportée  à  deux  axes  concourant, 
Ox  et  Oy.  on  les  désigne  d'habitude  par  les  lettres  «et  v\  les  coor- 
données que  nous  désignons  plus  loin  par  ces  deux  lettres  sont  dilFé- 
rentes  des  précédentes. 


(  4i^^  ) 

Ou    [)Oi'le    sur    lc>    axes    des    segtnenls    A  M  ==  a    et 
Fig.  I. 


BN  =  t^,  comptés  positivement  dans  le  sens  de  A  vers 
u,  et  de  B  vers  v,  et  négativement  dans  l'autre  sens.  On 
détermine  ainsi  deux  points  M  et  N.  Les  longueurs  u  et 
v>^  prises  avec  leurs  signes,  seront  dites  les  coordomiées 
de  la  droite  MjN  . 

3.  Angle  d'une  droite  quelconque  avec  Vaxe  AB  des 
origines.  —  Les  constantes  particulières  à  chaque  système 
de  coordonnées  sont  l'angle  0  que  les  axes  de  coordon- 
nées font  avec  l'axe  des  origines,  et  la  distance  d  de  ces 
origines. 

Voyons  comment,  en  fonction  de  ces  quantités  et  des 
coordonnées  u  et  v  d'une  droite,  s'exprime  l'angle  a  que 
fait  cette  droite  avec  l'axe  des  origiues. 


Menant  par  le  point  M  (  fig.  2)  la  parallèle  MP  à  AB, 
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on  a 

sinXMF*         Mf'  «iiia  c  —  // 

sin.MNF  ^  MP      ""      sh^6  —  a  )  ^      d     ' 

d'oùlon  tire  aisément 

(v  —  z/  )  si  n  0 


(i)  tanga  = 


d  -^^v  —  u)  cosb 


4.  Angle  de  deux  droites.   —  a  et  a'  étant  les  angles 
que  ces  droites  font  respectivement  avec  l'axe  AI3,  on  a 

V  =  a'  —  a. 

Appliquant  alors  la  formule 

tan^a'  —  tanj^a 

tang^  =  : ; ï^, 

1  -r-  tanga  tanga 

on  trouve 

--  f/fU'' — u' )  —  (^c^  — M)lsin6 

i  O  )  t  â  n  *"*"  \    : —     - -— . 

^  d^-^  i.v' —  «'j(^  —  u)  -h  d[{v'  —  u' }  -r-  (v  —  u)\  cash 

La  condition  de  parallélisme  de  deux  droites  est  donc 

(3)  v'  —  u'  =  V  —  M, 

ce  qui  était  évident  a  priori,  et  la  condition  de  perpen- 
dicularité, 

(  t)     d-  -+-  {v' —  u'){v  —  «)  —  d\(y'  —  u')-^{v  —  u)]  cosO  =  o; 

si  l'angle  h  est  droit,  cette  dernière  condition  se  réduit  à 

(4')  d'^ -T- {v  —  ii'){v  —  u}^o. 

5.  Droite  moyenne.  —   Etant  données  des   droites 

(m,,  p,),  (^^2,  ^2)5  -  •  •  1  ("to)  Vm)  en  nombre  quelconque 
//i,  nous  appellerons  droite  moyenne  de  ces  m  droites 
celle  dont  les  coordonnées  sont 

et     • 


On  \i)\\  que  cette  droite  (D)  est  telle  que,  si  une  sécante 
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parallèh'  aux  axes  la  coupe  an  point  I>  ci  coupe  les  droites 
données  aux  points  D,,  Do,  .  .  . ,  D,„,  le  point  D  est  le 
centre  des  moyennes  distances  des  points  D, ,  Do,  ...,D„,. 
ISous  exprimerons  ce  fait  en  disant  que  la  droite  (D)  est 
moyenne  des  droites  données  par  rapport  à  la  direction 
de  cette  sécante. 

Transformation  des  coordonnées. 

G.  Changement  de  V axe  des  origines.  —  On  prend 
pour  nouvel  axe  des  origines  une  droite  A,B|,  déter- 
minée par  ses  coordonnées  A  A,  =  «  et  BB|  =  h.  Les 
lormules  de  transformation  sont,  dans  ce  cas, 

(5  )  11  =  Ui  --  a. 

(  -3')  t'  =  ï-i  -+-  b, 

a  et  V  étant  les  coordonnées  d'une  droite  rapportée  aux 
(jrigines  A,  B,  et  u^  et  V|  les  coordonnées  de  la  même 
droite  rapportée  aux  origines  A|  et  B,. 

7.  Changement  des  axes  de  coordonnées  parallèle- 
ment  à  eux-mêmes,  en  conservant  le  même  axe  des 
origines.  —  Soient  A«  et  V»v  les  anciens  axes,  Ai  a,  et 
B,  v^  les  nouveaux  [fig.  3). 

Fig.  3. 

iu,  1  V  V 1 


Appelons  7.  la  dislance  de  Au  et  A,  Uf,  coujptée  parai- 


'    .Il 5   ) 
lèlement  à  Alî  cl  ^'ila  distance  de  lîv  et,  lî|»'|.  La  siiuiii- 
tude  des  triangles  MM,  Q,  >  N,  R  et  M,  N ,  P,  donne 

lli  —  U    _     l'i  —   V  <'i  —  Ui 

a 
d'où  l'on  tire 

(6) 
et 

(6'.) 


r/  -^  !i  —  a 

8.  Chaugeinent  des  axes  de  coordonnées  dans  une 
direction  quelconque,  en  conservant  les  jnênies  ori- 
gines.—  Soient  Ku  et  Bv  les  anciens  axes,  et  A;/,  et  Bt'i 


les  wo\x\c3l\xx  [fig.  f\).  On  a,  dans   les  triangles  AMMi 
et  BNN, , 

Il  i-         ?in(0|  —  -y.)        sinO,  —  cosO|tnniîa_ 

Ui         \'i  sin(0  —  a)  î^inO — cosO  tun;^  a 


t  a  n  g  a  = 


(■(•,  —  //i)*inO, 


on  en  déduit,  a]>i'ès  réduction, 


(7  I 


d  sin  Oi 


Il    _    *' 

//i         r,         c/5-iiiO — (Cl  —  ?/|)sin(0| — 0 
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Celle  substitution,  faite  dans  une  équation  algébrique 
F(  «,  v  j  =  o,  n'altère  pas  le  degré  de  cette  équation,  non 
plus  que  les  deux  premières  substitutions,  ce  qui  devait 
avoir  lieu. 

9.  Transformation  générale.  —  Toute  transforma- 
tion peut  se  décomposer  en  plusieurs  autres  qui  rentrent 
dans  les  cas  précédents. 

Soil,  par  (îxeniple,  à  passer  d'un  système  (Aw,  Br)  à 
un  autre  (  A,  zfj,  B,  (',  )  qui  lui  est  parallèle. 

Appelons  Ao  et  Bj  les  points  où  la  droite  A|B,  coupe 
respectivement  Ku  et  Bv^.  Nous  passerons  du  système 
(Aif,  Bt')  au  système  (A2Zf,  Bj^)  par  la  première  trans- 
formation, puis  du  système  (Aoif,  Bo^)  au  système 
(A,  «1,  BjV^i  )  par  la  deuxième. 

Soit  maintenant  à  passer  du  système  (Aw,  Bp)  à  un 
système  (  A,  M|,  B,  v',  )  quelconque. 

Appelons  A2  le  point  de  rencontre  de  Ku  et  A)  zi|,  B2 
le  point  de  rencontre  de  Bv^  et  B,  t^,.  Nous  passerons  du 
système  (A«,  Bv»)  au  système  (AoZf,  ^1^)  P^^'  ^^  pre- 
mière transformation,  puis  du  système  (Aow,  Bo»^)  au 
système  (AoUi,  Bot^i  )  par  la  troisième,  et  enfin  du  sys- 
tème (AoM),  Bot',)  au  système  (A|«,,  B,t'i)  par  la  pre- 
mière. 

JI.    FLf^UAÏIOJN     DU     POINT. 

iO.  Si  l'on  considère  un  point  iixe  P  et  une  droite 
variable  MN  passant  par  ce  point,  il  existera  entre  les 
coordonnées  de  cette  droite  une  relation  qui  sera  l'équa- 
tion du  point  P. 

Cette  relation  est  facile  à  établir.  Tirons  \P  et  BP 
[fig-  5),  et  posons 
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JNous  aurons,  pour  une  position  cpielcoiique  de  la  droite 
MN, 


B>J   _  AM 

ÂïX'  ~  ivTv 


_? 


a  —  a  u 


A'.'  /       / 

Al        p  jB 


ou  encore 


telle  sera  l'équation  du  point  P. 

1 1  •  Réciproquement,  toute  équation  du  premier  degré 
représente  un  point.  Soit,  par  exemple, 

Xu-hBv-T-G  =  o 

une  relation  à  laquelle  satisfont  constamment  les  coor- 
données de  la  droite  MN.  On  voit  facilement,  et  c'est 
d'ailleurs  un  résultat  bien  connu,  que  la  droite  ainsi 
définie  passe  constamment  par  le  point  P  tel  que,  si  Vjy 
est  parallèle  aux  axes  de  coordonnées,  on  a 

(8)  P''-        ^ 

-  <^ 

(9)  P^'^1 


A-^  B 

Jnn .  de Maihéniat.^'i'=  sévU',  t.  III.  (Septembre  i88.'|.)         'i-"] 
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Poiu-  cjiu;  le  [)()iiiL  P  soit  sur  l'axe  des  origines,  il  faut 
(jue -',  et  par  suite  C  soit  nul.  L'équation  d'un  tel  point 

est  donc 

A  î<  -!-  B  ('  =  o . 

Pour  que  le  point  P  soit  à  l'infini,  il  faut  que  v  soit 
infini,  et  par  suite  que  A  -t-  B  =  o. 

Si  le  point  P  est  sur  A«,  son  écjuation  se  réduit  à 

A  «  -;-  C  =  o  ; 
sur  Bi^, 

B  i'  -}-  C  =  o. 

Coordonnées  de  la  droite  AP, 

C 

coordonnées  de  la  droite  BP, 

C 
t'  =  o.      Il  = • 

Pour  le  point  à  l'infini  dans  la  direction  des  axes, 
A  ^  o,  B  =::  o  ;  l'équation  de  ce  point  sera  donc  C  =  o. 

12.  Si  l'équation  du  point  est  mise  sous  la  forme 

Il  =  mv  -h  II, 
on  a 

Il  =  A  A      et     m  =  — ^  • 

Tlemarquons  enfin  que,  si  A  et  B  sont  de  nunne  signe, 
le  point  P  est  entre  les  axes  de  coordonnées;  s'ils  sont 
de  signes  contraires,  le  point  P  est  en  dehors  de  ces 
axes. 

13.  Point  de  rencontre  de  deux  droites.  —  Soient 
les  droites  définies  par  les  coordonnées  (z^i,  r,  )  et 
(/ij,  t'o).  ()ii  a  immédiatement,  j)our  Técpiation  de  leur 


(   1'9' 


point  de  rencontre. 


(  lO) 

ou 

I  lo'  ) 


"2        '"2         I      I 

a,  (•  —  c, 


i"î  —  i'i 


14.  Condition  pour'  que  trois  droite.';  passent  au 
même  point.  —  Cette  condition  sera,  d'après  ce  rpii 
précède, 


(") 


ui     f,     i 


io.  Êcpuition  générale  des  points  situés  sur  une 
droite  donnée.  —  Si  u,  et  r,  sont  les  coordonnées  de  la 
droite  donnée,  Téquation  de  tout  point  situé  sur  cette 
droite  sera  de  la  forme 


//  ^  M,  =   A(  P  —  C.   ), 


(12) 

,     1  ,   PM 
A  étant  eeral  a  -77^ 


16.   Distance  de  deux  points.  —  Soient  (//ç.  6)  deux 
FiL'.  6. 


*/'   V       JJ   /B 


d  --->j' 


points  V  et  P' avant  pour  équations 


(i3) 


(   420   ) 

t'I 

\'  a  -t-  B'c  -^  C  =  o. 

Menons  par  Jes  points  P  et  P'  les  parallèles  P/)  et  P'/>' 

aux  axes,  et  par  le  point  P'  la  parallèle  P'(^  à  AB^  nous 

aurons 

PP'2=  r>=  PQ2_f-P'Q2M-2PQ.P'Qcose; 
or 

—  G  -G 


PQ  =  Pp  —  V'p'  = 


A  +  B       A'  ^-  B' 


et,  en  appelant  d  la  distance  AB, 

P'Q  =  Ay>  —  A'/>  =  -r r-  —   —, j- 

^  ^         A  -+-  B        A  -+-  B 

donc 

1   ..,  _  /      C  G'      V   ,     ,.,  /      B I^ 

I  ''    ~  V  A  +  B        A'  -<-  B7     '        \A-h  B        A'  — 

I         -KÂ^~Â^')(ÂfT^"Â4rB')'^'''^- 

17.   Distance  d'un  point  à  une  droite.  —   Soient  le 
point  P  dont  l'équation  est 

A  ?«  -+-  Bp  -f-  G  =  o, 

et   la   droite  JNIN   dont   les   coordonnées  sont   //,    et  t', 


ifs-  ?)•  Abaissons  du  point  P  la  perpendiculaire  PH 
sur  Mi\,  et  menons  parallèlement  aux  axes  la  droite  Pp 


(  4^-  ) 

qui  coupe  M^  au  point  P'.  jNous  avons 

VH  =  PP'sinPP'H  =(P/?  — P>)sin(f)  — a», 

a  étant  l'angle  de  la  droite  M^  avec  AB. 
Or  nous  avons  vu  que 


A  +  B  ' 
pour  P'p,  on  a 

P'p  —  ui       A/>  _       B 


d'où 

enfin  on  a 
d'où 

et 

sln(6  —  aj 


Vi  —  iii  AB        A  -^  B 

„,  Ah, -hBi'i 


.     yy   _ 

A--B      ' 

«iiKO  — 

^) 

d 

siii  a 

t'i  —  «1 

,  ft        -,1 

f/sinft 

l'i  —  Ui  -r-  d  COsf) 


y/f/-  —  ('  t'i  —  ?/(  ;-  -^  a d(i'i  —  iii  )  cos6 
II  vient,  par  suite,  pour  l'expression  de  PH, 
{Aut-^Bi-i-^C)dsln(i 


(i4)     PH=  — 


(A  -i-  B)  \/d^-h{vi—'  Uiy-+-  '2d{vi  —  îti)cos6 

Si  l'on  veut,  par  exemple,  la  distance  o  de  l'origine  A 
à  la  droite  («,,  p»,),  on  aura,  en  appliquant  la  foi-niule 
précédente, 

ifi  (/sin  0 


(i4') 


\/d'-  -f-  (Pi  —  «f  )--T-  2<:/(  Pi  —  «i)  cos( 


18.  Droites  et  points  imaginaires.  —  ]Nous  appelle- 
rons droites  imaginaires  les  droites  doïit  les  coor- 
données seront  de  la  forme 

«  =  «  -4-  bi,     i-  =  c  -+-  di. 

Deux    droites  seront   dites   imaginaires  conjuguées 


(  4^^  ) 

t|iiaiul  leurs  coordonnées  seront  respectivement  conju- 
guées. La  première  aui-a  pour  équation 

^^  =  rt  -+-  hi,     t-  =  c  -r-  di; 
la  seconde 

Il  =  a  —  bi,     ç  =:  c  — ■  di. 

La  droite  médiane  de  deux  droites  imaginaires  conju- 
guées est  réelle^  ses  coordonnées  sont  en  eflét  a  et  c. 

Le  point  de  rencontre  de  deux  droites  imaginaires 
conjuguées  est  réel  5  son  équation  est,  en  eii'et, 

('  —  c  —  di        a  —  a  —  bi 


1  di 


Un  point  est  dit  imaginaire  lorsque  les  coeflicieuls  de 
son  équation  sont  imaginaires  : 

( A  -h  B i) u  -i-  (  G  -i-  D i)p  -4-  E  -I-  F  i  =  o. 
Point  imaginaire  conjugué 

(  A  —  B  i)  u  -h  (  C  —  D  i)  V  -i-  I-:  —  F  i  =  o. 

En  écrivant  les  équations 

A  «  H-  C  t'  -^  E  -;-  j  (  B  ?i  ^-  D  c  -^  F  )  =  o 
et 

Au-T-  Cv  -^  1]  —  i[  B i<  -4-  \)v  -T-  F  )  =  o, 

on  voit  que  ces  deux  points  se  trouvent  sur  la  di'oite  qui 
joint  les  points  réels  dont  les  équations  sont 

A  K  -;-  C  i'  -t-  E  =  o     et     B  w  -r-  D  c  -f-  F  =  o. 

19.  TiiÉonÈME.  —  Toute  équation  Jiomogène  de 
degré  m  en  u  et  v  représente  un  système  de  m  points 
réels  ou  imaginaires  situés  sur  l  axe  des  origines. 


(  4-^3  ) 

]Nous  exprimerons  ce  lait  eu  disant  ijuiiiie  telle  équa- 
tion représente  une  poncluelle  située  sur  l'axe  des  ori- 
gines. (_y  suivre.) 


COXCOIRS  GE\EUAL  DE  I88.> 

MAÏHKMVTIQliES    SPKCIALKS 

(îoir  ■!•  st-rle,  t.  lU,  p.  ?.07.i: 

V\R    M.    FONTENÉ. 

Professeur  au  Cctllése  Holliii. 


D'un  /)oi/it  P,  fjiis  sur  une  normale  en  un  point  A 
tV un  i>araholoïde  eUipiiijue,  on  peut:  métier  à  la  surface 
quatre  autres  normales  ayant  pour  pieds  les  jwints  B, 
C,  D,  E  : 

1°  Trousser  V é(iuation  de  la  sphi^re  S  passant  par  les 
quatre  points  B,  C,  D,  E-, 

"iP  Trouver  le  lieu  des  centres  1  des  sphères  S  quand 
le  point  P  se  déplace  sur  la  normale  au  point  A,  ainsi 
que  la  surface  engendrée  par  la  droite  PI. 

Je  démontre  d'abord  le  théorème  suivant,  analogue 
au  théorème  connu  de  Joacliimstlial  sur  les  normales  à 
l'ellipse,  et  que  je  crois  nouveau.  La  démonstration 
s'applique  au  théorème  de  Joacliimstlial. 

Théorème.  —  Si  d'un  point  P  on  mène  à  une  surface 
du  second  degré  les  six  normales  dont  les  pieds  sont 
x\.,  B,  C,  D,  E,  F,  les  cinq  points  B,  C,  D,  E,  F,  et  le 
point  A'  diamétralement  opposé  au  point  A  sont  sur 
une  infinité  de  surfaces  du  second  degré  ayant  leurs 
axes  parallèles  à  ceux  de  la  surface  donnée; par  suite, 
sur  trois  surfaces  de  rés'olution  du  second  degré^  dont 
les  axes  sont  parallèles  et  ceux  de  la  surface  donnée. 


(  4^4  ) 

Soil  rdlipsoïde  représenté  par  J'équalion 


Les  coordonnées  J",j)  ,  z  du  pied  d'une  des  normales 
\érinent  l'équation  (i)^  les  cooi-donuées  Xo,  y^-,  z^  du 
pied  A  donnent  en  particulier 


(^)  4 --ri 

«-         b- 


Retrancliant  cette  équation  de  la  précédente,  on  a 

.ox  V  (.r  —  j-o) (:r -l-.ru) 

(  o  )  >   -^ =  o. 

Soient  ./'i,  }  , ,  z^  les  coordonnées  du  point  l^  ;  on  a 


•ri  —  x_  xx  ~y  __  z^  —  z 


X 

Y 

^ 

a2 
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c- 

en  particnlier 

' 

■^'i 

— -^0 

1 

''i  —  .Vo 

= 

-1  —  -0 

•n. 

.l'o 

-^ft 

(t^ 

hi 

c- 

on  en  tue 

/^; 


/.-o; 


/         /k- \            («2-f-A-) 
I  =    .r     I  H r      =    .r ^ 


•''i  =  •'^'o  l  '  ~i~  TTÏ  /  =  •'  0 

d'où 

.r  «-  -r-  /i 


1  1) 


0 


rt- 


()n  a,  par  suite. 

■?•  —  Tq  _    An  —  A- 
.r        ~  «2  -4-  /,-f, 


(  4-^5  ) 

L'équation  (3)  devient,  eu  divisant  par  A,)  —  A, 

(5)  - 


«2  (  a^ -f- /."o  ) 


11  esl  facile  de  voir  rjue  la  division  par  ^o  —  A  su[)- 
prime  le  point  A;  en  effet,  si  l'on  suppose  le  point  A 
donné  par  ses  coordonnées  j-q,  jo,  -oi  ft  le  point  P  sur 
la  normale  en  A  donné  par  le  paramètre  A~o,  les  équa- 
tions (4)  donnent  x,  J,  z  en  fonction  de  A;  l'équation  (3) 
est  alors  une  équation  en  A  qui  donne  les  pieds  des  six 
normales,  et,  en  supprimant  le  facteur  A  o  —  A ,  on  sup- 
prime le  point  A. 

L'équation  (5)  est  donc  celle  d'une  surface  du  second 
degré  qui  passe  par  les  cinq  points  B,  C,  D,  E,  F;  il  est 
visible  qu'elle  passe  par  le  point  A'.  Or  cette  surface  a 
ses  axes  parallèles  à  ceux  de  la  surface  donnée,  et  celle-ci 
contient  également  les  six  points  B,  C,  D,  E,  F,  A  .  Donc 
ces  six  points  sont  tels  qu'il  y  passe  une  infinité  de  sur- 
faces du  second  degré  ayant  leurs  axes  parallèles  à  ceux 
de  la  surface  donnée;  ce  qui  constitue  un  théorème, 
puisque  les  directions  des  axes  font  trois  conditions. 

Parmi  ces  surfaces,  la  surface  (5)  est  celle  qui  passe 
au  centre  O  de  la  surface  donnée;  son  centre  est  le  mi- 
lieu de  OA'. 

Parmi  ces  surfaces,  il  y  a  encore  trois  surfaces  de 
révolution  dont  les  axes  sont  respectivement  parallèles 
à  Oo.',  Oj,  O::.  Comme  une  telle  surface  ne  dépend  que 
de  cinq  paramètres,  trois  pour  le  centre,  deux  pour  les 
longueurs  d'axes,  elle  est  déterminée  par  les  cinq  points 
B,  C,  ]),  E,  F,  et  le  fait  qu'elle  passe  en  A' constitue 
un  théorème. 

On  a  facilement  les  équations  de  ces  surfaces  de  révo- 
lution, par  exemple  de  celle  dont  l'axe  est  parallèle  à 
Ox.  W  suffit  d'éliminer  y-  et  z-  entre  les  équations  (i) 


(6 


426 


L't    (  5  )   el    l'idciitilé    ■}  - 
donne 


62 


()'-+::-):=  o  ;    t:c    qui 


ù-^{b-^-^ko)     c2(c2-4-A-o}     rtH«--^^"o) 


2 


J"o^ 


a2(c(2-}-  A'o) 


Crt^  f/«  pavaholoïde.  —  Dans  ce  cas,  l'un  des  pieds 
de  normale  est  à  l'infini  sur  l'axe:  et  l'on  a  à  faire  deux 
hypothèses. 

Si  le  point  A  est  un  des  pieds  à  distance  finie,  A'  est 
à  l'infini  sur  l'axe,  et  la  surface  analogue  à  la  surface  (5  ) 
contient  les  quatre  pieds  à  distance  finie,  B,  C,  I),  E, 
le  pied  F  à  l'infini,  et  le  point  A'. 

Le  paraboloïde  ayant  pour  équation 

■ — —  2.r  =  o, 

P         V 

un  calcul  analogue  au  précédent  donne  pour  l'équation 

de  cette  surface  (  '  ) 


i:) 


-(. 


-o) 


C'est  un  cylindre.  Les  surfaces  du  second  degré  qui 
passent  par  la  courbe  commune  sont  des  paraboloïdes, 
parmi  lesquels  est  un  paraboloïde  de  révolution  dont 
l'équation  est 


(8) 


'U' 


■Il   ii(K>U jiîi 


—  (p-¥-fco) 


P 


('  )  (jn  po.sc 


(  4^7  ) 

Les  deux  autres  surlaces  de  révolution  sont  des  cy- 
lindres paraboliques. 

Si,  au  contraire,  le  point  A  est  le  pied  à  Tiniiin,  A'  est 
le  sommet  du  paraboloïde  ;  la  méthode  précédente  n'est 
plus  applicable.  Mais,  des  trois  surfaces  de  révolution 
qui  contiennent  alors  les  cinq  points  B,  C,  D,  E,  F,  et 
le  sommet  du  paraboloide,  celle  dont  l'axe  est  parallèle 
à  l'axe  du  paraboloide  est  connue  et  s'obtient  par  le 
calcul  suivant. 

L'équation  du  paraboloide  étant 

■ — : —  IX  =  o. 

P        7 

le  point  P  ayant  pour  coordonnées  x^^y^,  "i,   les  pieds 
des  normales  sont  déterminés  par  les  relations 

T^—x  _  Yi  —  y  _  z^  —  z 

-I     -^      .r      ~      £      ' 
P  7 

on  en  conclut,  en  tenant  compte  de  l'équation  du  para- 
boloide, 

2x(.ri  —  ^)^-r(j)'i  — r  )-l-  z{z^  —  z)  =  o 


(9  )  2j"'-(- 1-  -f-  z-  —  (ix^T  -f- ri  j  -4-  -=1-)  =  o, 

équation  d'une  surface  de  révolution  autour  d'un  axe 
parallèle  à  Or,  et  qui  passe  au  sommet  du  pai^aboloïde. 

Celte  surface  de  révolution  donne  facilement  les  deux 
autres. 

On  peut  remarquer  qu'elle  passe  au  point  P,  et  que 
son  centre  est  au  milieu  de  OP. 

Elle  est  indépendante  des  paramèlies  du  paraboloide. 
et  forme  un  lieu  géométri(|ue. 


(  4^8  ) 
lieinai'iiue  sur  une  surface  (jui  passe  par  les  pieds  de 
tjuatre  des  normales.  —  L'équation  (5)  peut  s'écrire 

forme  symétrique  en  x  et  x^. 

Si  l'on  désigne  par  x\,  j  'y,  z^  les  coordonnées  du  pied 
F  d'une  seconde  normale  issue,  du  point  P,  on  a  de  même 
la  surface 

(II)  yTx\(x^T\,)  ^ 

Aid  a^j'i 

qui  contient  les  cinq  autres  pi(.'ds. 

Les  quatre  pieds  B,  C,  D,  E  soat  donc  sur  les  surfaces 

(  lo)  et  (i  I ).  Retranchant,  on  a 

yr  j-i  { .rp  —  .r'o  )  +  a-(  J-g  —  a-'„-  )  _  ^ 
,     •^"o  -t-  ■ï'o 


X  I  X 

Or  on  a 


d'où 


j-o(«^+  />"o)  =  a'^x^, 


W-x^ 
L'équation  devient,  en  divisant  par  /'„  —  A  y, 

^     '  ^^a^x\      \  2       /  ' 

équation  d'une  surface  dont  les  axes  sont  parallèles  à 
ceux  de  la  surface  donnée,  et  qui  contient,  outre  les 
quatre  points  B,  C,  D,  E,  le  centre  O  de  la  surface 
donnée,  et  le  point  A  symétrique  du  milieu  de  AF  par 
rapport  à  ce  centie;  son  centre  est  le  milieu  de  OK. 


(  429  ) 
Equation  de  la  sp/iè/e  (/ui  passe  par  t/uatre  des  six 
pieds  de  noi'uiales .  —  Les  quatre  pieds  B,  C,  D,  E  sont 
sur  les  trois  surfaces  à  axes  parallèles  (i),  (io),(ii).  En 
éliminant  x-,  j-,  z-  entre  les  équations  de  ces  trois 
surfaces  et  l'identité 

.2-2  +  J2  -^  ^2  _  (  J.2  ^yt  _^    -2  )  =  o, 

on  aura  l'équation  de  la  sphère  qui  passe  en  B,  C,  D,  E. 
Dans  le  cas  du  paraboloïde,  A  étant  un  des  pieds  à 
distance  finie,  F  le  pied  à  l'infini,  il  suffit  d'ajouter  les 
équations  (8)  et  (9).  Mais,  comme  l'équation  (9)  contient 
les  coordonnées  x, ,  y^ ,  2:, ,  et  qu'on  a  posé 

-'"l  ^  ^0 "^0) 

}  \  —  }  0  — 


(13) 


on  y  remplace  d'abord  .X'i,  p  ,,  c,  par  ces  valeurs. 
On  obtient  finalement 

/  a(a"2-t-j2-+-^2)  — 2J"(xo-h7?-l-^) 

I       _^p^,j^  ih){^^  -  ^  j  -  i(p  ^  k,){q  +  A-o)  =  o. 

Ap])îicalion  au  problème  du  concours  général.  — 
On  trouve  immédiatement,  pour  le  lieu  des  centres  I, 

se  = !-  ^ , 

2  J. 

.r  _  .rn  .  fn 

Z~    p    •    q' 

c'est-à-dire  une  droite  parallèle  au  plan j  Os  et  rencon- 
trant Ox. 

Quant  à  la  droite  PI,  elle  décrit  un  paraboloïde.  En 
effet,  les  points   P  et  I  décrivent  deux  droites,  et  leurs 


(  43o  ) 
coordonnées   montrent  qu'ils  sont  liés  liomographique- 
nient,  de  manière  à  donner  une  généraliice  à  l'infini. 

D'ailleurs,  si  l'on  mène  par  l'origine  des  parallèles 
aux  droites  PI,  le  lieu  de  ces  parallèles  donne  le  plan 
directeur 


'>^       .ro 


.r  :; 

-  -\-q  — 

2  ^0 


('Z-/')--^     ip-^i)-"^ 


CONSTRUCTION  DES  TANGENTES  Al  POINT  DOUBLE 
DE  LA  SECTION  DU  TORE  PAR  SON  PLAN  TANGENT; 

Pau  m.  DOUGET, 

Professeur  au  lycée  Corneille,  à  Rouen. 


Soit  iiiDi   le  point  de  contact.  Je  construis  un  point 

p' 


voisin  ss' .  Si  l'on  appelle  z>  l'angle  que  fail  avec  nio  la 


(  43.   ) 

tangente  en  ///,  on  a 

,.       se 
tanççi  =  lim  — •  • 
"  '  me 

Or 

se  =  (lot  —  (e)te,     (e  =  s  i  =  —, — - 

sp 

On  a  donc 


se           o.ot  —  te        / m  s  \-        7.of  —  te  i 

X     =  —, —  X 


-  sp  \  me  /  s  p  cos^a 

me  '■  ■  '  ^ 

a.  désigne  l'inclinaison  du  plan  tangent  sur  le  plan  lio- 
rîzontal .  Mais 

510^ — te        oni        oq  ,  XX 

lim ; =  =  —i—  =  tani;-<7«o: 

i-  p  ma 

'  aq 


tan£ï7<7o 
tanof©  =  '—^ 


Soit 


,  , ,        mo  X  \  rno 

mh\  =  m  h  =  ;      \A\\"inq li^  =  ^  tanîrc. 

cosa  "      •*  nuj  .cos  Cl  ' 

La  tangente  cliercliée //î :;  est  perpendiculaire  à  <///i. 

La  construction  est  donc  celle-ci  :  décrire  sur  o«  comme 
diamètre  une  circonférence  qui  est  coupée  en  f/  et  en  /• 
par  la  ligne  de  rappel  du  point  /;i;  prendre  inh,  =  m' h' 
et  tracer  les  droites  </// 1 ,  ;7/,.  Les  tangentes  au  point 
double  sont  les  droites  /??  z  cl  mz^ ,  perpendiculaires  à  </// 1 
et  à  J'hf . 


(•ROIMIIETÉS  D'UNE  FONCTION  ARITHMETIOIE; 

Pau  m.  E.  CESARO. 


L   Ayant   décomposé  />,  de  toutes  les  manières  pos- 
sibles,    en    //    nombres    entiers,    .r,,   .To,   .r;i,    ,..,    x„. 


(  432  ) 
posons 

^id  (  I  -4-  .r  1  )  (  I  —  jTo }  (  I  -f-  ^3  ) .  .  .  (  I  —  .-/■„) 

Cette  fonction  u  jonit  de  curieuses  propriétés,  que 
nous  allons  énoncer,  en  laissant  au  lecteur  le  soin  de 
chercher  les  démonstrations. 

Nous  supposons  u„^p=o,  si  n  est  inférieur  à  i,  ou 
supérieur  à  /). 

II.  Théorème. —  B^,  étant  le  p'^"^^  des  nouihics  (Je 
Benioulli,  définis  par  l' égalité  s-)  inholi(jiie 

(B  -4-  i)/'— B/'=  o. 


B,,=  1.2.3.  .  ./>     


pourvu  que,  après  avoir  développé  le  second  membre 
par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  «,  on  rem- 
place u"  par  u„^p. 

Eu  d'autres  termes, 

~, — ^/>A  lf-l,p~^   ''/J  +  1,2  "2,/> 

i  .JL.:> .  .  .p 

^p+2,3  "3,/>  -i-  .  .  .  ^-  Cj2/)-1,/)  f'p.p- 

Par  exemple, 
Ri 

-T— 7  = 4  «!,',-!-  10U2,i 20  î/3,i4-  o5«i,v. 


Or 


I .2.3.4 


1 

) 

_     I  I  '     _  I-^ 

"-■'*  ~  171  "^  o  "^  4TIi  ~  36  ' 

_       I  I  I       _  I 

2.2.3  2.3.2      '      3.2.2  4 

_  I  _      I 

2.2.2.2  l(î' 


(  433 
par  conséquent 


35  \  j_ 

3o' 


III.   S,i^p  étant  la  somme  des  produits  p  à  /7,  des  // 
premiers  nombres  naturels,  on  a  symboliquement 


(  /t  -i-  I  ) (  /?  -^  7.){  n.  —  i  ). .  .{  n  —  />  ) 


Par  exemple,  pour  j)  =  3,  on  trouve,  après  quelques 
transformations, 

Si  l'on  ordonne  S„  p  par  rapport  aux  puissances  de  n, 

on  reconnaît  que est  le  coefficient  de  //. 

'  /' 

IV.   8i  l'on  pose 


I  1.2  1 . 2 . i  1.2.3.4 

on  a,  sYmhoIiqnement, 

1  p 

r  I  -!-  .T-  )  *"  =    — -  , 

I  -h  Aa; 
c'est-à-dire 

i         r         '  "     ,        7     ,       244;     . 

L  2  24  10  a^Oo 

V,  On  a 

I 

»!./,= 7 


2     / 

'   I 
\  2  "^ 

I 

"  3  "^ 

I 

,     •) 

"i.p                           \ 
'          /?  -h-  2^ 

•       p) 

I 

Un  n= 

P-P          yp 

On    peut   calculer  les   valeurs   de  la    fonction    n    au 

Ànn.  (le  Mathi-iiifit.,  .5'  série,   l.  III.  ( Septombre  1884.)  28 


(  434  ) 

moyen  tle  la  relation 

On  obtient  ainsi  le  Tablean  snivant  : 


Ih.p 

l'2,?> 

"3./; 

i''..r 

"5,/, 

"/M 

1 

O 

O 

o 

o 

"«.2 

1 
3 

1 

4 

O 

o 

o 

i'n.^ 

1 

1 
i 

1 

8 

o 

o 

l'nA 

1 

1  3 
36 

1 

1 

1  « 

o 

lln,5 

1 

6 

1  1 
30 

1  7 
48 

1 

G 

3  i 



• 

• 

^  I.   Voici  quelques  autres  propriétés  de  la  fonction  u  : 

'-'/J+1,1  ''l,/) —  ^•'/'+2,2  "2,/>~i~  ''/'+3,S  "3./J — •••^^^ip,P^'  P,P        ~ 


Cp+2,1  "l,/) '-'/)-l-3,2  ^'2./?+  ^'p-^!t,3f'3,p' 

f'i.p  "2./.-I     ,      '^3./;-2  "\.n--i     .  _ 

I  1.2  1  .'2.3  1  .2.3.4 

f'i.p         Jll.p-\         "3,p-2  1l:.p-^  _ 


P ^ 

1.2.3...(/>  -4-  1/ 

I  I  I 


I  .  2  .  O  .  .  ./> 

i.2...3(/?-T-i; 


1.2  1.2.3  1.2. 3. 4 


2         2.3  2.3.4 


2.3.4.../' 


THEOREME  DE  Cî\EMAT30lE; 

Par  m.  E.  CESARO. 


Lorsqu'un  point    Al    parcourt  une  trajectoire   tpiel- 
conque,  on  peut  supposer,  à  eliaque  instant,  qu'il  exé- 


(  435  ) 
cute  un  mouvement  liélieoïdal  autour  d'un  axe  central. 
qui  est  l'axe  de  l'iiélice  osculatrice  à  la  trajectoire,  au 
point  considéré.  On  en  déduit  facilement  que  le  mou- 
vement d'un  point  peut  toujours  être  ramené  au  roule- 
ment et  au  glissement  d'une  surface  réglée,  solidaire 
avec  le  point,  sur  une  surface  réglée  fixe  dans  l'espace. 
Dans  quels  cas  ces  surfaces  sont-elles  développables? 

On  sait  que  l'axe  central,  parallèle  à  la  rectifiante, 
rencontre  la  normale  principale,  entre  le  point  M  et  le 
centre  dtTcourbure,  à  une  distance  de  M  égale  à 

p  sin^o  =  R, 

'i  étant  l'angle  de  la  rectifiante  avec  la  tangente.  Si 
A,  B,  C  sont  les  cosinus  directeurs  de  l'axe  central,  et 
/*,  jO-,  h  les  cosinus  directifs  de  la  normale  principale,  les 
équations  de  l'axe  central  sont 

X— (.r^R/)  _  Y  — O'-^R.^)  _  Z  — r:;^R//^ 

et,  par  conséquent,  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  cet  axe  engendre  une  surface  développable 
est  exprimée  par  l'égalité 


(^) 


A  r/A  dr^Kd/^fclK 
B  f/B  dy  ^Kd^^^cm 
C     f/C     dz  -^  R  dh  —  h  r/R 


Or  on  sait  que  la  normale  principale  est  perpendi- 
culaire à  deux  axes  centraux  consécutifs,  et  que  ceux-ci 
font  entre  eux  uii  angle  d's>.  Il  en  résulte 

/  ^'  _  /' 


MdC  —  CdB        CdA  —  AdC        A  rfB  —  B  r/A      ~  d:. 
La  condition  (i)  devient  donr 

I  S/r/r  -:^  R  I./d/—  r/R  I./']d'z,  =  o 


ou  l)icn 

r/i  dl\ 


(  43^  ) 

Conséqucnimcnt  il  y  a  deux  classes  de  Irajecloires, 
ielles  que,  si  un  point  les  parcourt,  son  mouvement  re- 
vient au  roulement  et  au  glissement  d  une  surface  dc- 
veloppahle,  solidaire  avec  le  point,  sur  une  surface 
développahle  fixe  dans  l'espace.  La  première  classe, 
définie  par  la  condition  'j  =  const.,  est  connue  :  c'est  Ja 
classe  des  hélices,  ou  lignes  géodcsiques  des  surfaces 
cylindri(|ues.  11  nous  resterait;!  étudier  la  seconde  classe 
de  trajectoires,  répondant  à  la  condition  R  =  const., 
ou  bien,  ainsi  qu'il  est  facile  de  le  reconnaître,  à  la  con- 
dition 

P 


H — *—  =  const , 


Si  l'on  considère  les  surfaces  rectifiantes  des  trajec- 
toires de  la  dernière  classe,  on  voit  que  le  problème 
peut  être  posé  en  ces  termes  :  Quelles  sont  les  surfaces 
développables,  qui  ont  une  courbure  constante  le  long 
d'une  de  leurs  géodésiques? 


COXCOIRS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  POLYTECHMQIE  E\  \Wi. 


Composition  de  Mathématiques . 

On  donne  une  conique  —,  H e r  =  i  :  on  loint  un 

^       a-         a-  —  c-  •* 

point  M  de  cette  conique  aux  deux  foyers  F  et  V . 

I.  On  demande  d'exprimer  les  coordonnées  du  centre 
du  cercle  inscrit  dans  l'intérieur  du  triangle  MFt',  au 
moyen  des  coordonnées  du  point  M. 

II.  Dans  le  cas  où  la  conique  donnée  est  une  ellipse, 
on  démontrera  que,  si  l'on  considère  les  cercles  inscrits 
dans  deux  triangles  correspondant  à  deux  points  M  et 


(   i^7  ) 
.M'  de  la  conique,  l'axe  radical  de  ces  deux  cercles  passe 
par  le  point  milieu  du  segment  MM'. 

m.  Pour  cliaque  position  du  point  M,  le  rayon  vec- 
teur FM  louclie  le  cercle  correspondant  en  un  point  P  : 
on  déterminera  en  cooi'données  polaires  l'équation  du 
lieu  décrit  par  le  point  P.  (On  prendra  le  foyer  F  pour 
origine  des  rayons,  et  l'axe  des  x  pour  origine  des  angles.) 

N.  B.  —  Dans  toutes  ces  questions  il  est  nécessaire 
de  distinguer  le  cas  où  la  conique  donnée  est  une  ellipse 
de  celui  où  elle  est  une  hyperbole. 


Deux  troncs  de  cône  égaux,  dont  les  axes  sont  verti- 
caux, sont  raccordés  entre  eux  par  une  portion  de  sphère. 
Les  parallèles  de  contact  sont  des  cercles  ab  et  cd.  Exé- 
cuter à  teintes  plates,  à  l'encre  de  Chine,  le  lavis  du 
solide  ainsi  constitué. 

Coniposition  de  Géométrie  descnptive. 

Représenter  par  ses  projections  le  solide  commun  ;i 
un  cône  et  à  un  cylindre  pleins,  tous  deux  de  révolution. 

Les  axes  sont  de  front  et  se  coupent  à  angle  droit  au- 
dessus  du  plan  horizontal  :  leur  plan  est  à  o"",  i  o  en  avant 
du  plan  vertical. 

Le  cône  est  tangent  au  plan  horizontal  :  son  demi- 
angle  au  sommet  est  le  quart  d'un  angle  droit. 

Le  cylindre  a  o'",o5  de  rayon  :  son  axe  rencontie  h; 
plan  horizontal  à  o'",i6  du  sommet  du  cône. 

N.  B.  —  On  prendra  la  ligne  de  terre  perpendicu- 
laire aux  grands  côtés  du  cadre  et  à  égale  distance  des 
deux  autres  côtés. 


(  438  ) 

Com/yosition  de  Trigononict/ùc. 
On  donne  les  trois  cotés  d'un  triangle, 

a  =  125x4'",  87, 
b  =22636'",  55, 
c  —  18915'",  92. 

Déterminer  les  trois  angles,  et  la  surface  en  hectares. 


SOLITIOXS  I5E  OIESTIOXS 
PROPOSÉES  DWS  LES  XOIVELLES  AXIALES. 


Question   1360 

(voir  ?.'  série,  t.  XX,  p.  ii'i); 

Par  m.  E.  FAUQUEMBEKGUE. 

Trouver  les  trajectoires  orthogonales  d'une  droite 
de  longueur  constante  mobile  entre  deux  axes  rectan- 
gulaires. (Baucarik.) 

On  peut  voir  immédiatement  que  ces  trajectoires  sont 
des  épicycloïdes.  En  efï'et,  la  normale  d'une  des  courbes 
cherchées,  ayant  une  longueur  constante  comprise  entre 
Ox  et  Oj,  qui  n'est  autre  chose  que  la  droite  mobile 
donnée,  est  toujours  tangente  à  une  épicycloïdej  cette 
épicycloïde  est  donc  la  développée  des  courbes  cherchées, 
et  l'une  de  ces  courbes  sera  elle-même  une  épicycloïde. 
C'est  d'ailleurs  ce  que  nous  allons  trouver  par  le  calcul. 

Soient  /  la  longueur  constante  de  la  droite  mobile  AB 
et  X,  j  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  M  de 
cette  droite. 

La  tangente    à  la   trajectoire   lait  avec   les   axes   des 
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,         ,  ,  .  .  dx         dy 

angles  uoaL   les  eosiiiiis  soiu  respectiveineuL  -y^  et  -"^  > 

et,  comuie  eette  tangente  est  perpeiidieulaire  à  x\B,  il  en 


lésulli' 

•^  dx                        dy 

par  suite, 

ds            ds 

dv    '   "    dx 

Telle  est  l'écpialiou  dillerentielle  des  trajectoires. 

dy 
dx 


Pour  rinlégrer,  posons  -j-=  p-^  elle  devient 


ou,  eu  dillëreiitiant  et  remplaçant  dx  par  ^-  » 

dv  p  In 

(1)  -^ '- r,7  = -• 

'  ap       \-T-p-  ^ 

{\—  p-y- 

L'intégrale  générale  de  eette  équation  linéaire  est 


Y  = 


v/n-/?2L         J  {i^p'ï'A       / 


l'élimination  de  p  entre  cette  équation  et  Téquation  (i) 
donnerait  l'équation  générale  des  trajectoires.  Mais  il 
est  préférable  d'exprimer  a:  ely  en  fonction  de  l'angle  a 
de  la  tangente  avec  l'axe  des  x\  il  suffit  de  poser 

p  =  tan^a, 

et  les  expiessions  de  x  et  de  j  deviennent 

/  .   .  ^   ■ 

l  j:  =  /  sin  a «in  a  eus-  a  —  L  sni  7. 

'  l 

'  r  = cos'*  a  -7-  <J  cosa. 

',  "  '^ 

Toutes  les  courbes  obtenues  va\  faisant  \arier  C  sctut 


(  14-  ) 

(les  courbes  parallèles^  tar,  en  faisant 

.ro  ^  l  sin  a  -t siii  x  cos^  a,     j-„  = cos*  a. 


on  a 


a;  =  a^o  -4-  G  cos  (an — ^  j  ?     j^  =  j'o  -f-  G  sin  |  a  H j  ^ 

ce  qui  exprime  que  le  point  x^j  s'obtient  en  portant 
sur  la  normale,  au  lieu  du  point  Xq^Jq^  une  longueur 
constante  C.  Parmi  toutes  ces  courbes,  choisissons  celle 
qui  passe  par  le  milieu  Je  la  droite  x\B,  quand  cette 
droite  est  également  inclinée  sur  les  axes.  INous  obtien- 
drons la  valeur  de  C  correspondant  à  ce  cas;  en  écrivant 
que  pour  ce  point  x  =■  J  et  sina  =  cosa;  ce  qui  donne 

Les  valeurs  de  x  et  de  7  peuvent  alors  se  mettre  sous  la 

forme 

l  a?  =  —  sin  a  4-  -  sin  5  a, 
18  o 

;   y  =  —  cos  a cos  i  a. 

A  l'inspection  de  ces  formules,  on  reconnait  que  la 
courbe  est  une  épicycloïde  engendrée  par  un  point  d'uue 

circonférence   de    rayon  —  roulant  à  l'intérieur  d'une 

circonférence  de  rayon  -;  donc  cette  épicycloïde  et  ses 

courbes  parallèles  donnent  la  solution  générale  du  pro- 
blème proposé.  On  peut  dire  encore  que  toutes  ces 
trajectoires  orthogonales  sont  les  développantes  d'une 
nième  épicycloïde. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Golfart,  Morcl- 
Blanc,  Lez,  Évesque. 
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Question  1465 

(voir  s'  série,  t.  II.  p.  3X3); 

Par  m.  BARISIEN, 

Lieutenant  au  l'ji^  de  ligne,  à  Bastia. 

De  deux  points  situés  su/'  l'axe  des  x  et  é(/uidislanls 
de  l'origine,  on  mène  des  tangentes  à  la  conique  repré- 
sentée par  r équation 

a  x'^  -I-  by-  -\-  2  h  xy  —  2  j?  =  o  ; 

prouver  que  les  points  d'intersection  de  ces  tangentes 
sont  sur  la  conique 

by'^  -+-  hxy  —  x  =  o. 

(  WoLSTEKHOLME.) 

La  conique  donnée  passe  par  l'origine  et  est  normale 
à  l'axe  des  x. 

Soient  a  et  [i  les  coordonnées  d'un  point  M  du  plan. 
L'équation  quadratique  des  tangentes  menées  du  point 
(a,  ,3)  à  la  conique  donnée  est 

{ax-  -t-  by~  -+-  ihxy  —  ix){a%'^  -t-  6  ^^  -f-  2  A  a^  —  2a) 

—  [a'3.x^b'^y-\-h{%y-\~'^x)  —  (a7-t-a)]2  =  o. 

En  faisant  )  =  o,  nous  avons  l'équation  aux  abscisses 
des  points  d'intersection  de  ces  deux  tangentes  avec 
l'axe  des  x^ 

(ax'^  —  ix){a%^  -\-  b^^  -+-  7.ha.^  —  2a) 

—  [xiaoi  -T-  [3  A  —  i)  —  a]^  =  o 
ou,  en  réduisant, 

ir2(a6p2  —  î32/i2  +  2fiA  — i)  —  ixib^p  ^  hn'i  —  x)  —  a^  =  o. 

La  condition  pour  que  les  deux  racines  de  cette  équa- 
tion soient  égales  et  de  signe  contraire  s'exprime  par 

la  relation 

6  ^-  -T-  /^  x^  —  y.  =^  o. 


(  A\>-  ) 

Lc!S  points  (a,  j3)  se  trouvent  donc  bien  sur  la  courbe 

by-  -4-  hxy  —  x  =  o, 

(jui  est  une  hyperbole  passant  par  l'origine,  et  normale 
à  l'axe  des  x. 


Ouest  ion  1  i88 

(  voir  :i"  sciii",  t.  II.  p.  35i  j; 

Par  î\1.  N.  GOFFAPxT. 

Dcco/n/fosor  en  deux  fadeurs  du  second  drgré  le 
f)ieinier  inendue  de  V tuiuation 

X-*  -^  kx^  -T-\^x^  -\-  Q.X  -^  D  =  o, 

ou  l'on  suppose 

A/D  =  C. 

(FllAJVCliSCO    BOKLETTI.) 

On  a  ininiédiatemcnt 

X'  -^  —X  -^  /d  \ 

=  x'*-r-  Xx^-^X"'!-^  -+-2V/Ï))4-  A/D^'-t-D 

=  x'*  -^  kx'^  -{-  \^ X-  -^  C X  -\-  M  -^  X-  i  — — '-•i.^D  —  B  j ; 

donc 

X*  -T-  Kx^  -\-  ^  X-  -^  Cx  -T-  D 

=  (.r2  -^àix-r-  v/dV  —  x-^  ('^  H-  •^v/L)  —  I^ 

Chaque  facteur  de  ce  produit  peut  à  son  tour  se  dé- 
composer en  deuK  facteurs  du  premier  degré  ^  en  grou- 
j)aiit  ces  derniers  deux  à  deux,  on  a  les  deux  autres  dé- 
compositions. 


,  (  443  ) 

Rcmaiciue.   —  L'équation  proposée  prend  la  loiiue 

des  équalions  racipro(/ues  si  Ton  pose  a.' =  7  y  D  i  <^'ll*-" 
devient 

Elle  se  résout  done  aisément  au  moyen  des  deux  équa- 
tions du  second  degré 


ou 

x^-~xi-±  4  /  ^  ^2/D  —  b)-^/D=o. 

dont  les  premiers  membres  sont  précisément  les  facteurs 
déjà  trouvés. 

.\ote.  —  La  même  question  a  été  résolue  pur  M.M.  Muret-Blanc: 
Kealis;  Fisani;  et  G.  Richard. 


Questio/i    I  i92 

(voir  3'  série,  t.  II,  p.  .352  ); 

P.VR  M.  N.  GOFFART. 

Soit  O  un  point  intérieur  à  un  triangle   A.liC,    dc- 
inontrer  que 

OA.BG  OB.CA  OC.AB 


sini^BOG  — BAC)       sin(COA  — GBA;      sin(AOB  — AGBj 

(J.  Brill,  B.-A.) 

Les  droites  AO,  HO,  CO  rencontrent  le  cercle  circon- 
scrit au  triangle  ABC  en  des  points  xV,  IV,  C  qui  sont 
les  sommets  d'un  triangle  dans  lequel  les  angles  A',  F/, 


(')  Le  lecteur  est  prié  tic  faire  la  lij;urc. 
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Cy  sont  precisénicuL  les  différences 

BOG  — BAC,     COA  — CBxV     AOlî  —  ACB. 

Or  les  triangles  AOC  (;t  A'OC  sont  semblables-,  et  il 
en  est  de  même  de  A0I3,  A'OB'.  Donc 

AX:   _  OC  AVB '  _  0.V' 

ÂX'  ~  OA'     ^^     Tb    ~  OB  ' 

Multipliant  membre  à  membre,  il  vient,  après  trans- 
position, 

OB.AG  _  OC.AB 

A' G'     ~     A'B 

En  considérant  le  couple  des  triangles  lîOC,  B'OC, 
avec  chacun  des  précédents,  on  a  de  même 

OA.BG        OB.GA        OG.AB 


B'G'  G' A'  A'B' 

Remplaçant  B'C,  CA',  A'B'  par  les  quantités  propor- 
tionnelles sinA',  sinB',  sinC,  on  a  la  relation  deman- 
dée. 

Note.  —  La  même  queslion  a  été  résolue  par  Al.  Moret-Blanc. 


Question    14'93 

(voir  T  série,  t.  III,  p.  '1.^2); 

Par  un  ANONYME. 

(J/i  suppose  que  les  côtés  «,  /?,  c  d'un  triangle  sont 
multiples  du  rayon  r  du  cercle  inscrit,  et  Von  donne 
la  somme  a'-^ -{- b^ -{- c^  de  leurs  cubes;  trousser  les 
l'aleurs  de  ces  côtés. 

Par  hypothèse  :  a=  y.r.  b  =z  |j/',  c=^Y''-  ^7  r'i  V  *^'^^^^^ 


(  44.>  ) 

clos  iioml)res  eiiliers.  Par  suite. 


<7  -!-  6  -1-  c 

O  11       p 


-C^^h 


P  —  ^  =      7. 


Eli  i-emplaçant  /j,  p  —  a,  p  —  h,  p  —  c  par  ces  ex- 
pressions dans  la  loriiiule  connue 


il  vient 


pr-  =  (j)  —  a)(p  —  b)ip  —  c). 


a  on 


4(0=  ^  fi  ^  Y)  =  (?  "-  7  -  ^)f  ^  -  V  -  .-)C^  -^  ?  —  7) 
ou,  en  posant 

(n    (pH-Y-'<)  =  A,    (a--Y-?)  =  î^'    ('^^?-7)  =  t:, 
(•2)  4(A^-R -fC)=  ABC, 

Il  est  facile  cl(^  conclure  des  égalités  (i)  et  (2)  que  A, 
lî,  C  sont  nécessairement  des  nombres  pairs. 

Les  nombres  A,  B,  C  ne  peuvent  être  égaux;  car  les 
égalités  A  =  R  =  C  donneraient 

i'2A  =  A^ 
d'où 

A2  =  vi, 

et  A  serait  incommensurable. 

Soit  A  le  plus  grand  de  ces  trois  nombres,  on  aura 

A  --  B  -^  C  <  3  A 


(   44(3  ) 

et  par  suilc 

ABC  <  13, A;     BC<i2. 

D'autre  part,  l'équation  (2) 

4(A-4-B  +  C)  =  ABC 
revient  à 

4(B  +  C)  =  (BG-4)A; 

et  sous  cette  forme  elle  donne  BC  ^  4- 

Or  le  produit  BC  des  deux  nombres  pairs  B,  C  étant 
compris  entre  4  et  i  2  est  nécessairement  égal  à  8.  Donc, 
en  supposant  B  >-  C,  ou  a 

B  =  4     6t     G  =  2,     d'où     A  =  G. 

En  remplaçant  A,  B,  G  par  (3,  4,  2,  on  lire  des  équa- 
tions (i)  : 

a  =  3,     P  =  4,     Y  =  5; 
d'où 

a  =  3  /■,     i  =  4  '■)     c  =  ^ir 
et 

a^  ^b^  ^  c^  ^  (33-1-  43  +  53)r3  =  (G/-)''- 

Par  conséquent,  eu  nommant  s  la  somme  donnée, 
égale  à  <t^*  -\-  b'-'  +  c^,  on  aui'a 

et 

«=-{/5,     (^=-v^,     c=-v/.v. 

La  question  est  ainsi  rc'solue. 

Si,  comme  exemple,  on  suppose 

s  =  5832  =  i83, 
il  en  résultera 

/•  =  3,     rt  =  9,     &  =  i2,     c  =  i5. 
J\'ole.  —  La  HK'iiie  question  a  élc'  résolue  par  IVF.  Morel-BIanc 


il7 


QIEST10\S. 

1503.    L'intégrale  générale  de  l'équation 


est  donnée  par  la  formule 


xy  =  o 


r="V  \   /      c    '"'  ie'^-^-^  e^^^-^-^  e"^^^-"-^.  .  .-+- e'-^'^"'''-'')(I-jL. 

dans  laquelle  0  doit  être  remplacée  par  les  m  raeines  de 
l'équation 


0'«  — I  =  o. 


(Catalan.) 


ioOi.  Le  triangle  ABC,  rectangle  en  A,  est  inscrit 
dans  une  hyperbole  équilatère  ;  les  tangentes  à  cette 
courbe  aux  points  B  et  C  se  coupent  en  T;  la  normale 
au  point  B  coupe  le  côté  AC  au  point  B',  la  normale  au 
point  C  coupe  le  côté  AB  au  point  C.  Démontrer  que 
l'angle  B'TC  est  égal  à  l'angle  BTC  des  tangentes. 

(D'bcAG.AE.) 

1505.  De  chaque  point  M  du  cercle  circonscrit  à  un 
triangle,  on  abaisse  une  perpendiculaire  JNIP  sur  la 
droite  de  Simpson  relative  à  ce  point  et  à  ce  triangle;  on 
demande  : 

i"  Le  lieu  du  pied  P  de  cette  perpendiculaire; 
2°  L'enveloppe  de  la  droite  ÎNIP.  (DOcagwe.) 

1506.  Soient  CA,  CB  deux  demi-diamètres  conjugués 
d'une  ellipse;  etP,  Q  deux  points  de  CA,  CB  prolongés, 
tels  que  AP.BQ  =  aCA.CB.  Démontrer  que  BP  et  AQ 

se  coupi'ut  sur  l'ellipse.  (Ctf.inese,  M. -A.) 
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loOT.  PQ  est  un  tliamètre  d'inK!  liyp('rl)ole  équila- 
lère;  un  cercle  décrit  du  point  P  comme  centre  avec  PQ 
pour  rayon  rencontre  l'hyperbole  en  trois  autres  points 
L,  M,  N  :  démontrer  que  le  triangle  LMN  est  équila- 
téral. 

(Les  énoncés  1508,  1507  sont  extraits  du  journal 
anglais  :  Tlie  educntional  Times.) 

1508.  On  sait  que  les  cordes  d'une  conique  qui  sont 
vues  d'un  point  C  de  la  courbe  sous  un  angle  droit 
passent  par  un  point  fixe  P;  la  polaire  de  ce  point,  par 
rapport  à  la  conique,  est  une  corde  commune  de  cette 
courbe  et  du  point  C,  ("onsidéré  comme  un  cercle  infi- 
niment petit. 

Cela  posé,  soient  A  et  B  deux  points  quelconques  de 
cette  polaire.  Par  les  trois  points  A,  B  et  C,  on  peut 
mener  trois  coniques  ayant  un  contact  du  second  ordre 
avec  la  conique  donnée  aux  points  L,  M  et  N  respective- 
ment \  les  droites  CL,  CM  et  CN  sont  normales  aux  côtés 
d'un  triangle  équilatéral,  et  il  en  est  de  même  desdroites 
({ui  joignent  le  point  C  aux  cjualrièmes  points  de  ren- 
contre des  trois  coniques  osculatrices  deux  h  deux. 

(Gekty.) 


RECTIFICATION 

(Numéro  de  juillet   iSî^'t). 


Page  3o8,   ligne  5,  après  manière,  remplacer  les  deux   points   par 
une  virgule. 

Page  809,  ligne  3,  au  lieu  de  jK  = — 57,  lisezy  =—  •?.'S~. 
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COMPOSÎTÎOX  MATHÉIIATIOIE  POIR  L'ADMÎSSÎO^ 
A  L'ÉCOLE  POLYTECHMOIE  E.\  1884; 

SOLUTION   GKOMÉTRIQUE  (  '  ), 
Par  un  ANCIEN  ÉLÈVE  DE  MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES. 


On  donne  une  conique  —,  H t^ „  =  i  ;  on  iointun 

^       a-         a^  —  c-  '         J 

point  M  de  cette  conique  aux  deux  foyers  F  et  F'. 

I.  On  demande  d'exprimer  les  coordonnées  du  centre 
du  cercle  inscrit  dans  l'intérieur  du  triangle  MFF',  au 
moyen  des  coordonnées  du  point  M. 

II.  Dans  le  cas  où  la  conique  donnée  est  une  ellipse, 
on  démontrera  que,  si  l'on  considère  les  cercles  inscrits 
dans  deux  triangles  correspondant  à  deux  points  M  et 
M'  de  la  conique,  l'axe  radical  de  ces  deux  cercles  passe 
par  le  point  milieu  du  segment  MM'. 

III.  •  Pour  chaque  position  du  point  M,  le  rayon 
vecteur  FM  touche  le  cercle  correspondant  en  un  point 
P  :  on  déterminera  en  coordonnnées  polaires  léquation 
du  lieu  décrit  par  le  point  P.  (On  prendia  le  foyer  F 
pour  origine  des  rayons  et  l'axe  des  x  pour  origine  des 
angles.  ) 

_V.  B.  —  Dans  toutes  ces  questions  il  est  nécessaire 
de  distinguer  le  cas  où  la  conique  donnée  est  une  ellipse 
de  celui  où  elle  est  une  hyperbole. 

Traçons  les  cercles  exinscrils  au  triangle  FMF'. 
Soient  I,,  lo,  I3  leurs  centres.  La  ligure  formée  ainsi 
donne  lieu  à  quelques  propositions  de  Géométrie  élé- 

('  )  On  n'allenflail  pas  des  candidats  une  solution  de  ce  genre. 
Ami.  du   Mitcliéin.tc,  ?,"  sùric,  l.  IIL  (Octobre  i.S8(.)  9.f) 
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menlaiie,  utiles  pour  la  suite  et  que  je  vais  d'abord  rap- 
peler. 

Les  seginenls,  tels  que  FQo,  MP^ ,  . . .,  sont  égaux  au 
(lemi-péi'i/nctre  du  ttiangle  FMF';  un  segniejit ,  tel  que 
MP,  conijrtè  à  partir-  du  sommet  M,  est  égal  au  demi- 


^s:-" — --_ 


N'  ■Q,0/N  "L 


I, 


périmètre  du  triangle  FMF'  diminué  de  la  longueur 
du  côté  FF'  opposé  à  jNI. 

Le  cercle  inscrit  et  le  cercle  exinscrit  qui  ont  leurs 
centres  en  I  et  I,  sur  la  bissectrice  iMIIi  intérieure  au 
triangle  FMF',  touchent  la  hase  FF'  aux  points  Q  et 
Q)  qui  sont  distants  l'un  de  l'autre  d'une  longueur 
égale  à  la  différence  des  côtés  ]MF,  MF'. 

Les  cercles  exinscrits,  qui  ont  leurs  cejitres  en  ïo, 
I3  sur  la  bissectrice  F  M  I.-,  extérieure  au  triangle  FMF', 
touche// f  la  base¥¥'  aux poi//ts  Ç).2-<Q^^  qui  sont  distants 
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l'un  de  l'autre  d  une  longueur  égale  à  la  sontine  des 
côtés  MF,  MF'. 

Les  points  O,  Qi  sont  à  égale  distance  du  point  G 
milieu  de  FF',  //  en  est  de  même  pour  Oo  et  Q:,. 

Appelons  a  c  la  longueur  de  la  base  FF'  et  a  la  longueur 
du  segment  OQo.  Déerivons  une  circonférence  tangente 
en  Qo  à  la  droite  FF'  et  menons  des  points  F,  F'  des  tan- 
gentes à  cette  circonférence.  Ces  tangentes  se  coupent 
eu  un  point  tel  que  M  qui,  d'après  ce  que  nous  venons 
de  rappeler,  est  tel  que  la  somme  de  ses  distances  à  F  et 
F'  est  égale  à  2 OQo.  Le  lieu  de  ce  point,  lorsqu'on  fait 
varier  le  rayon  de  la  circonférence  tangente  en  Qo  à  FF', 
est  donc  une  ellipse  dont  les  foyers  sont  F  et  F'  et  dont 
le  grand  axe  est  Q0Q3.  On  obtient  de  la  même  manière 
cette  ellipse  en  prenant  les  circonférences  tangentes  à 
FF'  au  point  Q;,.  En  employant  des  circonférences  tan- 
gentes en  Q  ou  Qi  à  la  droite  FF',  on  obtient^  au  moyen 
du  même  mode  de  génération,  une  hyperbole  dont  les 
foyers  sont  F,  F'  et  les  sommets  Q  et  Q, . 

Considérons  d'abord  l'ellipse  (M)  lieu  des  points  de 
rencontre  tels  que  M  des  tangentes  menées  de  F  et  F'  aux 
circonférences  tangentes  au  point  Qo  à  FF'. 

Appelons  jc  et 9  les  coordonnées  du  point  M;  X,l  les 
coordonnées  du  point  J  ;  X, ,  1 1  les  coordonnées  du  centi-e 
I,,  et  ainsi  de  suite.  On  voit  sur  la  ligure  que 

j  — Y_  MI  _  FM 
~Y~  ~  JÂ  ~  FN* 

Menons  F'G  parallèlement   à  la  bissectrice  Mi\.  Le 

T        .  '     1  ■  FG      ,        ,    ,.      rt  , 

dernier  rapport  est  égal  a  pr™  >  c  est-a-dire  -;  on  a  donc 
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d'où 

(I  )  \  = y. 

a  -'-  f 

Il  résulte  de  là  que  :  quel  que  soit  le  point  M  sur  l'el- 
lipse (M),  les  centres  tels  que  I  partagent  les  normales 
MN  en  segments  proportionnels. 

Ou  démontre  de  la  même  manière  le  théorème  analogue 
pour  le  eenlre  Ij  situé  eomme  1  sur  la  normale  MN  à  l'el- 
lipse (M). 

Pour  déterminer  la  relation  entre  x  et  X,  on  peut 
s'appuyer  sur  le  théorème  que  nous  venons  de  démontrer 
et  sur  ce  que  la  normale  en  M  à  (M)  est  partagée  par 
les  axes  de  cette  courbe  en  segments  proportionnels  aux 
carrés  des  longueurs  de  ces  axes;  on  y  arrive  aussi  de  la 
manière  suivante. 

On  a 

Q,  L  nu  (X  -J-  .t)  _  I,  :\I  _  Pi  M  _  a  -t-  c 
UL  ou  {X  —  Xj   "~  Tm"  ^  Tm"  "~  a  —  c' 
d'où 

{■i)  \  =  -  X. 

a 

Les  triangles  semblables  FQI,  FQ^K  donnent 

Y.2  _  c  -\-  a 

Y  ^  T^x  ' 

Introduisons  les  valeurs  de  Y  et  de  X  que  nous  venons 
de  trouver,  il  vient 

<3)  V,=  -iy-. 


On  voit  du  reste  facilement  sur  la  figure  que 

1 2       »  3      y 

Passons  au  cas  oli  le  point  M  décrit  une  hyperbole. 
Conservons  les  mêmes  notations  pour  les  coordonnées 


(  &  ) 

de  M  et  des  centres  1, 1,, La  seule  dilléreiice  avec  le 

cas  précédent,  c'est  que  OQ  est  maintenant  égal  à  a.  On 
pourrait,  comme  précédemment,  déterminer  les  coor- 
données des  centres  1, 1,  en  fonction  de  x  et  j)  ;  mais  on  y 
arrive  tout  de  suite  en  remplaçant,  dans  les  formules  (i), 
(2),  (3),  X  par  a  et  a  par  X2.  La  relation  (2)  donne 
ainsi 

ex 

(4)  ^.=  -; 

la  formule  (i)  donne 

(5)  Y=-^^  =  -^^, 

\i  -r-  C         X  -\-  a 

et  enfin  la  formule  (3)  donne 


(6)  Y.  =  JK 


De  cette  dernière  formule  il  résulte  que  : 
Lorsque  M  décrit  une  hyperbole,  les  centres,  tels  que 
lo,  partagent  les  normales  à  l'hyperbole  en  segments  pro- 
portionnels.  On  voit  aussi  qu'il   en  est  de  même  des 
centres  tels  que  I3. 

Les  formules  que  nous  venons  de  trouver  répondent  à 
la  première  partie  de  la  question  proposée.  Elles  per- 
mettent aussi  de  démontrer  facilement  que  : 

Lorsque  M  cléc?'it  une  ellipse,  les  centres  1  et  I,  dé- 
crivent des  ellipses  et,  lorsque  M  décrit  une  In  perhole, 
les  centresl^^  I3  décrivent  des  hyperboles. 

Soient  M'N'  la  normale  en  M'  à  l'ellipse  (M)  et  Y  le 
centre  du  cercle  inscrit  au  triangle  FAI'F'.  Eu  vertu  d'un 
théorème  dii  à  _^LLague^•re  (que  nous  dénionlrerons  ])lus 
loin)  les  projections  sur  MM'  des  normales  MN,  M'N' 
sont  égales.  Comme  les  centres  I  et  1'  partagent  propor- 
tionnellement MN  et  M'N',  les  projections  MJ,  M' J'  des 
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segments  MI,  MT  sur  MM'  sont  aussi  égales.  On  a  alors, 
en  appelant  E  le  point  milieu  du  segment  MM', 

Ëï'  —  Ër  '  =  ÏÏ'  —  VJ''  =  MÏ'  —  MT  ^ 
et,  comme  les  segments,  tels  que  MP,  sont  de  longueurs 

égales,  on  voit  que  Ml  —  M'I'  est  égal  à  la  différence 
des  carrés  des  rayons  des  cercles  inscrits  aux  triangles 
FMF',  FM'F'^  par  suite,  le  point  E  appartient  à  l'axe 
radical  de  ces  deux  cercles. 

De  la  même  manière,  on  arrive  à  cette  propriété  pour 
le  cercle  exinscrit  dont  le  centre  l^  est  sur  la  normale 
MJV  à  l'ellipse  et  pour  le  cercle  analogue  dont  le  centre 
I',  est  sur  la  normale  en  M'  à  cette  courbe. 

Dans  le  cas  de  l'hyperbole,  on  a  aussi  cette  même  pro- 
priété pour  les  deux  couples  de  cercles  dont  les  centres 
sont  sur  la  normale  en  M  à  cette  courbe  et  sur  la  normale 
à  cette  courbe  en  un  second  point.  La  deuxième  partie  de 
la  question  proposée  est  donc  démontrée. 

11  résulte  des  propriétés  élémentaires  rappelées  précé- 
demment que,  pour  le  cas  de  l'ellipse,  le  segment  FP3 
est  égal  il  a  —  c  et  le  segment  FPo  est  égal  k  a  -\-  c.  Le 
lieu  des  points  P^  et  P3  se  compose  donc  de  deux  cir- 
conférences coîicentriques.  Le  segment  MPest  aussi  égal 
à  a  —  c  Gl  le  segment  MP|  est  égal  h  a  -{-  c.  Le  lieu  des 
points,  tels  que  P  et  P, ,  se  compose  donc  de  deux  con- 
choïdes  d 'ellipse. 

L'équation  en  coordonnées  polaires  de  l'ellipse  (M) 

«2  —  c2       1, ,  .  ,         ,  ,   . 

étant  p  =  ,  1  ecruation  en  coordonnées  polaires 

*  a  —  c  cos  w  ^  * 

du  lieu  des  points,  tels  que  P,  est 

«2  —  ci 

P  =  —(a  —  c). 

a  —  c  cos  to 

Cette  couclioïde  a  un  point  de  rebroussement  en  F,  et 
elle  rencontre  FF'  ;"i  angle  droit  au  point  F'. 
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Dans  le  cas  de  1  hyperbole,  le  lieu  des  points,  tels  que 
P  ei  P( ,  se  compose  de  deux  circonférences  concejitriques 
et  le  lieu  des  points^  tels  que  Po  et  P3,  se  compose  de 
deux  conchoïdes  de  l'hyperhole. 

Telle  est  la  réponse  à  la  troisième  et  dernière  partie 
de  la  question  posée. 

Il  nous  reste  à  démontrer  le  théorème  dont  nous  nous 
sommes  servi  dans  la  deuxième  partie. 

Pour  cela,  il  suffit  de  faire  voir  que  la  perpendiculaire 
à  MM'  élevée  du  point  E,  milieu  de  cette  corde,  passe 
par  les  milieux  des  segments  interceptés  sur  les  axes  de 
(M)  par  les  normales  MN,  M'N'  à  cette  courbe. 

Les  axes  de  l'ellipse  (M)  et  la  corde  MM'  partagent 
dans  le  même  rapport  les  normales  MN,  M'jN'  àrdlipse. 
Les  droites,  partagées  par  les  axes  et  MM' en  segments  dans 
ce  même  rapport,  sont  tangentes  à  une  même  parabole. 
Ces  droites,  à  leur  tour,  déterminent  sur  MM'  et  les  axes 
de  l'ellipse  des  segments  proportionnels.  Nous  voyons 
ainsi  déjà  que  la  droite  qui  joint  le  point  E  au  milieu 
du  segment  NN'  est  une  tangente  à  cette  parabole.  Pour 
prouver  que  cette  droite  rencontre  MM'  à  angle  droit,  il 
suffît  de  montrer  que  le  point  E  appartient  à  la  directrice 
de  cette  parabole.  Je  dis  que  cette  directrice  est  la  droite 
qui  joint  le  point  O  au  point  de  rencontre  T  des  tan- 
gentes en  M  et  M'  à  l'ellipse  (M). 

D'abord  le  point  O  est  un  point  de  la  directrice  de  la 
parabole,  puisque  les  axes  de  l'ellipse  M  sont  tangents  à 
cette  courbe  ctse  rencontrent  enO  à  angle  droit.  La  droite 
OT  contient  le  point  E  milieu  de  MM'  5  elle  contient  alors 
aussi  le  sommet  H  du  parallélogramme  formé  par  les 
tangentes  TM,  TM',  et  les  parallèles  M'H,  MH  à  ces 
tangentes.  Il  résulte  de  la  construction  du  point  H  qu'il 
est  le  point  de  rencontre  des  hauteurs  du  triangle  formé 
par  la  corde  MM'  et  les  normales  MN,  M'N'  :  triangle 


(  4:>6  ) 

qui  est  circonscril  à  la  parabole.  On  sait  qu'alors  ce 
point  de  rencontre  des  hauteurs  est  sur  la  directrice  de 
la  parabole;  donc.  .  . ,  etc. 

M.  Laguerre  a  fait  connaître  son  théorème  dans  le  cas 
où  l'on  a  une  surface  du  deuxième  ordre  et  les  normales 
à  cette  surface  en  deux  points  jM  et  M'. 

On  arrive  à  ce  dernier  théorème  en  considérant  les 
projections  des  noi-males  en  M  et  M'  sur  un  plan  mené 
par  MM'  perpendiculairement  à  l'un  des  plans  principaux 
de  la  surface  du  deuxième  ordre  et  en  faisant  usage  du 
théorème  que  nous  venons  de  démontrer. 


ÉTIM  DE  DEUX  SYSTÈIIES  SIMPLES  DE  COORDOMÉES  TAA- 
GEXT3ELLES  DAXS  LE  PLW  :  COORBOXXÉES  PARALLÈLES 
ET  COORDOXAÉES  AXIALES 

(voir  p-  4101 

Par  m.  Maurice  D'OGAGNE, 

Élève-Ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées. 


III.    CoUKBES     EN     GÉJN'ÉRAL. 

20.  Nous  ne  ferons  pas  la  théorie  complète  des 
courbes  en  u  et  v,  qui  est  identiquement  la  même  que 
celle  des  courbes  en  x  et  j)  lors(|u'on  y  permute  les  élé- 
ments point  et  droite. 

Ainsi,  le  point  de  contact  de  la  tangente  («1,  v^)  a 
pour  équation 

et  la  rechex-che  des  tangentes  à  une  courbe,  issues  d'un 
point  donné,  sera  la  même  que  celle  des  points  de  ren- 
contre d'une  courbe  et  d'une  droite  en  coordonnées  or- 
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diaaires.  Nous  n'avons  pas  à  insister  sur  ces  questions, 
qui  rentrent  dans  le  domaine  des  propriétés  générales 
des  systèmes  de  coordonnées  tangentielles;  mais  nous 
devons  faire  ici  que]([ues  remarques  spéciales  au  système 
qui  nous  occupe. 

En  premier  lieu,  remarquons  que,  les  tangentes  aux 
points  de  rencontre  de  la  courbe  F[u,  v)  =  o  et  de  la 
droite  (u,,  Vf)  étant  données  par  la  résolution  du  sys- 
tème d'équations 

F{u,v)  =  o,     î<i  F'„ -K  fi  F;, -^  F',  =  o, 

où  t  est  une  variable,  introduite  pour  l'homogénéité,  que 
l'on  fait  ensuite  égale  à  i,  on  aura  les  u  des  points  de 
rencontre  de  la  courbe  avec  l'axe  Au  en  résolvant  le 
système  d'équations 

F(  u,  f)  =  o,     F[.  =  o, 

et  les  c  des  points  de  rencontre  avec  B^-  en  résolvant  le 

système 

F{if,  V  )  =  o,     F'„  =  o. 

21.  Remarquons  maintenant  que  les  tangentes  parafl- 
lèles  à  une  direction  donnée  sont  obtenues  par  la  réso- 
lution du  système  d'équations 

F(  i(,  f  )  =  o. 
i^'  —  «  =  A, 

où  Â  est  une  constante  donnée. 

Pour  les  tangentes  parallèles  à  l'axe  des  origines, 
k  =  o. 

Mais  une  droite  parallèle  aux  axes  de  coordonnées  ne 
saurait  être  définie  par  les  coordonnées  u  et  v.  Toutes 
les  droites  parallèles  aux  axes,  passant,  en  eUet,  par  le 
point  de  rencontre  de  ces  axes  (situé  à  l'infini),  ont 
même  u  et  même  v,  tous  deux  infinis.  Xous  définirons 
de  telles   droites    par   leurs   distanc(;s  à   l'un   des  axes, 
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comptées  parallèlement  à  l'axe  des  origines,  et  que  nous 
appellerons  leurs  abscisses,  rapportées  à  l'axe  considéré. 
Proposons-nous  dès  lors  de  déterminer  les  tangentes 
à  la  courbe 

•    F{u,i>)  =  o 

(équation  algébrique  de  degré  m),  parallèles  aux  axes. 

Etablissons  d'abord  un  lemme. 

L'équation  algébrique,   de  degré  7?i,  la  plus  générale 
en  u  et  \>^  peut  s'écrire 

o  =  Ao  p'«  -H  v"'-^  (  Bi  if  -f-  Bo  ) 

+  (  P,„  M'»  +  P,„_i  M'«-l  +  .  .  .  +  Po  ). 

Divisons  par  i'"% 

o  =  Ao  -f-  -(B,?f  -i-  Bo) 

-\ — ^{Cou-  -\-  Ciu  -T-  Co)  -T- .  .  ■ 

-h  ^  (PniU"^  -h  P,„-,  «f'«-l  -4-.  .  .-4-  Po). 

^Si  l'axe  Au  est  tangent  à  la  courbe,  ses  coordonnées 
vérifieront  cette  équation;  or  les  coordonnées  de  cet  axe 
se  composent  d'une  valeur  finie  quelconque  A~  pour  u  et 
d'une  valeur  infinie  pour  (^.  L'équation  précédente 
devra  doue  être  vérifiée  par 

u  =:  A,     —  =  o, 

V 

ce  qui  exige  que 

Ao  =  o, 

et  la  réciproque  est  évidente. 

Soit  donc  maintenant  à  trouver  les  tangentes  [)aral- 
lèles  aux  axes,  pour  la  courbe 

o  =  Ayt;'"  -^  t-'«-i(B|  u  -h  Bo) 

-^  v"''-H  C.  ic-  -h  Cl  u  -r-  Go)  -^  ■  ■■ 
-H-  (  P,„  W"  4-  P,„   1  »"'-!  + .  .  .  -4-  l'o  ). 
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Conservant  le  même  axe  Jiv,  transportons  l'axe  Au 
parallèlement  à  lui-même  de  la  quantité  a  comptée  le 
long  de  l'axe  des  origines,  le  point  A  restant  sur  cet 
axe. 

Pour  avoir  la  nouvelle  équation  de  la  courbe,  appli- 
quons les  formules  (6)  et  (6')  du  n°  7  en  y  faisant 
[i  =  o,  ce  qui  donne 

dui  —  nv, 

U=   j ,        V  =  i>i. 

a  —  a 
L'équation  demandée  sera  donc 

Déterminons  a  par  la  condition  que  le  nouvel  axe  A« 
soit  tangent  à  la  courbe;  pour  cela,  d'après  le  lemnie 
précédent,  annulons  le  coefficient  du  terme  en  t^"',  ce 
qui  donne 

équation  du  degré  ru  en  a  dont  les  m  racines  a,,  ao,  ..., 
a„,  déterminent  autant  de  tangentes  parallèles  à  Ku. 
Posant 


a  —  d 
d'où 

dz 


nous  pourrons  énoncer  ce  résultat  de  la   manière  sui- 
vante : 

appelant  a,,  7.0,  .  .  .,  a,„   les  abscisses,  rapportées  à 
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L'axe  Au,  des  tangenLes  parallèles  aux  axes  de  coor- 
données, pour  la  courbe  de  la  classe  ni^ 

F(u,  v)  =  o, 
ces  abscisses  seront  déterminées  par 

Zid 

li  =  

( i  prenant  toutes  les  valeurs  i ,  2,  ...,  ni),  z^^  z.^,  ...,  ",„ 
étant  les  lacines  de  V éipiation  ipie  l'on  obtient  en 
remplaçant,  dans  l' ensemble  homogène  des  termes  de 
degré  m  de  F(«,  v'),  u  par  z  et  r  par  i,  et  en  égalant 
ce  polynôme  à  zéro. 

On  déduit  de  là,  comme  corollaire,  que  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  que  deux  courbes  de  la 
classe  m  aient  les  mêmes  tangentes  parallèles  aux  axes 
de  coordonnées  est  que  les  équations  de  ces  courbes 
contiennent  la  même  partie  homogène  de  termes  de 
degré  ///,  iSous  utilisons  plus  loin  cette  remarque. 

22.  Dans  le  problème  précédent,  nous  nous  sommes 
seulement  occupé  de  rechercher  les  droites,  parallèles 
aux  axes  de  coordonnées,  qui  sont  tangentes  à  la  courbe; 
mais  on  peut  aussi  se  proposer  de  trouver  les  équations 
des  points  de  contact  de  ces  droites  et  de  la  courbe. 

Il  est  aisé  de  déduire  ce  résultat  de  celui  qui  vi<>nt 
d'être  obtenu,  mais  nous  allons  faire  voir  qu'on  peut 
l'établir  sans  calcul,  par  une  remarque  bien  sim[)l(;. 

JNous  avons  vu  (n"  11)  que  le  point  cà  l'infini  dans  la 
direction  des  axes  a  pour  équation  'C  =  o;  il  est  donc 
corrélatif  de  la  droite  de  l'infini  en  coordonnées  ordi- 
naires :  par  conséquent,  le  problème  qui  consiste  à 
trouver  les  points  de  contact  des  tangentes  à  une  courbe, 
issues  de  ce  point,  est  le  même  cpiè  celui   qui  consiste. 
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en  coordonnées  ordinaires,  à  tronver  les  tangentes  à  une 
courbe,  en  ses   points    d'intersection   avec  la  droite  de 
l'infini,  c'est-à-dire  à  trouver  ses  asymptotes. 
Par  suite,  on  voit  que  : 

L'éiiuation  de  la  courbe  étant  écrite,  en  gJouj>ajil  les 
termes  de  même  degré, 

on  aura  les  équations  des  points  de  contact  de  toutes 
les  tangentes  parallèles  aux  axes  de  coordonnées  j)nr 
la  J^oj /finie 

U  —  ZiV  -r-  ~ =  O 

(i  prenant  toutes  les  valeurs  i ,  2,  . . . ,  ni,  oit  zi  est  ra- 
cine de  V équation 

^„i{,z,  1)  =  o. 

C'est,  en  eiFet,  ce  que  l'on  obtient  par  une  recherche 
directe. 

23.  Asymptotes,  —  On  voit  immédiatement  que  les 
coordonnées  des  asymptotes,  tangentes  dont  le  point  de 
contact  est  rejeté  à  l'infini,  sont  données  par  la  résolu- 
tion du  système  des  deux  équations 


et 


¥{u,  v)  =  o 
F'„  +  F',  =  o. 

1^  .  —   Applicatio.'v   aux  couubes 
DU   DEi;xii-;ME  degré. 

2i.  Equation  générale  et  équation  réduite.  — 
L'équation  générale  des  courbes  du  deuxième  degré,  clans 
ce  système  de  coordonnées,  est 

\  u-  -t-  ■>. B  vv  -h-  G t-  -f-  ?. D «  -^  y.  K »'  -f-  F  ^  o. 


(  462  ) 

On  peut  mettre  cette  équation  sous  une  forme  simple 
pai'un  choix  convenable  d'axes  de  coordonnées. 

Conservant  d'abord  le  môme  axe  des  origines,  prenons 
pour  nouveaux  axes  de  coordonnées  les  tangentes  à  la 
courbe,  parallèles  aux  axes  primitifs. 

A  cet  effet,  appliquons  les  formules  de  transformation 
du  n°  7  et  annulons  (n"  21)  les  coefficients  des  termes 
en  u-  et  v"^.  Cela  donne 


et 


A (r/ H- p)2  +  2B  [B(fZ  +  P)  4- C  p2  =  o 
Aa2  —  2Ba(c?—  a)  H-  G(f;  — a)2  =  o, 


l'abscisse  ^  étant  comptée  à  partir  de  Bc,  et  a  à  partir 
de  Au.  Rapportons  les  deux  abscisses  à  l'axe  Azf,  en 
posant 

nous  avons  ainsi,  au  lieu  de  la  première  équation, 

Ap  —  iB^'id-  P')-hG(//— p')2  =  o. 

Donc  les  abscisses  a  et  [3' des  tangentes  parallèles  aux 
axes,  rapportées  à  l'axe  A  m,  sont  les  racines  de  l'écpia- 

tion 

Az^  —  iBz{d  —  z)  -^  C{d  —  z)^  =  o 
ou 

(A  +  2B -4- C)^2  _  2^/(B  +  G)^ -H  Cf/2  =  o. 

Discutons  cette  équation. 

Si  C  =  o,  l'une  des  racines  est  nulle  et  l'axe  Au  est 
langent  à  la  courbe,  ce  que  nous  savions. 

Si  B-|-C  =  o,  les  deux  racines  sont  égales  et  de 
signes  contraires  5  par  suite,  le  centre  de  la  courbe  est 
situé  sur  Au.  On  verrait  de  même  que,  si  A  +  B  =  o,  le 
centre  est  sur  B(^. 

Si  A  H-  2B  -f-  C  r=  o,  l'une  des  racines  tend  vers  l'in- 
fini, c'est-à-dire  qu'iiDc  des  tangentes  parallèle  aux  axes 
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est  rejelée  l'infini.  La  courbe  est  donc  alors  une  para- 
bole. 

Si(B  +  C)2— (A-+-2B  +  C)C=:B^  — AC  =  o,  les 
deux  racines  sont  égales;  les  tangentes  parallèles  aux 
axes  se  confondent;  la  courbe  est  alors  une  hyperbole; 
les  tangentes  confondues  donnent  une  asymptote. 

Supposons  que  les  deux  tangentes  soient  distinctes  et 
à  distance  finie.  En  les  prenant  pour  axes  de  coor- 
données, nous  mettrons  l'équation  de  la  courbe  sous  la 
forme 

M  i<p  +  N  ^<  -h  P  t^  -h  Q  =  o. 

Conservant  maintenant  les  axes  de  coordonnées, 
changeons  les  origines  en  les  transportant  aux  points  de 
contact  des  nouveaux  axes  avec  la  courbe. 

A  cet  eilet,  appliquons  les  formules  de  transformation 
du  n°  6,  et  annulons  les  coefficients  des  terxues  en  u  et 
v\  cela  donne 

M  6  +  N  =  o, 
M  «  -4-  P  =  o  ; 

et  l'équation  de  la  courbe  devient,  après  réduction, 

i\p 

ou 

NP  —  MO 

Telle  est  donc  l'équation  réduite  des  coniques  à 
centre,  en  coordonnées  parallèles. 

2o.  Nature  de  la  courbe.  —  Laissons  de  côté,  pour 
le  moment,  cette  forme  simplifiée  de  l'équation  des  co- 
niques, et  voyons  à  quel  caractère  on  peut  n.connaître 
la  nature  d'une  courbe  du  deuxième  deirié  donnée. 
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Reprenons  l'éqnalion  générale 

A  u'^  -h  2  B  uv  -^  C  t'2  +  2  D  it  -+-  2  E  ('  -!-  F  =  o. 

Clierclions  les  tangentes  parallèles  à  une  direction 
donnée  pour  laquelle 

u  =  V  —  k; 

les  V  de  ces  tangentes  seront  donnés  par 

A(  (•  —  A  T^-i-  aBiMi'  —  A) 

^  Gc2  +  2D(  ('  —  A)  -+-  ^.Er  4-  F  =  o, 
ou 

h_2[_(Ah^B)A-hD  ^  E]t>  + AA^  — 2DÂ.-H-F  =  o. 

Nous  voyons  d'abord  que,  si  A  -}-  2B  H-  C  =  o,  une 
des  racines  v^  quel  que  soit  A",  est  iuiinie;  l'une  des 
deux  tangentes  parallèles  à  la  direction  donnée  est  re- 
jetée  à  l'inlini;  la  courbe  est  alors,  comme  d'ailleurs 
nous  l'avons  déjà  vu,  une  parabole. 

Supposons  maintenant  A  H-  2B  -f-  C  ditîérent  de  o  ;  la 
réalité  des  racines  v  dépend  du  signe  de 

ci(A-  )  =  [-  (A  4-  B)A  +  D  ^-  E]î 

—  (A +2B-^C)(AA-2  — 2DA--^F) 
r=  (B2  — AC)A-2— 2[(A  +  B)E  — (B-hG)D]A 
+  [(  D -f- Ej-^  —  F(  A  4- 2B  +  C  )]. 

Voyons  comment  le  signe  de  ce  trinôme  varit;  avec  la 
valeur  attribuée  à  A^  à  ceteiret,  formons  la  quantité 

[j.=  [(A--B)E-(B  +  G)D]^ 

_  (B2  — AC)[(D  +  E)2—  F(  A  ^  2B  +  C)|. 

Après  avoir  développé  celte  valeur  de  u.  <;t  supprimé 
les  termes  qui  se  détruisent,  on  arrive  à  la  mettre  sous 
la  forme 

jjL  =  (  A  -4  2  B  -f-  C  1  [  A  E2  —  ■>  BDE  ^-  GD^  -^  F (  B^  —  AC  ) |  ; 


or 

A  F2  _  9.  BDE  -^  CD2  _  F(  B2  —  AC  1  =:  A, 

discriminant  de  l'équation  de  la  conique. 

Posons 

A  —  2B-^-  G  =  r. 

La  valeur  de  y.  pourra  alors  s'écrire 

;jL  =  TA. 

Supposons  A  ditïérent  de  o,  c'est-à-dire  que  la  conique 
ne  se  réduise  pas  à  un  système  de  deux  points. 

Alors,  si  a  ^  o,  le  trinôme  '-^(A")  a  ses  racines  réelles-, 
par  suite,  quand  on  donne  à  A  toutes  les  valeurs  pos- 
sibles, ce  trinôme  est  tantôt  positif,  tantôt  négatif;  il  en 
résulte  que  Téquation  en  c  a,  pour  certaines  valeurs  de 
A',  ses  racines  réelles,  pour  d'autres  valeurs  de  A,  ses  ra- 
cines imaginaii'cs^  la  courbe  est  une  lij peihole.  Les  ra- 
cines de  l'équation  c5(A')  =  o  donnent  alors  les  direc- 
tions asymptotiques. 

En  particulier,  si  B-  —  AC  =  o,  la  valeur  de  a,  prise 
sous  sa  pi'emière  forme,  se  réduit  à 

a  =r  [i  A  -4-  B  )E  —  ('  B  —  G  iD]2. 

quantité  essentiellement  positive;  on  a,  par  suite,  une 
byperbole;  d'ailleurs,  dans  l'équation 

le  coefficient  du  terme  en  A-  s'annulant,  une  des  racines 
devient  infinie,  c'est-à-dii-e  que  la  direction  des  axes  de 
coordonnées  est  direction  asymptotique.  JNous  avons  déjà 
obtenu  ce  résultat  au  n°  24. 

Considérons  maintenant  le  cas  ou  u.  =.  o,  ou.  puisque  A 
est  supposé  différent  de  o,  le  cas  où  Y  =  o.  L'équation 

'i  (  A  )  =  o 
^n/i    dr  Mrjihf-nitii..  i''  sriic,  l.   III.  (Octobre  i88'|.)  3() 
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a,  dans  ce  cas,  ses  racines  égales^    les   deux   directions 
asyrnptotiqnes   sont  confondues ^  la  courbe  est  une  pn~ 
rahole. 

Si  [J.  <^o,  le  trinôme  '■p(A)  a  ses  racines  imaginaires^ 
il  conserve  donc,  pour  toute  valeur  de  h,  le  signe  de  son 
premier  terme-  par  suite,  si  B- — AC  ^  o,  le  trinôme 
est  constamment  positif,  l'équation  en  v  a  tonjouis  ses 
racines  réelles;  on  a  une  ellipse  réelle;  si  B- — AC<^o, 
le  trinôme  est  constamment  négatif,  l'équation  en  c  a 
toujours  ses  racines  imaginaires;  on  a  une  ellipse  ima- 
ginaire. 

Résumons  cette  discussion  : 

Les  fonctions  des  coefficients  de  l'équation  du  second 
degré,  caractéristiques  delà  nature  de  la  conique  lepré- 
sentée  par  celle  équation,  sont  les  suivantes  : 

AE2-2BDE4- GD2-hF(B2— AG)  =  A. 
A  +  ?.  B  +  G  =  r, 

B2  — AG=.o. 

Si  A  =  G,  le  premier  membre  de  l'équalion  se  décom- 
pose en  un  produit  de  facteurs  linéaires  :  on  a  un  système 
de  points. 

Si  A  est  différent  de  o  : 

l'A  >  o       hyperbole, 

r  =  o       parabole, 

...  r   0  >  o  réelle, 

TA  <  o       ellipse     '.   ^    ^      .         .     . 

(   0  <  o  imai;niairc. 

26.  Centre.  —  Le  c  di;  la  droite  médiane  des  deux 
tangentes,  parallèles  à  la  direction  ^,  est  donné  par  la 
demi -somme  des  racines  de  l'équation  en  r, 

_  __  '  ^  +  B;/>-  H-  D  +  E 
''---     A-4-2B--G       ' 
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quant  à  !'«,  il  rrsiillc  de  la  formule 

L'élimination  de  A'  entre  ces  deux  équations  donne 
l'équation  de  la  courbe  enveloppée  par  cette  droite  mé- 
diane. On  trouve 

(  A  -h  B  )  « -h  (  B  H-  C  )  r -+-  D  -4- E  =  o  ; 

c'est  l'équation  d'un  point.  La  droite  médiane  de  deux 
tangentes  pai-allèles  est,  en  effet,  un  diamètre;  l'équation 
que  nous  venons  d'obtenir  est  celle  du  centre  de  la 
courbe. 

Si  (A  -h  B)  H-  (B  -h  C)  =  A-h  aB  -h  C  =  o,  ce  point 
est  à  l'infini;  nous  retrouvons  ainsi  la  condition  déjà 
obtenue  par  d'autres  considérations,  pour  que  la  courbe 
soit  une  parabole. 

Si  A-i-B=:o,  le  centre  se  trouve  sur  l'axe  Br;  si 
B  -h  C  =  o,  il  est  sur  l'axe  A.u\  conditions  déjà  trouvées 
d'une  autre  manière  au  n"  24. 

Si  D  —  E  =  o,  le  centre  est  sur  l'axe  des  origines. 

Remanpions  que,  en  écrivant  l'équation  de  la  courbe 

¥  (  n.  (•)  —  o. 
l'équation  du  centre  peut  s'écrire 

F'„  -+-  f;,  =  o. 

27.  Directions  conjuguées .  —  Clierclions  mainteuant 
la  direction  conjuguée  d'une  diiection  donnée,  c'est-à-dire 
la  direction  de  la  droite  qui  joint  les  points  de  contact 
des  deux  tangentes  ])arallèles  à  une  diiection  donnée. 

La  direction  d'une  droite,  ainsi  que  nous  l'avons  déjà 
vu,  est  caractérisée  par  la  différence  des  coordonnées  de 
cette  droite. 

Pour  toute  droite  j)arallèie  à  la  diieclion  donnée,  nous 
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avons 

V  —  M  =  /.  ; 

pour  toute  droite  parallèle  à  la  direction  conjuguée, 

Le  problème  revient  à  trouver  la  relation  qui  existe 
entre  /c  et  A", . 

Menons  par  le  centre  de  la  conique  donnée 

F(«,  «')  —  Aa2  H-  aB^tt'  -+-  Cr^  -t-  oDu  -f-  aEp-f-  F  =^  <», 

nne  droite  dont  les  coordonnées  sont  «,    et  v,.   On  a 

(n-'Se) 

F„,  -+-  f;.,  =  o. 

Cette  droite  coupe  la  conique  en  deux  points  où  les 
tangentes  sont  parallèles.  Ces  tangentes  passent  par  le 
point  dont  l'équation  est 

ou,  d'après  l'égalité  précédente, 

(îi  —  (.)f;,,-4-f;,  =  o, 

point  qui  est  situé  à  l'infini. 

Ou  a  donc,  en  appelant  A  le  coefficient  qui  détennine 
la  direction  de  ces  tangentes, 

F',        Df/,  -4-  Et'i  -f-  F 

k  =  V  «  =    —r-    =   -7 7-, Ti  ' 

F),         Aj/j  H-  lU'i  +  D 

Or  //|  et  1^,  sont  liés  par  les  relations 

(A  +  B)w,-^(B  + €)(',  + D  +  E-:  o 

et 

(-,  —  ui  —  Al, 

d'où  l'on  tire 

(B  +  C)A-, -f-D  +  E 
"i  =^ 1 n 7^ ' 


«"i 


(A-f-B)/M-(D  +  E) 
A  -+-  •>.  li  -+-  C 
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Poilant  ces  valeurs  de  /<(  et  \^,  dans  l'expression  de  A, 
on  a,  après  réduction, 

(B2  —  AC)U-i  -  [(A  +  B)E  —  (B  +  G)D](A-  +  ki) 

+  [(D  ^E)2  — F(A-^2B-+-G)]  =o. 

Telle  est  la  relation  qui  lie  les  constantes  A  et  /  ) ,  défi- 
nissant deux  directions  conjuguées  dans  la  conique  con- 
sidérée. 

28.  Axes.  —  Pour  déterminer  les  axes,  on  adjoindra 
à  l'équation  précédente  la  lormule  (4)  du  n"  4 

d-  -t-  /i Al  +  d{ k  -+-  A]  )  cos 0  =  0, 

qui  exprime  la  perpendicularité  des  directions  définies 
par  A'  et  A,,  d  étant  la  distance  des  origines  et  9  l'angle 
des  axes  de  coordonnées  avec  l'axe  des  origines. 

En  éliminant  A)  entre  ces  deux  équations,  on  a  une 
équation  du  second  degré  en  A,  dont  les  racines  donnent 
les  valeurs  de  A:  et  A,,  puisque  les  deux  premières  équa- 
tions sont  symétriques  en  Ar  et  A , . 

iîi9.  Axe  de  la  parabole.  —  Dans  le  cas  de  la  para- 
bole, l'axe  se  détermine  très  aisément.  L'équation  du 
centre,  situé  à  l'infini,  peut  s'écrire,  en  tenant  compte 
de  la  condition  A-f-2B-f-C  =  o, 

(A -^B)(«  -  p)^-D-^E  =  o; 

d'où  l'on  lire 

D-4-E 


B 

La  direction  d<î  l'axe  est  ainsi  déterminée. 
Si  D  -i-  E  =  o,  l'axe  est  parallèle  à  l'axe  des  origines. 
Si  A  -h  l>  =  (>.  il  osl  parallèle  aux  axes  de  coordon- 
nées. 

Si  l'on  a,  à  la  lois,  A  -h  13  =;  o  cl  D-f-  E  =^  o,  on   voil , 
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en  tenant  compte  de  la  condition  A+  2B-}-C  =  o,  que 
l'équation  prend  la  forme 

A  (  «  —  V )--h  ■2.D{  u  —  t' )  H-  F  =  o ; 

elle  représente  alors  un  système  de  deux  points  situés  à 
l'infini. 

30.  Cercle.  —  Reprenons  la  relation  qui  lie  les  coef- 
ficients k  et  kt  de  deux  directions  conjuguées 

(B2  —  AG)A7m  +  [(B  -+-  C)D  —  (A  -f-  B)E j(/.-  +  A,) 

+  [(  D  -h  E)2  —  F(  A  +  a  B  ^  G)]  =  o. 

Si  la  conique  est  un  cercle,  la  direction  définie  par  kf 
est  perpendiculaire  à  la  direction  définie  par  A,  quel  que 
soit  A.  L'équation  précédente  doit  donc  être  identique  à 
la  condition  de  perpendicularité 

A/r  1  -H  <-/(  A  -f-  A]  )  (;os %  -}-  d-  =  o; 

par  suite,  on  doit  avoir 

(B-i-CjlJ  -  -('A  ^B)K 


B2  —  AG 


(/cosô 
_  (D-j-E)-^— F(A  +  2B-^  G) 

Telles  sont  les  conditions  pour  que  l'on  ait  un  certîlc. 

Si  les  axes  de    coordonnées   sont  perpendiculaiix's  à 

l'axer  des  origines,  cosf)  =  o,  et  ces  conditions  deviennent 

(B^—  AG)f/^  =  (D  +  E  )-^—  F(  A  -f-  ?.B  -+-  G). 
(  B-^G^D  =  (  A  -i-  BiE. 

(vd/f  suivi  e.\ 
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QlELdLES  PROPRIÉTÉS  ÉLÉMENTAIRES  DES  GROIPES 
PLISIELRS  FOIS  TRANSITIFS; 

Par  m.  E.  GESARO. 


1.   Soit  (x  un  groupe  de  subsLilutioiis,  A  luis  traiisilif, 
de  degrés.  Soient 

(1)  Si,    S-y,    S3,     .  .  .,    S,„ 

toutes  les  substitulions  de  G,  pour  lesquelles  Â  éléments 
donnés  j:,  ,  a:,^,  x,^,  .  .  .,  j:,^  restent  fixes.  En  vertu  de 
sa  transitivité,  G  contient  certainement  une  substitution 
(7a,  qui  fait  succéder,  aux  Â  éléments  donnés,  A  éléments 
(juelconques  a  a,,  .^a=i  -^a,?  •  •  •  •>  ^olo  choisis  parmi  les 
/i  éléments  que  l'on  considère.  Toutes  les  substitutions 

(2)  ^i^'x,  Si^rx,  «s^at    •••)   '^m^'x 

ont  évidemment  le  même  etlet.  De  jdus,  si  t  est  une 
quelconque  des  substitutions  qui  font  succéder  les  élé- 
ments .Ta  aux  éléments  a,,  il  est  clair  (]ue  77^'  ne  déplace 
pas  les  éléments  a:/,  et  appartient,  par  conséquent,  à  la 
série  (1).  Or,  de  tt"' =  .î>  on  lire  -  =  sy/j-^.  Donc,  la 
ligne  (2)  contient  ïoMfe^  les  substitutions  qui  changent 
les  éléments  x/  en  éléments  x^.  Observons,  mainte- 
nant, que  a,  a^  as  . . .  a/t  est  un  arrangement  de  A  in- 
dices, choisis  parmi  les  nombres  i,  2,  3,  ...,  ti.  Il  y  a 
n(7i  —  i)(/i — i)...{n — Ah-i)  de  tels  arrangements. 
Pour  chacun  d'eux,  nous  ])ouvons  toujours  trouver  une 
substitution  3-,  et  former,  comme  précédemment,  une 
ligne  analogue  à  (2).  On  construit  ainsi  un  tableau  de 
nia — i)(«  —  "2.)  .  .  .  i n  —  A  -t- 1)  lignes,  dont  chacune 
contient   m    subslilulions.    (.'.(;    tableau    renferme,   sans 
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omission,  ni  répétition,  les  substitutions  de  G.  Sans 
omission,  parce  que,  étant  donnée  une  substitution  de  G, 
il  suffit  d'observer  quels  éléments  elle  fait  succéder  aux 
J\  éléments  x,,  et  de  prendre,  dans  le  tableau,  la  ligne 
correspondant  à  T arrangement  des  indices  de  ces  élé- 
ments. D'après  ce  qui  a  été  dit,  cette  ligne  contient  né- 
cessairement la  substitution  considérée.  Sans  répétition, 
parce  que  deux  substitutions  s^rr  et  5jj.a-,  d'une  même 
ligne,  ne  peuvent  coïncider,  sans  que  l'on  ait  s\=.s^'^ 
et  deux  substitutions,  appartenant  à  deux  lignes  diiîé- 
rentes,  ne  peuvent  qu'être  différentes,  puisque,  aux 
mêmes  éléments  x,,  elles  font  succéder  des  éléments 
différents,  ou  différemment  disposés.  Par  conséquent, 
l'ordre  /■  du  groupe  G  est 

m.n(n  —  i)(n  —  2) . .  .  (  n  —  k  -hi). 

Si  l'on  observe,  en  outre,  que  les  substitutions  (i) 
forment  un  groupe  G,,  sous-groupe  de  G,  qui  a  la  pro- 
priété de  ne  pas  déplacer  les  éléments  X/,  on  peut  énoncer 
la  proposition  suivante  (*)  : 

Théorèmi').  —  L'ordre  d'un  groupe  G,  transitif  k 
fois,  de  degré  77,  est  di\>isible  par 

n(n  —  I ) (  «  —  2 ) . . .  ( 7i  —  A-  -4-  I j. 

Le  quotient  est  l'ordre  des  sous-groupes  de  G,  f/ui  ne 
contiennent  pas  k  éléments  donnés. 

2.  En  examinant  la  série  des  substitutions  3-^Vv);7a 
(),  =  1 ,  2,  3,  ...,  777),  on  voit  immédiatement  que  le 
sous-groupe  Ga,  qui  ne  contient  pas  les  A  éléments  .r^, 
est  le  transformé  de  (j|,  moyennant  t-^.  11  est  donc  sem- 
blable à  G|.  Conséquemment,  si  v,^  est  le  nombre  des 
substitutions   de  G,,  qui   déplacent  précisément  q  élé- 


(')  N\iiri<,  Substituliii/ic/inii:"!  U-.  p.  -'\.   Lchrsalz  V. 
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nienls,   ce  nombre   a  la  même  valeur   pour  les  autres 
sous-groupes.  En  outre,  il  est  clair  que,  identiquement, 

(  3  )  m  —  -tn-k  -^  ^>ii-k-l  -t-  ''n-k-2  -f-  .  .  .  -H  Vo, 

OÙ  Vo  =  I .  De  même,  si  N^  est  le  nombre  des  substitutions 
de  G,  qui  déplacent  précisément  q  éléments,  on  a 

(4)  /■  =  N„-+-  Nn_i  —  N,j-2-+-. .  .-h  No, 

avec  No  =  I .  Cela  posé,  examinons  l'ensemble  des  sub- 
stitutions de  tous  les  sous-groupes  G| ,  Go,  •  •  • ,  Gai  •  •  • , 
dont  le  nombre  est  égal  à  celui  des  manières  de  clioisir 
A  éléments  parmi  les  Ji  donnés,  c'est-à-dire  à  Q„,k' 
Parmi  ces  substitutions  sont  contenues  sans  omission, 
mais  avec  des  répétitions  possibles,  les  substitutions  dcG, 
qui  ne  déplacent  pas  plus  de  n — k  éléments.  Si  <7>A, 
chaque  sous-groupe  contient  v„_y  substitutions,  qui  dé- 
placent précisément  n  —  q  éléments,  et  le  nombre  total 
de  ces  substitutions,  dans  le  groupe  G,  serait  C„^/iV,,_y, 
si  chacune  d'elles  n'était  pas  comptée  en  autant  de  sous- 
groupes  qu'il  V  a  de  manières  de  choisir,  parmi  les  q 
éléments  qui  doivent  rester  fixes,  les  k  éléments,  dont 
l'absence  caractérise  un  sous-groupe.  Donc 

_  C />./>■ 

n-q—   p      -''n-,1 
^^fl,k 

=  n{ii—  i)(n  —  'i)...{n  —  k—  \)  — "7^     , -, jQjk). 

^  '  qiq  —  \){q —i^.-.iq  —  k -hl)  ^  ^     ' 

Substitua Jit  dans  (4),  et  observant  (pie 

/■  =  m  .n(n  —  i  )(  n  —  :>.  \  ...  { n  —  A  -i-  i^, 

on  trouve 


=  n{  Il  —  I  )  .  .  .  (  /i  —  k 

'     i 

(/i  -  I  )/■...  ■',  in  n  —  \)..Ait  —  /. -i-ii    \ 


I  /k</.  —  n. 
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Eiiûii,  en  Lenanl  coiiiple  de  (3),  el  en  posaiil 


(^) 


g(q  —i}...(r/  —  /c-hi) 
on  obtient 

=  n(n  —  i)...(  n~  A-  -{- 1)  (£«-/,  v  „_/,-+-  ;/,_/,-iv,;_/,_,  +..  .h-  £«-/„). 

3.  Des  nombres  v  on  sait  seulement  qu'ils  ne  peuxeul 
être  négatifs,  à  l'exception  de  Vo,  qui  est  toujours  i .  Par 
suite, 

N«  -+-  N„^,  4- ...  -4-  N,t-/,-Hi  f.nin  —  \)...{/i  —  /c'i-\)  £„  v„ 
=  ti{n  —  I  )  ...  (  /t  —  /i  -4-  I  )  —  I . 
En  d'autres  termes  ; 

Théorèmk.  —  Ln  i^roupe  du  «""""^  degré,  k  fois  liaii- 
sltif,  a  au  moins  Ji[/i  —  i )  ( "  —  2  )  .  .  (^n  —  A  4-  i )  —  i 
suhslitutioiis,  (fui  dé/)lacenf.  plus  de  n  —  Â  éléments. 

Pour  Â  =  I ,  on  a  un  lliéorème  connu  (  '  ).  Pour  A  =  2, 
on  voit  qu'un  groupe  doublement  transitif,  de  degré  «, 
a  au  moins  n-  —  n  —  i  substitutions,  qui  laissent  un 
seul  élément  fixe,  lorsqu'elles  ne  déplacent  pas  tous  les 
éléments.  Pour  k  =  n — 2,  il  doit  y  avoir  au  moins 
3  .4  •  5  •  •  •  ^^  —  I  substitutions,  qui  déplacent  plus  de 
deux  éléments.  En  y  joignant  la  substitution  unité,  on 
trouve  au  moins  ^n\  substitutions.  Si  l'on  exclut  le 
groupe  symétrique,  qui  est  n  fois  transitif,  on  voit  que 
le  groupe  considéié  est  précisément  le  groupe  alterné. 
Celui-ci,  en  eflét,  n'a  pas  de  substitutions  déplaçant 
seulement  deux  éléments.  Il  n'y  a  donc  (|ue  le  grou|)e 
alterné,  qui  puisse  être  n  —  2  fois  transitif,  et  l'on  sait 
(pie  réellement  il  en  est  ainsi  (-). 

(')  NcTTo,  Subslitutluneiitlicoric.  p.  71,,  Lehrsatz  111:  flù  a 
M .  Jordan. 

('-')  Xtiro,  SubsLiliilionenlhcorie.  p.  7-3. 
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i.  Théorème.  —  Tout  groupe  de  degré  n,  transitif 
k  fois,  n  a  pas  de  sous-groupe  de  même  degi'é,  et  de 
même  trajisitiuité,  qui  ait  en  commun  avec  lui  les  sub- 
stitutions déplaçant  plus  de  n  —  kéléments. 

Soient  G  le  groupe,  et  G'  un  sous-groupe,  qui  possède 
les  propriétés  indiquées.  Appliquons  aux  deux  groupes 
la  relation  (5).  Il  vient,  par  soustraetion, 


(6) 


Si  h  y  2,  les  quantités  s  sont  essentiellement  positives. 
D'autre  part,  puisque  G'  est  contenu  dans  G,  les  quan- 
tités placées  entre  parenllièses  ne  peuvent  être  néga- 
tives. Il  est  donc  nécessaire  qu'elles  soient  nulles,  pour 
que  la  relation  (6)  ait  lieu.  En  joignant  ce  résultat  aux 
liypotlièses  faites,  on  voit  que  JV^  —  JN'^,  pour  toute  va- 
leur de  q.  Donc  G'=  G.  Observons  que,  pour  A  =:  i ,  le 
théorème  énoncé  ne  subsiste  j)lus  ;  car,  dans  ce  cas, 
£„_,  =  o,  et  les  deux  groupes  peuvent  différer  par  les 
substitutions  qui  déplacent  précisément  n  —  i  élé- 
ments (  *  ). 


CORRESPO\DA\CE. 


Lettre  de  M.  Ph.  Gilbert,  Professeur  à  l' Université 
de  Louvain. 

Je  vais,  si  vous  le  permettez,  continuer  avec  !M.  le 
D'  Peano  l'examen  d'un  point  important  d'Analyse. 

Mes  observations  (même  tome,  p.  i53)  n'avaient  pas 
«   pour  but  de  rien  ajouter  à  la  rigueur  de  la  démonslra- 

(')  .N'ltio,  Substilulioneiillieorle.  p.  -\  Leliisatz   VI. 
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lion  de  M.  Joitlan  »,  mais  de  prouver  f[ue  robjection  de 

M.  Peano  contre  cette  démonstration  ne  suffisait  pas, 

et  de  préciser  le  point  défectueux  de  la  démonstration. 

L'objection  était  (même  tome,  p.  46)  que,  «  siy  (rt,._i) 

est  la  limite  de — ■ — -  quand   on   suppose    a,_^ 

a,.  —  «,-1  ^  ^  ^ 

fixe  et  a,,  s'approcliant  indéfiniment  de  rt,._i,  on  ne  peut 
l'affirmer  (en  général)  quand  a^  et  «,  .,  varient  en 
même  temps  :  ce  qui  se  vérifie  sur  l'exemple 

avec 

«1  = 


(  2  «  -+-  I  )  T  in  T. 

Cette  objection  tombe,  comme  je  l'ai  lait  remar(|uer 
(même  tome,  p.  io3),  si  Ton  fait  décroître  les  intervalles 
0  par  rintercalation  successive  de  nouvelles  valeurs yZxe.v 
de  X,  comme  cela  est  permis,  et  comme  on  le  peut  no- 
tamment dans  l'exemple  allégué  (  '  ). 

Le  vice  de  la  démonstration  de  M.  Jordan  (et  d'autres 
antéiieures)  n'est  donc  pas  là.  Il  consiste,  comme  je  l'ai 
dit  (p.  io4)î  en  ce  que,  a  lorsqu'on  fait  tendre  simulta- 
nément vers  zéro  tous  les  intervalles  o  »,  par  l'interca- 
lation  successive  de  nouvelles  valeurs  de  x,  on  peut 
supposer  (jue  la  diiiérence 

('  )  «  Dans  mon  exemple,  dit  M.  Peano.  on  peul  les  supposer  fixes 
cL  le  raisonnement  subsistera   toujours,   si  les  deux  premières  eon- 

scrvent  la  forme  — > »  Sans  vouloir  chicaner  sur  un 

(  2  «  -H  I  )  -       2  «  71 

point  sans  importance,  je  ferai  remarquer  que  rinlcrvalle  c^  —  r/, 
ciilrc  ces  doux  valeurs  consécutives  ne  peul  décroître  au-dessous  de 
tout  nombre  donné,  ce  que  suppose  esscnticllemenl  M.  Jordan,  à 
moins  que  n  ne  devienne  infini,  c'cst-àdirc  que  ((^  el  a.  tendent 
simuUanéincni  vers  zéro. 
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reste  Umjinirs  siipérieuie  ,i  une  limite  fixe  pour  un  uom- 
J)re  fini  ou  iiidéfinimenl  eroissant  de  Valeurs  de  .r, 
précisément  parce  cjuon  eu  introduit  toujours  de  nou- 
v«;lles.  C'est  la  «  ditïiculté  plus  suhtile  »  dont  je  par- 
lais, et  dont  parlait  sans  doute  M.  Jordan  en  disant  que 
sa  démonstration  suppose  que  le  rapport  des  accroisse- 
ments tende  unijorniément  \cr?,f'{x). 
Pour  ce  qui  regarde  la  formule 

f(x  -+-  h)  --  f(x)  =  hfix  —  6A  ). 

j'avoue  avoir  mal  interprété  ces  termes  de  M.  Peano  : 
«  qu'on  la  démontre  très  facilement  sans  su/yuxser  In 
continuité  de  la  dérivée  ».  J'ai  compris  par  là  qu'il 
retendait  à  toutes  les  discontinuités  possibles  de  la  dé- 
rivée, tandis  qu'il  la  suppose,  pour  chaque  valeur  de  x, 
finie,  déterminée  et  égale  dans  les  deux  sens,  ce  qui 
ramène  au  théorème  fort  connu  de  M.  O.  Bonnet,  et 
restreint  notahleraent  la  portée  de  la  formule.  C'est  pour 
ce  motif  que  je  lui  ai  opposé  un  des  genres  de  disconti- 
nuité qui  se  présentent  le  plus  souvent  dans  la  dérivée, 
et  pour  lequel  l'équation  ci-dessus  ne  peut  s'appliquer, 
tandis  que  le  théorème  énoncé  par  M.  Jordan  subsiste. 
Je  suis  donc  porté  à  croire  ce  dernier  théorème  plus 
général,  et  il  serait  à  désirer  qu'on  l'établît  rigoureu- 
sement dans  toute  sa  généralité. 

A  cet  égard,  la  proposition  que  M.  Peano  donne  à 
démontrer  ne  peut  être  d'aucune  utilité,  parce  qu'elle 
suppose  précisément  cette  restriction  que  la  dérivée 
f\x)  sohjinie  et  unique  pour  toute  valeur  de  x  dans 
l'intervalle  [a^b)^  restriction  que  je  voudrais  écarter 
s'il  se  peut.  En  ellet,  M.  Peano  n'ignore  pas  que  du  mo- 
ment où  la  dérivée /"'(\r)  a  une  \  aleur  unir/ue  en  chaque 
point,  fùt-elle  même  infinie  en  certains  points,  on  dé- 
montre rigoureusement  ,  sans  faire  usage  de  la  propo- 
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,  .,    ,                          1                        f{b)—f{a)^ 
sition  qu  II  ('nonce,  que  le  rapport' j — — —  est(om- 

pris  entre  la  plus  petit»;  et  la  plus  grande  valcnir  de 
f'[jc:)  dans  l'intervalle  {a,  h)  (théorème  de  M.  Jordan), 
et  que  cette  propriété  subsiste  même  pour  certains  cas 
où  la  fonctiony(x)  elle-même  est  discontinue.  La  pro- 
position en  question  ne  peut  donc  servir  à  rien  pour  mou 
but,  c'est  pourquoi  je  n'ai  pas  beaucoup  cherché  à  per- 
fectionner la  démonstration  que  je  donne  ci-dessous; 
mais,  comme  le  théorèuie  ofïre  par  lui-même  quelque 
intéiêt,  j'espère  que  M.  Peano  voudra  publier  sa  démon- 
stration, qui  sera  sans  doute  meilleure. 


Si  f'\x)  a  une  dér'n^ée  finie  et  déterminée  (')  pour 
toutes  les  valeurs  de  x  appaitenant  à  un  intervalle 
fini  [a,  h'),  et  si  l'on  fixe  une  quantité  t  aussi  petite 
(ju'on  le  veut,  il  est  toujours  possible  de  diviser  V in- 
tervalle [a,  b)  en  un  nombre  fini  de  valeurs  de  x  : 

a,   ai,   «2,    .  .  . ,   rt,i^i,   h, 

de  façon  que  chacune  des  différences 

ai-\-i  —  a,, 
soit,  en  vcdeur  absolue,  moindre  que  î. 

Supposons  a<^b.  D'après  l'hypothèse,  il  est  toujours 
possible  de  trouver  une  quantité  déterminée  et  positive 
0,,  telle  que  l'on  ait  en  valeur  absolue 

B  désignant,  en  f^éjiéral,  une  quantité  arbitraire  ^  o,  et 

(')  L;i  mi'-mo  chins  les  deux  sens. 
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<^gale  ou  inléricurc  à  l'anilé.   Prenons  o,  le  plus  grand 
possible,  et  faisons  r/  +  Oj  =  n^.  On  pourra,  de  même, 
trouver  une   suite  de  quantités  déterminées   o^,  0:(,  .  .  . 
telles  que  l'on  ait  toujours 


<  £,     «,  -f-  0*  =  «2  ; 


val.  ans. 


ib?.  1^- ç^- /  («,  )J 

et,  en  général, 

(i)        val.  abs.  I  ^^^-— ■- f((tr)     <  t. 

Les  quantités  «,  «),  a^,  .  .  . ,  <'«r>  •  •  •  formant  une  suite 
toujours  croissante,  deux  livpotlièses  seulement  sont 
possibles  :  i"  ou  bien  les  intervalles  Oj,  Oo,  .  . .  ,  o^,  ... 
ne  deviendront  jamais  plus  petits  qu'une  quantité  lixe  o, 
et  dans  ce  cas,  pour  nue  valeur  finie  n  —  i  du  nombre  r, 

on  aura 

a„_i  <  h,      ff„_i  -4-  0,^  =  b, 

d'où,  attribuant  à  0  une  valeur  convenable  égale  ou  in- 
férieure à  I,  a,i^i  -+-  ^0,1  =  b.  Dans  ce  cas,  en  vertu  de 
la  relation  (i),  les  quantités 

seront  des  valeurs  de  x  qui  satisferont  à  la  condition 
demandée. 

2"  Ou  bien  les  valeurs  successives  «, ,  r/o,  .  .  . ,  rir,  •  • . , 
tout  en  croissant  constamment,  ne  pourront  atteindre 
la  valeur  Z»,  ce  qui  exige  que  les  intervalles  0|,  Oo,  •  .  ., 
0^,  ...  finissent  par  devenir  moindres  que  toute  gran- 
deur donnée.  Alors  les  quantités  croissantes  «j,  an,  •  •  • , 
«,.,  .  .  .  convergeront  vers  une  limite  fixe  e^  inférieure, 
ou  tout  au  plus  égale  à  h,  de  sorte  que,  entre  c  —  7  et  c, 
quelque  pelile  que  soit  la  (juanlilé  positive  7,  il  existera 
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uik;  indnité  de  ces  f|uaiititt's,  d^,^  ''/'+''  •  •  •  '  "'^^  "'^*-'  ''^~ 
linilé  d'inlcrvalli.'s  6  compris  dans  l'intervalle  (c  —  '=■,  c). 
iMais,  puisque  c  est  compris  entre  a  et  /:»,  la  dérivée 
a  pour  JT  =  c  une  valeur  unique  et  détenninéey  (c).  11 
est  donc  toujours  possible  d'assigner  un  intervalle  fini  a- 
tel  que  l'on  ait  (S  ayant  toujoui-s  la  même  signification 
que  ci-dessus) 

val.  abs.  ^L ^^^^-^^  -/'(.  )J  <  - 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  en  désignant  par  r,  une 
quantité  qui  dépend  de  0,  mais  qui  reste  comprise  entre 

—  I  et  H-  I , 

(2)  '- ^f(c)^r,-. 

D'autre  part,  d'après  les  liypollièses  faites  sur  /(r)  et 
le  théorème  de  iM.  tîonnet,  on  a 

(3)  ^^ -/(ç.K 

i  désignant  une  certaine  valeur  de  .v,  telle  que 

c  _  67  <  ï  <  c  ; 
donc,  si  Ton  combine  les  équations  (2)  et  (3),  on  aura 

(4)  /'(?)  =  /'(c)  +  r;i. 

Ainsi  il  existe  nécessairement,  dans  l'intervalle  (c — o-, c) 
défini  ci-dessus,  au  moins  une  valeur  ç  de  x,  telle  que 
la  dérivéey'(^)  diffère  dey^'(c)  d'une  quantité  moindie, 

en  valeur  absolue,  que  -  • 

Or,  d'après  une  remarque  faite  plus  haut,  cette  va- 
leur ç,  ou  coïncideia  avccune  des  quantités  c/^,,  r</,_^, ,  ..., 
ou  sera  comprise   entre  deux   d'entre  elles,  a,  vX  Or+i-, 
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elle  pourra  donc  se  représenter  par  a^-f-  'J^r+i»  en  sorte 
qu'on  aura,  dans  tous  les  cas,  d'après  (i), 


<£. 


(5)  val.ab..[/'»-{;'"'-/'(a,)] 

Appliquons  maintenant  à  cette  valeur  |  de  a:  la  relation 
(2),  en  faisant,  dans  celle-ci,   c  —  03-  =  ^;  nous  aurons 

fie)- f il)        .,.    ,   ,      ,z 


c—'c  "-     -  2 


r/  étant  compris  entre  —  i  et  +  1 .  De  là,  en  vertu  de 
l'équation  (4), 

OÙ,  r' — T,  étant  plus  petit  que  2, 

(6)  val.abs.[^<°j-[<»-/'(S)]<e. 

Les  inégalités  (i),  (5),  (6)  montrent  que  l'on  peut  passer 
ej^ectivement  de  la  valeur  a  à  la  valeur  c  par  un  nombre 
fini  de  valeurs  de  x 

a,  «1,  ao,   . . .,  ttr,  ç,  c, 

telles  que  deux  valeurs  consécutives  ocf  et  x"  vérifient 
toujours  la  relation 

f{x")-f{T')  f,,,.., 

en  valeur  absolue. 

En  raisonnant  sur  l'intervalle  (c,  &)  comme  on  a  rai- 
sonné sur  l'intervalle  («,  Z>),  on  finira  par  établir  qu'on 
peut  toujours  passer  de  «  à  è  par  un  nonibn;  fini  d'in- 
tervalles 0,  qui  satisfont  à  la  condition  formulée  dans 
l'énoncé  du  théorème. 

.4nn.  de  Mathémat..  ?>'  série,   t.  HI.  (Octobre  iS8^.)  3l 
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On  voit  facilement  quel  changement  subirait  la  dé- 
monstration si  l'on  avait  c  ^b. 
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S0L11TI0\S  DE  OIESTIOAS 
PROPOSÉES  DA\S  LES  \01VELLES  VWALES. 


Questio/i   1  4oO 

(voir  ?,'  série,  t.  Il,  p.  ?-S8); 

Par  m.  MORET-BLANC. 

1°  La  somme  des  m""""'  puissances  des  nombres  pre- 
miers à  N,  et  non  supérieurs  à  ce  nombre,  est  dii'isible 
par  N,  si  m  est  impair  ; 

2"  La  somme  des  produits  m  à  m  des  Jiombres  pre- 
miers à  N,  et  non  supérieurs  à  ce  nombre,  est  divisible 
par  N,  si  j?i  est  impair.  (E.  Cesauo.) 

Les  nombres  premiers  à  N,  et  non  supérieurs  à  ce 
nombre,  peuvent  êti'e  associés  deux  à  deux  :  «  et  N  —  «, 
è  et  ]N  —  b,  ....  Ils  sont  en  nombre  pair,  car  on  ne  peut 
avoir  N  — a  =  a,  ce  qui  donnerait  N  =  aa;  a  serait  un 
diviseur  de  N,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse.  On 
suppose  N  ^  2. 

i"  m  étant  impair,  la  somme  des  puissances  wi""""  de 
deux  nombres  associés  rt'"H-(N  —  a)'"  est  évidemment 
divisible  par  N,  car  les  termes  «"* —  a'"  se  détruisent,  et 
tous  les  autres  renferment  le  facteur  N  :  donc  la  somme 
des  puissances  //f'^""^^  de  tous  les  nombres  premiers  à  ÏN, 
et  non  supérieurs  à  ce  nombre,  est  divisible  par  N. 

2°  A  tout  produit  de  m  de  ces  noml)res  en  correspond 
un  autre  qui  n'en  diffère  qu'en  ce  que  l'un  des  nombres 
V  est  remplacé  par  son  associé;  leur  somme  est  de  la 

forme 

Aa  -1-  A(N  —  a)  =  AN,     multiple  de  A'. 

Toutes  ces  soniines  partielles  étant  divisibles  par  iS ,  leur 
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somme,  c'est-à-dire  celle  de  tous  les  produits  ni  à  th  des 
nombres  premiers  à  N,  et  non  supérieurs  à  ce  nombre, 
est  divisible  par  N.  "" 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Louis  M. 


Question  1460 

(voir  3°  série,  t.  II,  p.  382); 

Par  m.  MORET-BLANG. 

SoienL  G  le  centre  de  gravité  d\in  tétraèdre  ABCD; 
0|,  00,03,0^  les  centres  des  sphères  circonscrites  aux 
tétraèdres  GBCD,  GACD,  GABD,  GABC  respective- 
ment. Le  centre  de  grauité  du  tétraèdre  O^  Oo  O3  O4  est 
le  centre  de  la  sphère  circonscrite  au  tétraèdre  donné. 

Même  théorème  pour  le  triangle  et  les  cercles  cir- 
conscrits. (Genty.) 

Prenons  le  centre  O  de  la  sphère  circonscrite  au  té- 
traèdre ABCD  pour  origine  des  coordonnées  rectangu- 
laires, et  soient  Xt,  ji,  Si  5  X2,  J^-)  Zo'-,  ^3,  73,  ^3;  -3^4, 
j  /, ,  Z4  les  coordonnées  des  sommets  A,  B,  C,  D;  ^,  r,,  <Ç, 
celles  du  point  G  5  ;•  le  rayon  de  la  sphère  circonscrite 
au  tétraèdre  ABCD,  et  d  la  distance  OG. 

Le  point  0(  sera  à  l'intersection  des  plans  perpendi- 
culaires sur  les  milieux  de  GB,  GC,  GD,  et  aussi  sur  la 
perpendiculaire  abaissée  du  point  O  sur  la  face  BCD. 

Les  équations  de  trois  plans  sont 


Uî-n    ;--^---     =0, 


;•■- 

— 

d^ 

1 

r2 

— 

d^ 

2 

/•- 

— 

f/2 

(  4»o  ) 
ou 

(^2—  ç)^ -I-  (7-2-  r,)j  -4-  (^2—  O-  = 
(^3—  ;)^-^(r3'-Ti)j-f-(^3—  O^  = 
(0^4  —  0^  +  (Ji—  Tr,)7  +  (-4  -  O-  = 

En  ajoutant  ces  équations  membre  à  membre,  pour  plus 
de  symétrie,  on  a  l'équation 

3  (  ;-2 ^2  ) 

(^_a;,)^-(-(r, -ji)j-t-(^-^i)-=  -^ -' 

qui,  avec  celles  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  O 
sur  la  face  BCD,  déterminera  le  point  Oi . 

La  direction  de  Ox  étant  arbitraire,  prenons  la  per- 
pendiculaire au  plan  BCD,  alors  on  aura,  pour  le  point 

j  =  o,     z  =  o, 

3(r2— f/2)  2(r2— ^2)  2(7-2— f/2) 


x  =  00^ 


2(çi-^l)  '%{X  —  X{) 


en  désignant  par  h^  la  liauteur  du  tétraèdre  correspon- 
dant à  la  base  BCD.  Si  Ton  nomme  B,  cette  face  et  V  le 
volume  du  tétraèdre,  on  a 


B., 


3^^-"•^'    ^^^= — 3V — ^*- 

Les  longueurs  OOi,  OOo,  OO3,  OO4  sont  donc  pro- 
porlionnclles  aux  faces  du  tétraèdre  auxquelles  elles  sont 
perpendiculaires. 


^■  =  ^ 

et 

00.=  ^<--- 

de  même 

oo,-^"-;-<^'> 

00, 

.^('■'-*>B.,     00,.- 

(  m  ) 

Or,  si  ion  projcllc  sur  un  plan  quelconque  les  laces 
d'un  létraèdre,  les  projeclions  étant  alFectées  du  même 
signe  ou  désignes  diflérents  suivant  qu'elles  sont  ou  non 
du  même  côté  de  la  face  projetée  que  le  sommet  qui  lui 
est  opposé,  la  somme  algébrique  des  projections  est 
nulle ^  il  en  seia  de  mènie  en  projetant  sur  un  axe  les 
perpendiculaires  à  ces  faces,  proj)ortionnelles  à  leurs 
aires. 

Il  résulte  de  là  que  quati-e  forces,  représentées  par 
OO),  OO2,  OO3,  OO/,,  se  font  équilibre,  et,  par  suite, 
d'aj)rès  un  lliéorème  connu,  que  le  point  O  est  le  centre 
de  gravité  du  tétraèdre  0|  O2O3O/,. 

Un  calcul  et  un  raisonnement  tout  semblables  appli- 
qués à  un  triangle  ABC  prouvent  que  le  centre  de  gra- 
vité du  triangle  ayant  pour  sommets  les  centres  des 
cercles  qui  passent  par  deux  sommets  du  triangle  A.BC 
et  par  son  centre  de  gravité  est  le  centre  du  cercle  cir- 
conscrit à  ABC. 

De  ce  qui  précède  résultent  aussi  les  théorèmes  sui- 
vants : 

I.  Si  deux  tétraèdres  sont  tels  que  les  médianes  ('  ) 
du  premier  soient  perpendiculaires  aux  faces  du  second , 
réciproquement  les  médianes  du  second  seront  perpen- 
diculaires aux  faces  du  premier. 

II.  Si,  à  partir  du  centre  de  la  sphère  circonscrite  à 
un  tétraèdre,  on  porte  sur  les  perpendiculaires  aux  faces 
des  longueurs  proportionnelles  à  leurs  aires,  les  quatre 
extrémités  sont  les  sommets  d'un  second  tétraèdre  ;  ce 
tétraèdre  et  le  prender  jouissent  de  la  propriété  énoncée 
dans  le  théorème  précédent  ;  de  plus,  le  centre  de  gra- 


(')  .l'appelle  médiane  d'un  létraèdre  la  droite  qui  joint  un  som- 
met au  centre  de  gravité  de  la  face  opposée. 
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vite  du  second  est  le  centre  de  la  sphère  circonscrite  au 
premier. 

Théorèmes  analogues  pour  le  triangle. 


Question  1464 

(  voir  3"  série,  t.  [I.  p.  383); 

Par  m.  Léon  CLÉMENT, 

Du  lycée  de  Rouen  (Mathématiques  spéciales). 

L'énoncé  doit  être  rectifié  comme  il  suit  : 

On  dojine  deux  paraboles  j-  =  ic[x±  c)-^  une  tan- 
gente à  l'une  de  ces  paraboles  rencontre  l'autre  aux 
points  P,  Q  ^  sur  PQ,  comme  diamètre,  on  décrit  un 
cercle  qui  rencontre  la  seconde  parabole  en  deux  nou- 
veaux points  R,  S  :  prouver  que  la  droite  RS  est  tan- 
gente à  la  seconde  parabole. 

Transportons  les  axes  dé  coordonnées  parallèlement  à 
eux-mêmes  au  point  x  =  c,  j  =  o.  Les  équations  des 
paraboles  deviendrorit 

(A)  y'^^icx 
et 

(B)  y^-—icx-v-\c^'. 


Soient jj'-  —  ax —  —  =  o  l'équation   de  la  tangente 

PQ  à  la  parabole  (A),  et  j  -r-  "j.x -\-  [^  =  o  l'équation 
de  la  droite  RS. 

L'équation  générale  des  coniques  passant  par  les  points 
d'intersection  P,  Q,  R,  S  des  droites  PQ,  PiS,  avec  la 
parabole  (B),  est 

X  ( j2  —  2 ca:  —  4  c2  )  -i-  (  y  —  a,r j  (  j  -^  ar  -4-  ^  )  =  o 
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—  a2  372-1-       X  +l)j2 

-  (  ^cl  -i-  -  -i-  ^^]  X  -  (  —  —  i]y  +  ^  -  Alc^-  =  o 


IV. 


-i)y 


Pour  que  cette  dernière  équation  représente  un  cercle, 
il  faut  que  X  =  —  ( i  +  a- ). 

L'équation  du  cercle  devient  alors 

a2 x''- -\-  a^y"^ -t-f^t?  —  "~  —  ica'^W 

Exprimons  que  le  centre  de  ce  cercle  est  sur  la  droite 

Les  coordonnées  de  ce  centre  sont  données  par   les 

équations 

3c 

2 

et 

lOL^y  H P  =  o, 


2  a 


équation  qui  peut  s'écrire 


■^""y  ■  ..2 


c  p 


2  a'' 


11  faut  éliminer  x  el  y  entre  ces   deux  équations  et 

l'équation  de  la  droite  PQ,  qui  est  j^  —  ax  = 

Les  équations  du  centre  donnent,  en  les  retrancliant 
membre  à  membre, 

c  B         „       3c  , 

^■^  2a^        a  2 

d'où,  en  ayant  égard  à  l'équation  de  PQ, 

c  0  o       3c 

c  H ap  H h  2ca2  =  o, 

2  a^         a  2 
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ce  qui  revient  à 

4c*-H  ca' —  aa^p  H-  4ca2  -(-  c  —  2a^  =  o 
OU 

a2(4ca2-{-c  —  2a|B)H-4ca2-!-c  —  2aP  =  o, 

(a2  +  i)(4ca2-i-c  —  2a3)  =  o, 

4  c  a2  -h  c  —  2  a^  =  o. 

Or  cette  dernière  équation  exprime  précisément  que  la 
droite  RS,  j^-f- ax  +  [^  =  o,  est  tangente  à  la  para- 
bole (B). 

Le  cercle  décrit  sur  PQ  comme  diamètre  est  donc  tan- 
gent à  la  parabole  (B)  (  ^  ). 

(')  Un  calcul  assez  simple  détermine  avec  précision  le  point  de 
contact  de  ces  deux  courbes.  Il  est  d'abord  évident  que  les  axes  des 
paraboles  (A),  (B)  coïncident  avec  l'axe  des  x,  et  que,  par  suite, 
toute  droite  parallèle  à  l'axe  des  x  est  un  diamètre  commun  aux 
deux  courbes.  Il  résulte  aussi  des  équations  de  (A)  et  (B)  que  la 
partie  d'un  diamètre  comprise  entre  les  deux  paraboles  est  constam- 
ment égale  à  leur  paramètre  ac. 

Cela  admis,  soient  a  le  point  de  contact  de  la  tangente  PO  à  la 
parabole  (A),  et  ah  une  parallèle  à  l'axe  des  a:,  rencontrant  la  para- 
bole (B)  au  point  b.  La  tangente  menée  à  (B),  au  point  è,  sera  pa- 
rallèle à  PQ,  parce  que  les  ordonnées  des  points  b,  a  sont  égales 
entre  elles,  et  que  les  deux  paraboles  ont  le  même  paramètre  ic. 
Donc  le  diamètre  ba  de  (B)  divise  en  deux  parties  égales  la  corde 
PQ  de  (B);  par  conséquent,  le  point  a  est  le  centre  du  cercle  décrit 
sur  PQ  comme  diamètre. 

En  nommant  a  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  PQ,  l'or- 

c  c 

donnée  du   point  de   contact   a   est  ->  et  l'abscisse — -,  :  ce  sont  les 

^  a  2  a^ 

coordonnées  du  centre  du  cercle  considéré;  la  valeur  de  son  rayon 

PO 

— -^  ou  aP  résulte  du  calcul  suivant. 

2 

L'équation  de  la  parabole  (A),  rapportée  à  son  diamètre  6a  et  à  sa 

tangente  PQ,  estjK'^=2(—  -^c\x'. 

f,c- 
Pour  x'  =  2 c,  r'^  =  ^  ■+-  4 C-.  Or  y'  =  a P,   parce  que  -xc  —  ba; 
a" 

donc  le  carré  du  rayon  du  cercle  est  égal  à  -^  -f-  4c-. 
.\ctuellement   soit    b'  le    point   symétrique    de   b,   par  rapport   à 
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Question    1487 

'  ■  (voir  ^.'  série,  t.  m,  p.  iGo); 

Par  m.  J.  RICHARD, 

Élève    au    lycée    Saint-Louis. 

^  un  triangle  ABC  on  circonscrit  une  conique  de 
centre  [x^j^z).  On  sait  que  les  droites  qui  joignent 
chaque  sommet  du  triangle  au  pôle  du  côté  opposé  se 
coupent  en  un  même  point  {x\j\z').  Démontrer  qu'il 
y  a  réciprocité  entre  les  points  [x^y,  z),  [x' ,y' ,  z'),  et 
que  cette  réciprocité  est  défifue  par  les  relations 

yz'  -f-  zy'        zx'  -^  xz'        xy'^yx' 


a  h  c 

oii  rt,  b,  c  sont  les  côtés  de  ABC.  (E.  Cesaro.) 

En  désignant  par  x,j\  z  les  distances  d'un  point  du 
pian  du  triangle  aux  côtés  BC,  AC,  AB,  l'équation  d'une 
conique  circonscrite  au  triangle  est 

( I )  lyz  -+-  [xzx  -f-  V xy  =  o, 


l'axe  des  07.  Le  triangle  6' 6a  rectangle  en  6  donne  a6'  =  bb'  -h  ba  . 
Mais,  en  valeur  absolue,  bb',  qui  est  le  double  de  l'ordonnée  de  b,  est 

^igal  à  —,  et  6a  =  2c;  il  s'ensuit  a6''=  ^  +4c-=aP  ,  d'où  ab'=aP. 

"a  a- 

Ainsi,  le  point  b'  appartient  au  cercle  dont  PQ  est  diamètre. 

De  plus,  la  droite  ab'  est  normale  à  la  parabole  (B)  au  point  b' . 
Car,  soient  g  et  h  les  pieds  des  ordonnées  de  a  et  b',  et  m  le  point 
d'intersection  de  ab'  et  de  l'axe  des  x;  on  a  évidemment 

/("•       ba 
mh  —  mg  =  -2.  =  —  =0, 

c'est-à-dire  que  la  projection  de  mb'  sur  l'axe  de  la  parabole  (B)  est 
égale  à  la  moitié  du  paramètre  de  (B).  Donc  nib'  csl  normale  à  (B). 
Par  conséquent,  le  cercle  décrit  sur  PQ  comme  diamètre  est  tangent 
à  la  parabole  (B),  au  point  b' .  G. 
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L'i  la  droite  de  l'intini  a  pour  équalioii 

(2)  ax  -7-  h  y  -i-  c-  =  (). 

Nous  exprimerons  qu'un  point  (jc,  j^,  z')  est  centre  de  la 
conique  en  écrivant  que  la  polaire  de  ce  point  coïncide 
avec  la  droite  de  l'infini,  ce  qui  donne 

(a)  -^— — - —  =  -j =  • 

a  b  c 

D'autre  part,  cherchons  l'équation  de  la  droite  qui 
joint  le  sommet  A  du  triangle  au  pôle  du  côté  opposé  BC. 
Le  pôle  de  ce  côté  est,  sur  chacune  des  tangentes  à  la  co- 
nique, enB  et  C,  c'est-à-dire  sur  les  droites  représentées 
par  les  équations 

z        X  X        y 

V         A  À  iJ. 

Par  conséquent,  ses  coordonnées  j/,  j  ',:;' vérifient  l'équa- 
tion '- =  o,  qu'on  obtient  en  retranchant,  membre 

à  membre,  les  deux  équations  précédentes. 

Les  coordonnées  x\  y,  z'  du  point  de  concours  des 
droites  qui  joignent  chacun  des  sommets  du  triangle  au 
pôle  du  côté  opposé  vérifient  donc  les  trois  équations 

-)-'    z'  _      z     •^'  _      ^'    y  _ 

ce  qui  montre  qiiex'^y,  2' sont  proportionnelles  à  A, 

En  remplaçant  À,  |j.,  v  par  jc'^  j\  z'  dans  les  équa- 
tions (3)  qui  sont  homogènes,  on  a 

yz'  -T-  zy'        zx'  ■+-  xz'        xy'  -t-  yx'^ 


Ce  sont  précisément  les  relations  qu'il  fallait  démontrer. 
Ces  relations  ne  changent  pas  lorsqu'on  v  permute  les 
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coordonnées  a.',  j',  z'  avec  les  coordonnées  x,  j  ,  z.  11  y 
a  donc  réciprocité  entre  les  deux  points. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Goffart  et  Moret- 
Blanc. 


Question  1494 

(  voir  ^^'  série,  t.  IIl,  p.  352)  ; 

Par  m.  N.  GOFFART. 

Soient  a  et  m  deux  points  quelconques  d' une  conique, 
b  et  c  les  extrémités  dhuie  corde  parallèle  à  la  tan- 
gente en  a.  Jllenons  par  les  points  b  et  c  des  parallèles 
à  la  droite  am,  qui  rencontre  la  conique  aux  points  V 
et  c'  respectivement  i  la  droite  b' c'  est  parallèle  à  la 
tangente  au  point  ni.  (Gejxty.) 

Soient  d  et  d'  les  milieux  de  bc  et  b'c'.  Les  droites 
am.,  bb' ,  ce',  dd'  sont  parallèles,  et  leurs  milieux  «,,  Z»i, 


c,,  dy  sont  situés  sur  le  diamètre  conjugué  à  la  direction 
a;?z,  lecpiel  passe  au  point  de  concours  A"  des  diagonales 
du  trapèze  bh' ce'  et  au  pôle  i  de  am. 

Or,  ad.,  étant  le  diamètre  conjugué  à  la  direction  «i, 
coupe  ih  au  centre  o  de  la  conique  (ou  lui  est  parallèle, 
dans  le  cas  de  la  parabole).  Mais  il  résulte  de  la  simili- 
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tudedes  triangles  dod^  et  aoa,  (angle  d=  a,  df  =  at) 
que  les  triangles  diod'  et  UiOm  sont  aussi  semblables 

/  -  odi        di  d'        dd\  \ 

c?i  =  «1,      =  =  )> 

\  o«i        ai  m        acii  / 

et  par  suite  que  d'oiJi  est  une  ligne  droite;  c'est  donc  le 
diamètre  conjugué  à  la  direction  b'c'  et  par  suite  ini  est 
parallèle  à  b'c'. 

Note.  —  M.  Victor  de  Strckalof,  à  Saint-Pétersbourg,  et  MM.  Pi- 
sani  et  Morct-Blanc  ont  donné,  de  même,  une  solution  géométrique 
de  la  question  proposée;  MM.  L.  Amouroux,  du  lycée  de  Grenoble, 
et  J.  Richard  l'ont  résolue  par  les  formules  de  la  Géométrie  analytique. 


Question  1499 

(voir  3'  série,  t.  III,  p.  400); 

Par  m.  J.  RICHARD. 

On  donne  l'arête  de  base  et  la  hauteur  d'ujie  pyra- 
mide régulière  dont  la  base  est  un  carré.  Trouver 
l'angle  compris  entre  deux  faces  latérales. 

(Gejseix-Martin.) 

Soient  SABCD  la  pyramide,  h  la  hauteur  SO,  a  Tarète 
de  la  base  (*). 

Le  plan  SBD  étant  perpendiculaire  à  la  diagonale  AC, 
on  peut  mener  par  AC  un  plan  perpendiculaire  à  SB.  Soit 
M  le  point  où  ce  plan  rencontre  SB.  Il  s'agit  d'évaluer 
l'angle  AMC. 

On  a  d'abord 

OA  =  OB  =  OC  =  ^ 

y/a 

et 


SB  =  /ÔB2~rp=  i/— 


/l2. 


(')  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 


[   194  ) 


Dans  le  triangle  reclangle  SOB. 


a'( 


Oi 


OM  X  SB  =  SO  X  OB 


OMxt/^+/.^=^; 

y    2  u 


CM  =         "'^ 


v/«2  -+-  '2  /t2 

AO 


laii-.^  AMG  =  tan-AxMO  =  ,,„ 

-—  /a^  -1-  2  A-  

v/2  V2rt2-f-  jj  /^-i 

a  A  2  /? 

Par  eonséquent,  la  tangente  de  la  moitié  de  l'angle 

,         ,   ,      ,    .     ,      ,  \/2a2  +  4A2 

cnerehe  est  esfale  a ; 

^  2  A 

Note.  —   La   même  question   a  été   résolue  par  MM.    Morct-Blanc 
et  Goflart. 


Question  loOl 

(voir  3'  série,  t.  UI,  p.   4001; 

Par  m.  MORET-BLANG. 

Pa?'  le  sommet  A  cV un  tiian^le  ABC,  on  mène  des 
perpendiculaires  aux  côtés  AB,  AC,  qui  rencontrent 
en  D  ei  E  la  circonférence  circonscrite  au  triani^le. 
Démontrer  que  le  quadrilatère  ADBE  [ou  ADCE)  est 
équivalent  au  triangle.  (B.  Reynolds,  M.  A.) 

On  a,   R   étant  le   rayon    du    eerele    circonsnit    au 

triangle, 

AB    _    kÇ_  __    AD    _    AE    _ 
sinC        sinB        cosC        cosB 
surf.  ABC  =  ^AB.AGsinA  =  2R2  sin  A  sinB  sinC, 
surf.  ABD  =:|  AB.AD  =i  2R2  sinC  cosC, 

surf.  ABE  =  i  AB.AEcos  A  =  2R-  sin  C  ros  A  cos  |{, 
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d'où 

surf.  ADBE  =  2  fi-  sinG(cosC  -f-  cos  A  cosB); 
mais 

cos  G  =  —  cos  (A  -f-  B)  =  sin  AsinB  —  cos  A  cosB, 

donc 

surf.  ADBE  =  2  R^  sin  A  sin  B  sin  C  =  surf.  ABC. 

Ou  trouve  de  même 

surf.  ADGE  =  surf.  ABG. 

En  projetant  la  figure  sur  un  plan  quelconque,  on 
a  ce  théorème  plus  général  : 

Par  le  sommet  A  d'un  triangle  ABC  inscrit  dans  une 
ellipse,  on  mène  les  cordes  AD,  AE  respectivement 
supplémentaires  de  AB  et  AC.  Le  quadrilatère  KD^^ 
i^ou  ADCE)  est  équivalent  au  Lriajigle. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Goffart. 


QliESTIOXS. 


4509.  ABC  étant  un  triangle  donné,  on  joint  ses 
sommets  à  un  point  U  de  son  plan  par  des  lignes  droites, 
qui  coupent  les  côtés  BC,  CA,  AB  en  A',  B',  C;  soient 

a  le  milieu  de  BG,     a'  le  milieu  de  AA', 
h  »  GA,     b'  »  BB', 

c  »  AB,     c'  »  GG'; 

les  trois  droites  aa',  hh' ^  ce'  concourent  au  point  M, 
centre  de  la  conique  qui  touche  les  côtés  du  triangle  aux 
points  A',  B',  C.  Cela  posé,  on  a  la  relation 

OA.OB.OG    _    M  g.  M  6.  Me 
OA'.OB'.OG'  ~  Ma' .Mb'. Me' ' 

(H.    ScH ROTER.) 

lolO.  La  conique  inscrite  au  triangle  ABC  touche  les 
côtés  BC,  CA,  AB  aux  points  A',  B',  C.  Les  milieux  «,  h^ 
c  des  côtés   BC,  CA,  AB  ont  des  polaires  relatives  à  la 
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conique  inscrite;  ces  polaires  forment  un  autre  triangle, 
dont  l'aire  est  égalé  à  l'aire  du  triangle  ABC. 

(H.    SCHROTEK.) 

15H.  Ou  donne  au  hasard,  dans  un  plan,  quatre 
points,  et  l'on  en  prend  un  comme  centre  d'une  conique 
passant  par  les  trois  autres.  Démontrer  que  cette  conique 
est,  avec  autant  de  probabilité,  une  ellipse  ou  une  hy- 
perbole. (E.  Cesaro.) 

1512.  Trouver  l'enveloppe  d'une  parabole  dont  le 
foyer  et  un  point  de  la  directrice  sont  iixes. 

(D'OCAGNE.) 

1513.  On  donne  un  triangle  ABC,  une  conique  K  et 
un  point  O  sur  cette  conique.  Les  droites  OA,  OB,  OC 
coupent  la  conique  K  respectivement  aux  points  A',  B', 
C  De  plus,  le  côté  BC  rencontre  cette  conique  aux 
points  A",  A'";  le  côté  AC  aux  points  B",  B'";  le  côté  AB 
aux  points  C",  C".  Démontrer  que  les  triangles  K' A" A!" , 
B'B"B'"  et  C'C'C'sont  circonscrits  à  une  même  conique. 

(D'OCAGJNE.) 

1514.  Par  les  sommets  d'un  triangle  ABC,  on  mène 
aux  côtés  opposés  des  droites  AD,  BE,  CF  se  coupant  en 
un  même  point  O-,  on  a 

AO       BO       CO  _ 
AD  "*~  BE  "^  GF  ~  ^" 

De  même,  si,  par  les  sommets  d'un  tétraèdre  ABCD,  on 

mène  aux  faces  opposées  des  droites  AE,  BF,  CG,  DH 

se  coupant  en  un  même  point  O,  on  a 

AO       BO        CO       DO  _ 
ÂË'^BF"*"GG'^DH~ 

(Genty.) 
Note.  —  La  queslion  14G5  a  été  résolue  par  jM.  Pli.  Anstell,  élève 
au  Lycée  de  Lyon;  la  question  1492,  par  M.  Victor  ilc  Strcgalof;    et 
les  questions  14G7,  1473,  par  M.  Louis  M. 
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SIR  i\E  mmm  dimerpréter  l'article  relatif  a  la 

MÉCAMQIE    DU    XOLYEAL    PROGRAMME    D'ADMISSION    A 
L'ÉCOLE  POLYTECIIMQIE  (PHYSIQIE); 

Par  un  ANCIEN  PROFESSEUR  DE  L'UNIVERSITÉ. 


L'article  dont  il  s'agit  a  pour  titre  : 

Notions  succikctes  de  Mécakiqle  servant  de  base  a 
l'étxjde  de  la  pesanteur.  —  3Ioia'eiJie7it  recliligne 
uniforme,  et  uniforniénienL  varié ,\  vitesse  ;  accéléra- 
tion; composition  de  ces  mouvements  ;  notions  som- 
maires sur  les  couples,  la  composition  et  V écjuilihre 
des  forces  appliquées  à  un  corps  solide;  notions 
sommaires  sur  le  travail  et  la  force  vive. 

Cet  énoncé  très  sommaire  pourrait  peut-être  donner 
lieu  à  quelques  méprises  en  ce  qui  concerne  la  marclie 
à  suivre  et  les  modes  de  démonstrations  qu'il  convient 
d'adopter  pour  satisfaire  aux  conditions  du  programme. 
J'ai  pensé  qu'il  pourrait  être  utile  aux  professeurs  de 
Physique  de  donner  un  sens  précis. à  l'état  de  la  ques- 
tion :  c'est  ce  qui  m'a  conduit  à  rédiger  cette  Note,  basée, 
d'ailleurs,  sur  des  renseignements  pris  à  la  source,  tout 
en  ne  relevant  que  les  points  principaux. 


§1.  —  Cinématique. 

I-  —  Mouvement  uniforme  en  ligne  droite  d'un  point 
géométrique;  chendn  parcouru  {s  =  ut)-^  ^vitesse. 

II.  — Mouvement  uniformément  varié  en  ligne  droite 
(  5  =  rtt  H ) ,  accéléré,  retardé. 

Ànn.  de  .)lacliêniat.,i«  série,  t.  IIF.  (Novembre  i88.'(.)  3-2 


(  498  ) 
Au  bout  du  temps  t  4-  0,  s  deviendra 


s  -{-  a  =  a(t 

+  e). 

b 

ir--^2tO-^{ 

d'où 

a  = 

:rte-+^ 

■  bti) 

bfp 

2 

et 

(7 

=  «  -f- 

bt- 

66 

2 

Si 

•0  diminue 

indéfiniment, 

pour  limite 

(1) 

V  =  «  4- 

bt. 

62); 


et  c'est  cette  limite  qui  a  reçu  le  nom  de  vitesse  au  bout 
du  temps  t. 

La  constante  a  est  la  vitesse  initiale  ou  la  valeur  de  V 
qui  correspond  à  t  =  o. 

La  constante  b  est  Vaccélération  du  mouvement. 

Considérons  s  comme  une  ordonnée,  et  t  comme  une 
abscisse,  en  supposant  rectangulaires  les  axes  O^,  Ot 
menés  par  le  point  de  départ  O,  c'est-à-dire  à  partir  du- 
quel il  est  convenu  de  mesurer  le  temps.  L'équatiou 

,   ^  bt^ 

(2)  5  =  «/  -f- 


2 


représentera  une  parabole  du  second  degré  dont  le  coeffi- 
cient angulaire  donnei'a  la  valeur  de  V. 
Des  équations  (i)  et  (2)  on  déduit 

t  (a-i-YM 

s  =  -iia  -^  bt)  =  ; 

2  2 

d'où  ce  théorème  :  Le  chemiii parcouru  au  bout  du  temps  t 
est  le  même  que  celui  du  mouvement  uniforme  dans 
lequel  la  vitesse  serait  la  moyenne  des  vitesses  extrêmes. 

lU.  —  Digression  sur  les  résultantes  géométriques. 

Soient  ab,  bc,  cd.,  .  .  . ,  lik  des  droites  de  longueurs  et 

de  directions  déterminées,  placées  bout  à  bout  en  par- 
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tant  de  Forigiiie  a.  La  droite  ak  sera  la  résultante  géo- 
métrique des  droites  ci-dessus. 

Cas  particuliers.  —  i°  La  résultante  de  deux  droites 
est  la  diagonale  du  parallélogramme  construit  sur  ces 
droites,  menées  par  le  point  de  départ  a\ 

2°  La  résultante  de  trois  droites  est  la  diagonale  du 
parallélépipède  construit  sur  ces  droites  partant  d'une 
même  origine. 

IV.  —  Composition  et  décomposition  des  mouvenieiits 
rectilignes  et  uniformes. 
Soient 

Ojc,  Oj  deux  droites  quelconques,  menées  dans  un  plan 
passant  par  O/?^-,  77z^-,  niy  les  projections  de  m  sur  O.r, 
Oj",  déterminées  par  des  parallèles  à  OjGi  Oa:^  «x»  «j 
les  projections  semblables  de  la  longueur  a  mesurée  à 
partir  de  O  sur  la  direction  de  Oni. 

Je  considère  maintenant  comme  mobile  le  point  7?7j^., 
et  je  suppose  que  la  droite  Ox  se  transporte  parallèle- 
ment à  elle-même  avec  la  vitesse  «j.  Il  est  clair  qu'au 
bout  du  temps  t  le  point  m^  coïncidera  avec  m. 

On  voit  ainsi  que  :  i°  le  mouvement  du  point  m  peut 
être  considéré  comme  résultant  de  deux  mouvements 
simultanés  parallèles  à  Ox^  Oj'',  et  que  a  est  la  résultante 
géométrique  de  a^,  «^-^  a"  la  vitesse  d'un  point  mobile 
peut  être  décomposée  géométriquement  en  deux  autres 
vitesses  de  directions  données,  à  la  condition  que  tout  se 
passe  dans  un  même  plan. 

La  vitesse  suivant  Ox  pouvant  être  considérée  comme 
étant  la  résultante  de  deux  autres  vitesses,  on  est  con- 
duit à  poser  en  principe  que  : 

La  vitesse  d'un  point  animé  d'un  mouvement  recti- 
ligne  uniforme  peut  être  regardée  comme  étant  la  ré- 


(  5oo  ) 
sultante  géométrique  d'autres  'vitesses  de  directions 
domices. 

Les  considérations  qui  précèdent  s'appliquent  au  mou- 
vement uniformément  accéléré;  car,  d'après  la  for- 
mule (i),  pour  une  valeur  de  t  aussi  petite  que  l'on  vou- 
dra la  vitesse  peut  être  considérée  comme  constante. 


\'.  —  De  r accélération.  —  En  supposant  nulle  la  vi- 
sse initiale  daii 
ment  varié,  on  a 


tesse  initiale  dans  le  mouvement  rectiligne  uniformé- 


2 


En  se  reportant  aux  considérations  qui  précèdent,  on  re- 
connaît sans  peine  que  les  accélérations  se  composent  et 
se  décomposent  comme  les  vitesses. 

§  II.  —  Des  forces. 

VI.  —  Constitution  des  corps;  divisibilité  ;  molécules, 
ou  points  matériels. 

VII.  —  Premier  principe  élémentaire  de  la.  Méca- 
nique. —  L'état  de  repos  ou  de  mouvement  d' un  point 
matériel  ne  peut  être  modifié  que  par  l'intervention 
d'u7ie  cause  appelée  TO^cv:. 

C'est  donc  une  force  F  qui,  dans  le  mouvement  rec- 
tiligne uniformément  varié,  produit  l'accélération  l>.  On 
admet  que  la  cause  est  proportionnelle  à  l'effet  qu'elle 
produit,  et  l'on  pose,  eu  conséquence, 

F  =  mb, 

m  étant  un  coefficient  qui  peut  varier  d'un  point  matériel 
à  un  autre  et  qui  est  ce  que  l'on  appelle  la  masse  du  point 
matériel  considéré.  La  force  se  représente  par  une  droite 
dirigée  dans  le  sens  de  l'accélération. 


(  Soi  ) 
Vni.  —  Hypothèses  sur  la  constitution  du  corps.  — 
Un  point  matériel  peut  toujours  être  considéré  comme 
libre. 

IX.  —  Secojvd  principe.  —  Plusieurs Jorces  agissant 
simultanément  sur  un  point  matériel  produisent  cha- 
cune le  même  effet  que  si  les  autres  n  existaient  pas,  et 
cela  indépendamment  de  la  vitesse  acquise. 

Il  est  donc  permis  de  supposer  que  le  point  matériel 
est  au  repos. 

Si  les  forces  F,  F',  ...  constantes  en  grandeur  et  en 
direction  donnaient  lieu  individuellement  aux  accéléra- 
tions ç),  cp',  . .  .  ayant  O  pour  résultante,  elles  produi- 
raient le  même  effet  que  la  force  R  =  ni<î)  qui  sera  repré- 
sentée par  le  dernier  côté  du  polygone  formé  par  des 
droites  égales  et  parallèles  à  F,  F',  ...  placées  bout  à 
bout.  On  reconnaît,  d'ailleurs,  très  facilement,  par  la 
théorie  des  projections,  que  l'ordre  dans  le  mode  de  com- 
position est  indifférent. 

§  III.  —  Statique  des  corps   solides. 

X.  —  Hypothèse,  comme  première  approximation , 
de  V  invariabilité  de  forme  d'un  solide  soumis  à  V  ac- 
tion de  forces  extérieures. 

XI.  —  Principe  expérimental.  —  Deux  forces  égales 
appliquées  en  sens  inverse  en  deux  points  d'un  solide, 
suivant  la  droite  qui  joint  ces  points,  se  font  équilibre, 
c'est-à-dire  qu'elles  ne  changent  en  rien  l'état  de  repos 
ou  de  mouvement  du  corps. 

XII.  —  On  peut  considérer  une  force  comme  étant 
appliquée  en  un  point  quelconque  de  sa  direction  pour\^u 
que  ce  point  soit  invariablement  lié  au  point  d' applica- 
tion primitif  de  la  force. 


•  (  5o2  ) 

Soient  A  le  point  d'application  de  la  force  F,  A'  un 
point  quelconque  de  la  direction  de  celte  force.  L'équi- 
libre ne  serait  pas  troublé  en  appliquant  en  A'  les  forces 
F',  —  F'égales  à  F;  mais,  d'après  le  principe  précédent, 
les  forces  F  et  — F'  se  font  équilibre.  11  ne  reste  donc 
que  la  force  F'  appliquée  en  A',  ce  qu'il  fallait  établir. 

XIII.  —  Composition  des  forces  concourantes.  —  Si 
ces  forces  se  rencontrent  en  un  point  O  du  corps,  on 
peut  les  considérer  comme  étant  appliquées  au  point 
matériel  correspondant,  et  la  composition  s'effectuera 
d'après  la  règle  n*^"  9. 

Il  en  est  encore  de  même  si  le  point  de  concours  O  se 
trouve  en  dehors  du  corps,  à  la  condition  de  supposer  le 
point  relié  invariablement  au  corps. 

XIV.  —  Momejit  d' une  force  par  rapport  à  un  point  j 
sens  et  signe  du  moment;  hras  de  levier. 

Théorème  de  Varignon  établi  par  la  relation  qui  existe 
entre  les  aires  des  triangles  ayant  pour  bases  deux  com- 
posantes et  leur  résultante  et  pour  sommet  le  centre  des 
moments,  situé  dans  le  plan  de  ces  forces^  cas  où  le 
centre  des  moments  se  trouve  sur  la  direction  de  la  ré- 
sultante; extension  du  théorème  à  un  nombre  quelconque 
de  forces  concourantes  comprises  dans  un  même  plan. 

XV.  —  Composition  des  forces  parallèles  et  de  même 
sens.  —  Soient  P  et  Q  deux  forces  appliquées  en  A  et  B, 
situées  dans  un  même  plan,  et  que  l'on  peut  considérer 
comme  agissant  sur  le  point  de  concours  O  de  leurs  di- 
rections, R  leur  résultante. 

Si,  en  considérant  les  points  A  et  B  comme  fixes,  on 
suppose  que  le  point  O  s'éloigne  indéfiniment  de  A  dans 
la  direction  de  P,  la  force  Q  deviendra,  à  la  limite,  pa- 
rallèle à  P.  La  projection  de  R  sur  la  direction  de  P  sera 


(  5o3  ) 
p  -1-  Q^  et  sera  nulle  sur  la  perpendiculaire  à  cette  direc- 
tion. Il  suit  de  là  que  les  forces  parallèles  et  de  même 
sens  P  ei  Q  ont  une  résultante  qui  leur  est  parallèle  et 


ésrale  à  leur  somme 


Soit  I  l'intersection  de  la  direction  de  la  résultante 
R  =  P  H-  Q  avec  AB,  point  auquel  on  peut  supposer  que 
cette  résultante  est  appliquée.  Les  bras  de  levier  de  P 
et  de  Q  par  rapport  au  point  I,  étant  proportionnels  à  AI 
et  IB,  on  a,  en  remarquant  que  le  théorème  de  \  arignon, 
s'applique,  quel  que  soit  l'éloignement  de  O. 


p 

.AI   : 
P 

Q  ~ 

=  Q  • 

BI 
^  AI 

BI, 

> 

P 

-+- 

Q  _ 

R 

AB 

Q 

Q  " 

'  AI 

doue,  etc. 

On  déduit  de  là  la  décomposition  d'une  force  en  deux 
autres  de  même  sens  parallèles  à  sa  direction  et  com- 
prises avec  elle  dans  un  même  plan  5  la  composition  suc- 
cessive de  forces  parallèles  de  même  sens  situées  ou  non 
dans  le  même  plan,  enfin  le  centre  des  forces  parallèles. 

X\  I.  —  Composition  de  deux  forces  parallèles  et 
de  sens  contraire. 

Soit,  dans  l'iiypotlièse  des  forces  concourantes,  P  ^  Q, 
la  force  P  étant  censée  se  trouver  dans  la  direction  de 
OA,  et  la  force  Q  dans  la  direction  de  BO. 

En  appliquant  les  mêmes  principes  que  ci-dessus,  on 
trouve 

R  =  P  — Q, 
P. AI  =  Q.BI, 
P__Q  _  R       AB 
""0      ~  ô  ~  TT  ' 
donc,  etc. 


(   5o/i   ) 
Si  P  =:  Q,   on  a  R  =  o,  AI  =  co  ,   ce  qui  n'a  pas  de 
sens  clans  les  conditions  où  je  nie  suis  placé.  Le  système, 
dans  ce  cas  particulier,   constitue  un  couple  dont  les 
propriétés  seront  l'objet  d'un  examen  spécial. 

XVII.  —  Composition  d'un  Tiombre  quelcojique  de 
forces  parallèles  de  l'un  et  V autre  sens. 

X\  III.  —  Bras  de  levier  et  moment  d'un  couple. 

XIX.  —  Composition  de  deux  couples  (P,  —  P), 
(Q,  —  Q)  situés  dans  un  même  plan. 

Soient  {fig.  i)  A,  B  les  intersections  de  P  et  Q  et  de 
_p,   _Q.    AI,    AJ    les  bras   de  levier  de   (P,  — P), 


Fii;.    I, 


rQ  1^-' 


Vl^  Q>' 


(Q, —  Q)-,  R  la  résultante  des  forces  P  et  Q,  égale, 
parallèle  et  de  sens  contraire  à  celle  de  —  P  et  —  Q. 
Les  forces  R,  — R  constituent  un  couple  dont  on  dé- 
signera par /^  le  bras  de  levier.  En  prenant  les  moments 
de  —  R,  —  P,  —  Q  par  rapport  à  A,  on  a 

R/j  =P.AI^-Q.AJ. 

Ce  qui  exprime  que  le  moment  du  couple  résultant  est 
égal  à  la  somme  algébrique  des  moments  des  couples 
composants. 


(  5o5  ) 

Pour  que  ces  derniers  couples  se  détruisent,  il  faut 
que  R,  —  R  soient  dirigées  suivant  AB,  ou  que  p  =  o, 
ou  encore  que  les  moments  de  (P,  —  P)  et  de  (Q, —  Q) 
soient  égaux  et  de  sens  contraire. 

11  suit  de  là  que  :  i°  un  couple  (P,  — P)  peut  être  rem- 
placé dans  son  plan  par  un  couple  (Q,  —  Ç))  de  même 
moment  ;  2"  un  couple  peut  être  déplacé  dans  son  plan. 

XX.  —  On  peut  transporter  un  couple  dans  un  plan 
qui  lui  est  parallèle. 

On  peut  supposer  que  AB  [fig.  2)  est  le  bras  de  levier 
de  (P,  — P),  qu'un  autre  couple  ( — P,  P)  parallèle  et  de 

Fig.  2. 
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sens  contraire  au  précédent  soit  situé  de  manière  que 
son  bras  de  levier  se  projette  suivant  AB. 

Les  forces  P,  appliquées  en  A  et  B',  auront  une  ré- 
sultante 2P  passant  par  le  milieu  1  de  AB'5  cette  résul- 
tante sera  détruite  par  celle  des  deux  forces  —  P.  Les 
deux  couples  se  feront  ainsi  équilibre-,  par  suite,  le 
couple  (P,  —  P,  A'B')  produira  le  même  effet  que  le 
couple  (P,  —  P,  AB),  ce  qu'il  fallait  établir. 

XXL  —  Force  vive  ;  travail. 

La  force  viue  d'un  point  matériel  de  masse  ??i  à  un 
instant  quelconque  est  le  produit  m\'-  de  cette  masse 
par  le  carré  de  la  vitesse. 

Le  travail  d'une  force  constante  en  grandeur  et  en  di- 


(  5o6  ) 
rection,  correspondant  à  un  intervalle  déterminé,  est  le 
produit  de  cette  force  par  le  chemin  parcouru  par  son 
point  d'application. 
Des  formules 

5  =  af  -+-  — ,      \  ^=  a  -{-  ut 


qui  s'appliquent  à  ce  dernier  cas,  on  déduit,  par  l'élimi- 
nation de  f, 

V2  — «2 

1 
ou 

m\^  —  nia- 


=  bs 


nibs  —  Pj^, 


P  = /7i^    étant  la   force  qui   agit  sur  le   point   mobile^ 
donc,  etc. 


I^OTE  SUR  LE  THEOREME  DE  LAMBERT; 

Par  m.  E.  CATALAN. 


1.  Soit  T  le  temps  de  la  révolution,  autour  du  Soleil 
F,  d'une  planète  M.  Soit  t  le  temps  qu'elle  emploie  à 


A  LF 


F'I'   A' 


parcourir  l'arc  MM'  de  sa  trajectoire  E.  Le  théorème  de 
Lambert,    dont   nous    allons    donner   une    dénionstra- 


(  3»7  ) 
tiori  ('),  consiste  en  ce  (jiic  le  rapport  =   dépend  seule- 
ment des  trois  quantités  suivantes  :  le  grand  axe  2«, 
la  corde  ]MM'=  c,  et  la  somme  s  des  rayons  vecteurs 
FAI,  FM'. 

*  2.  Soient  NCA'= '^,  jN'CA'=  a'ies  <7/JO//ia/ie5  ejrce/z- 
triques,  relatives  aux  positions  M,  M'  de  la  planète.  On 
a,  par  une  formule  connue  (-), 

A  =  \ab\^o' —  o  -4-  e(sincp' —  sino)]  ; 

ou,  si  l'on  mène  CI  perpendiculaire  à  NJN',  et  que  l'on 
fasse 

(i)  o'— cp  =  aIC-\  =  aa.     0'^'^  =  ?.ICA'=2,3  : 

(2)  A  =  a6(a -I- e  sin  a  cos^). 

La  théorie  de  Tellipse  donne 

«  =  «(i  -h  e  coscs)  ; 
et,  par  conséquent, 

s  =  a[2  -+-  e(coso  -h  coscp')]; 
ou 

(3)  *  =  2«(i  H- e  cosa  cos^). 
3.  Dans  le  trapèze  M'P'PM, 

MM' =  PP'  +  (P'M—  PM)2. 
Or 

PP'  =  a(cos',p  —  coscp')  =  2«  sin  a  sin  ^, 

P'M'— PM  =  -(N'P'— NP) 
a 

=  6(sino' — sino)  =  26  sina  cosp  ; 


(')  Démonstration  classique,  un  peu  simplifiée. 

(')  Cours  d'Analyse  de  l'Université  de  Liège,  p.  'i^j. 


(  5o8  ) 
donc 

(4)  c2  =  4sin2a(a2sin2!3-4-62cos2p), 
OU 

(5)  c2=4a2sin2a(i  — e2cos2p). 

4.   On  déduit,  des  équations  (  5  )  et  (  3  ), 

c-          f   s  \2 

7—5  —  ( I  )    =  sin2a(i  —  e2cos2p)  —  e2  cos2acos2| 

1^  CL"  \  2  Cv  1 

=  sin2  a  —  e2  cos2  S, 


(6)  cos2a  -1-  e2  ^032  3  =  i —  -\-  \ 1 

De  plus,  par  l'équation  (3), 

(7)  cosa.ecosP= 1     (i). 

Conséquemment, 

52  c2 

(cosa  -t-  e  co.s3)2  =  , 

.  Q,,       (4  a  — 5)2  — c2 

(  cos  a  —  e  cos  S  )2  =  -^î , 

^  ^'  4a2 

cos  a  -I-  e  cos  |3  =  — ■  \J s-  —  c^ , 


2a 
cosa 


—  e  cos  p  =  —  / (  \a  —  s  Y  —  C' . 


Pour  simplitier  la  dernière  expression,  posons 

(8)  F'M=.t',     Y'W=v\     v-^v'^s. 
Il  résulte,  de  cette  formule, 

(9)  5-f-«'=4a, 


(')  Nous  aclo|)lons   les  signes  qui  rcpondcnl  à  lu  disixjsilioa  de  la 
figure. 


(  5o9  ) 
puis 

cos  a  —  e  cos  3  =  —  \/ s'^  —  c^ . 

Les  valeurs  des  inconnues  sont  donc,  finalement, 

l       cosa=:  — (1/52  —  c2-f-  J s'-  —  C-), 

(io)  '^         

/  e  cos  3  =  — -  (v/52  —  c2  —  J  s-  —  c^) . 
(  4a 

S.   Soit  E^iTTrtZ»  l'aire  de  l'ellipse.  D'après  la  for 

mule  (2), 

A        I 

P  =  -(a -4- sina.e  cosp); 

et,  par  la  deuxième  loi  de  Kepler, 

(11)  7^  ==  -  (a -I- sina.e  cos^). 


Le  théorème  de  Lambert  est  démontré  5  car  a  et  e  cos  ^ 
sont  fonctions  des  seules  quantités  a.  c,  ^  (*). 


Remarques. 

6.  Soit,  dans  le  cercle  AIN'NA',  CK  perpendiculaire  à 
CL  Soit  G  le  point  de  l'ellipse,  correspondant  à  K.  On 
a,  L  étant  le  pied  de  l'ordonnée  KG  : 

CL  =  asinIj,     LK^acos^,     LG  =  6cosp; 
puis 

CG  =  v/a2  sin2  p  -+-  62  cos2  p     (2). 

D'ailleurs,  si  l'on  appelle  C  la  corde  jNjN'  : 

G  =  2a  sina. 


(')  Formules  (9)  et  (10) 
(^)  Expression  connue. 


La  relalioii  (4)  peut  donc  être  écrite  ainsi  : 


c^  _  CG 
G  ~"  GK" 


c' 

G  G' 

G  " 

GK' 

c 

GG 

c' 

"  GG'* 

Pour  une  autre  ellipse,  ayant  jnème  grand  axe  que  la 
première,  on  aurait 


puiî 


Et  comme  CG,  conjugué  du  diamètre  passant  au  mi- 
lieu de  MM',  est  parallèle  à  MM',  nous  pouvons  énoncer 
ce  petit  théorème,  presque  évident  : 

Si  V ou  considère,  dans  deux  ellipses  ayant  un  axe 
commun,  deux  cordes  comprises  entre  mêmes  ordon- 
nées, ces  cordes  sont  entre  elles  comme  les  diamètres 
qui  leur  sont  respectis>ement  parallèles. 

7.  Sur  la  perpendiculaire  au  milieu  H  de  MM',  pre- 
nons les  points  D,  D',  de  manière  que 

M' D  =  MD  =  - ,      M' D'  =  MD'  =  -  • 

2  2 


A  cause  de 

M'D-^  MD 


[     3"      ) 

le  point  D  appartient  à  une  ellipse  passant  en  F,  et 
dont  les  foyers  sont  M,  jM'. 

Inversement,  pour  ainsi  dire,  D,  D'  sont  les  foyers 
d'une  ellipse  E',  passant  en  M,  M'.  Cherchons  les  élé- 
ments de  cette  courbe. 

En  premier  lieu,  le  grand  axe 

EE'=M'D-^M'D'=|(s  +  5')  =  ia. 

Ainsi,  les  grands  axes  des  ellipses  E,  E'  sont  égaux 
entre  eux. 

D'autre  part,  O  étant  le  centre  de  E'  : 

OD  =  1(  HD  —  HD')  =  \is/s-^  —  c'-  —  v//2  _  cs)  ; 

ou,  par  la  formule  (lo)  : 

(12)  OD  =  «e  cos^  =  «e', 

e'  étant  l'excentricité  de  E'. 

De  cette  relation  (12),  on  conclut 

DD'=  FF'cos^: 

la  distance  des  foyers  D,  D'  égale  la  projection,  sur 
CI(/^.  i),  r/eFF. 

8.  Ce  n'est  pas  tout  : 

OH  =  i(HD  —  HD')  =  i(v/5^  ~c2^  v/?^=r^2); 
ou,  par  la  première  des  formules  (10), 
OH  =  r/cos.3  =  CI*. 

9.  Prenons,  sur  MM'  [fg-  2),  de  part  et  d'autre  du 

point  H, 

Hm'=:  H  m  =  IN'=IN, 

et  tirons  Om',  Om.  Les  triangles  isoscèles  m'mO,  JN'NC 
sont  égaux,  comme  avant  même  base  et  même  hauteur. 


(  5i'.  ) 
Dès  Jors,  l'angle  m'OH  {fig.  2),  anomalie  excentrique 
(le  M',  relativement  au  foyer  D,  égale  a  ('  ) 

~  —  a{i  -\-  e  cosa  coS|3)  =  a(i  -1-  e'  cosa). 

10.  Imaginons  l'ellipse  E',  transportée  parallèlement 
à  elle-même,  de  manière  que  son  foyer  D  coïncide  avec 
le  foyer  F  {fig.  i).  Soit  MjM',  la  nouvelle  position  [-) 
de  l'arc  MM'.  Soit  T,  le  temps  de  la  révolution.  D'après 
la  troisième  loi  de  Kepler,  T,  =  T. 

Conséquemment, 

h  -h- 
T       E" 


pui 


£1  _  A,   E 

7  ~  A"  T'' 


A 

=  ab  {%  -\~  e'  cosa), 

Al 

=  ahX'x  -t-  e'  cosa); 

A         h        E 

k^~  h'  ~  E'' 

A,  étant  l'aire  du  secteur  elliptique  M,  FM', . 

Or,  par  la  formule  (2),  dans  laquelle  ecosp  =  e' 


donc 


Ainsi  deux  planètes ,  sollicitées  par  le  SoleilY,  décri- 
raient, dans  des  temps  égaux,  les  arcs  inégaux  MM', 
M) M,  (•''),  appartenant  aux  ellipses  E,  E,. 

11.  Le  lieu  du  centre  virtuel  Ot  est  la  circonférence 
décrite  sur  FC  comme   diamètre.   Conséquemment,  le 


(')  CeUe  propriété  i-ésulte  aussi  de  la  formule  (3). 
(^)  Non  représentée  sur  la  figure. 
(')  Ces  arcs  ont  des  cordes  égales. 


(  •'>ï3  ) 
lieu  du  sommet  E,  est  une  conchoïde  de  cette  circonfé- 
rence. 

Soit  Dj  le  second  foyer  de  l'ellipse  E, .  Soit  M  le  point 


de  cette   courbe  situé   sur  le    prolongement    de    CD,. 

On  a 

FM-}-MDi  =  2«;    . 

et,  comme  le  triangle  FCD<  est  isoscèle  : 

FM  -4-MC  =  la-^k. 

D'après  cette  égalité,  le  point  M  de  l'ellipse  variable, 
appartient  à  une  ellipse  fixe,  ayant  f ,  C  pour  foyers, 
et  dont  le  grand  axe  égale  ia  -\-  k.  Ces  deux  courbes  se 
touchent  en  M^  donc  l'envelojype  des  ellipses  variables 
est  l'ellipse  fixe. 


SIR  IXE  C01I1II\ICATI0\  DE  M.  TCHEBVCHEW  AU  CO\GRES 
DE  CLERMO\TFERRi\D  C); 

Par  m.  E.  CESARO. 


I.   Ayant  posé,  pour  abréger, 
( ' )  21  août  1876. 

Ann.de  Mathcmnc,  3*  série,  t.lll.  (Novembre  iSH/i)  33 
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considérons  Ja  série 

supposée  convergente.  On  peut  écrire 

par  conséquent,  si  l'on  fait 
puis 

V.r  =  Pi  -H  V^2  +  «'3  -+-  ■  •  •  -i-  t^^-, 

on  a 

Ua„  -f-  V„  =  Un+i  -+-  Un+2  +  .  .  .  +  Ukn  • 

Si  n  augmente  indéfiniment, 

U  -h  V  =  lim  [  a„4-i  -f-  u,i+2  -4- . .  .  -i-  Ukn  ]  ■ 

II.  [3]  désignant  le  plus  grand  nombre  entier  con- 
tenu dans  ^,  soit 

X' 

et,  par  suite, 

_  [  A'a  j-  ]  —  A-  [  a  a"  ] 
^x  =  ~ î — 5 • 

A  cause  de 

kax  —  I  <  [  A'«ar]  ^  kax,     kax  —  k  <  /i  [ «ir ]  ^  Aaa?, 

on  a 

—  \<i,\kax\  —  A [ a .r ]  <  k. 

La  quantité  [Aax]  —  A[a:r]  a  donc  une  des  valeurs 
o,  I,  2,  3, .  .  . ,  A'  —  I.  Il  en  résulte  qu'elle  est  égale  au 
reste  de  la  division  de  [Ayzo:]  par  A".  Par  conséquent, 
^{pifj)  désignant  le  reste  de  la  division  de  [/;]  par  y, 

on  a 

_  p{kax,k) 
^'x  —  j—i — • 

hX^ 
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Cela  posé,  on  peut  écrire 


0  étant  une  fraction  proprement  dite.  Il  en  résulte 

B  étant,  comme  9,  une  fraction  proprement  dite,  et  H^ 
représentant  la  somme  des  x  premiers  termes  de  la  série 
harmonique.  Pour  n  infini  : 

lim  [  lln+i  -i-  ll,i+ï  -!-  .  .  .  -f-  Ulcn  ]  =  cilk . 

De  tout  cela  résulte  que,  si  l'on  pose 


I     '      4         •••      ^  ^   A-2     '   (A-T-i)2    ■    (A- -1-2)^    '  ■"' 

V—  ^  \9(l^a,k)        p(9Jva,A)        f>(3Aa,k)  1 

^'  -  I'  L      1       ""        4        ^        ^^       '^-  •  •  J  ' 
on  a 

III.   Soit,   par  exemple,   Â=  a.  La  fonction  p(^,2) 
égale  o  ou  I,  suivant  que  \_z']  est  pair  ou  impair.  On 

peut  donc  écrire 

I  — (— i)f=i 

p{z,'i)=    '^     ' 

Conséquemment.  si  l'on  pose 


I  (9  1(3 


I 


u  — 4w=«/a  — — . 
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C'est  (  '  )  la  relation  que  M.  Tchéh^^cliew  a  déduite 
d'une  identité  de  M.  Catalan  (2).  Elle  montre,  par 
exemple,  que  l'équation 


[ix]        i^(— i) 


i  =  1  ;  =  1 

admet  la  racine  unique 

X  =  — — =—  =  o,5q3o8.  . 
■^4/2         '   ^ 


(2/xl 


ETIDE  DE  DEUX  SYSTEMES  SOÎPLES  BE  COORDOWEES  TAN- 
GEXTIELLES  DA^S  LE  PLAN  :  COOUDOA^ÉES  PARALLÈLES 
ET  COORDONNÉES  AXIALES 

(voir  p.  45G  ); 

Par  m.  Maurice  D'OGAGNE, 
Élève-Ineénieur  des  Ponts  et  Chaussées. 


31.  EquaLion  réduite.  —  Prenons  la  forme  réduite 
de  l'équation  des  coniques 

uv  =  K. 

Nous  avons  vu  qu'elle  représente  une  conique  tou- 
chant les  axes  de  coordonnées  aux  origines. 

Clierclions  les  tangentes  parallèles  à  l'axe  des  origines, 
en  faisant  u  =:  f,  cela  donne 

u  =  V  =  -±1  \/K. 

Si  donc  K  ^  o,  on  a  une  ellipse. 
Si  R  <;  o,  une  hyperbole. 


(')  Sauf  une  légère  inadvertance. 

{')  Aouvelle  Correspondance  inatlteinatir/ue,  t.  II,  p.  106. 


(  5i7  ) 
En  elî'ct,  dans  ce  cas  (n*'  2o), 

4 

K  est  le  carré  du  demi-diamètre  b  conjugué  de  l'axe 
des  origines,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  du  demi-dia- 
mètre parallèle  aux  axes  de  coordonnées. 

L'équation  réduite  des  coniques  exprime,  par  suite, 
la  propriété  suivante  : 

Dans  une  conique,  le  produit  des  segments  déter- 
minés par  une  tangente  quelconque  sur  deux  tangentes 
parallèles  entre  elles  (à  partir  de  leurs  points  de 
contact)  est  constant  et  égal  au  carré  du  demi-dia- 
mètre parallèle  à  ces  deux  tangentes. 

32.  Le  centre  est  déterminé  (n"  26)  par 

M  -4-  p»  =   O, 

milieu  de  la  distancé  des  origines,  et  les  asymptotes  par 
l'équation  précédente  jointe  à  celle  delà  courbe 

UV  =  62, 

d'où  l'on  tire,  pour  ces  asymptotes, 

u  =  bi,     r  =  —  bi 
et 

?/  =  —  bi,     V  =  bi. 

33.  La  relation  qui  lie  deux  directions  conjuguées 
(n"  27)  est  dans  ce  cas 

-yi  -i-  b^  =  O     OU     /./m  =  —  \b^. 
4 

Ce  résultat  peut  s'interpréter  géoniétricpiemcnt  sans 
difficulté  et  conduit  ;"i  un  théorème  connu. 


(  5i8  ) 
34.   Par  le  point  dont  l'équation  est 

Il  =  inv  -t-  /?, 

menons  les  deux  tangentes  à  la  conique.  Les  v  de  ces 
tangentes  seront  donnés  par  l'équation 

mv^  H-  nv  —  Z>2  =  o. 

Pour  que  ces  tangentes  soient  confondues,  il  faut  que 

Telle  est  donc  la  relation  qui  doit  être  remplie  pour 
que  le  point  soit  sur  la  courbe.  L'équation  de  tout  point 
de  la  conique  sera  donc  de  la  forme 


u  =  mv  ±ib^ —  771, 

et  l'on  sait  (pie  m  est  le  rapport  des  distances  à  A  et  à  B 
du  pied  de  la  parallèle  aux  axes  de  coordonnées,  menée 
par  le  point  considéré. 

L'équation  en  v  écrite  plus  haut  montre  que,  si  m  est 
constant  et  n  variable,  le  produit'  des  racines  est  con- 
stant; or,  111  étant  constant,  on  voit  que  le  point  se  meut 
sur  une  parallèle  aux  axes  de  coordonnées.  De  là  ce 
tliéorème  : 

C  étant  une  conique,  D  une  droite  quelconque,  on 
mène  à  C  U7ie  tangente  A  parallèle  à  D,  et  dont  le  point 
de  contact  est  A.  Les  tangentes  à  C,  issues  d'un  point 
quelconque  de  D,  déterminent  sur  A,  à  partir  de  A, 
deux  segments  dont  le  produit  est  constant. 

Déterminalion  des  foyers. 

3o.  Nous  avons  vu  (n°  3)  que  l'angle  d'une  droite 
ave(;  l'axe  des  origines  est  donné  par 

iv  —  ?/)  sinO 
tanira  =  -j r ;,  ; 

d  -^  (V  —  u)  rns') 


(  5i9  ) 
il  s'ensuit,  en  posant  tanga  =  m, 

nid 

(a)  V  =  Il  -J: — ^-- T  . 

^    '  sinO  —  m  coso 

Soient  alors  donnés  un  point 
(  b)  u  -k- pv  -+■  g  =  o, 

et  une  conique 

(C)  A«<2_^  2BHP-r-  Ci'S-l-aDii-l-  2Ef  -H  F  =  o. 

On  aura  les  m  des  tangentes  menées  de  ce  point  à 
cette  conique,  en  éliminant  u  et  u  entre  les  équations 
(a),  (Z>),  (c),  ce  qui  n'ollre  pas  de  difficulté.  On  trouve 
ainsi 

P,   Q,  R  étant  des   polynômes  du  second    degré  en  p 
et  (j. 

Si  le  point  représenté  par  l'équation  [b)  est  un  foyer, 
les  771  des  tangentes  issues  de  ce  point  ont  pour  valeurs 
yj —  I  et  —  y —  I  ;  par  suite,  l'équation  précédente  doit 

être  identique  à 

ni^  -4-1  =  0, 
ce  qui  exige  que 

Q  =  o    et     P  =  R. 

On  a  ainsi  deux  équations  du  second  degré  eu  p  et  q 
qui  font  connaître  les  valeurs  de  ces  paramètres,  rela- 
tives aux  foyers  de  la  conique. 

V.  —  Exemples  d'appljcatiow   des   coordonnées 

PARALLÈLES. 

3(3.  Une  cojiitjue  va/'iable  est  consta/nment  tangente 
à  deux  droites  parallèles  Jixes  et  touche  w/ze  coJiique 
jixe  toujours  au  77iê77ie  poi/it,  trouver  le  lieu  du  point 
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</e  rencontre  des  tangentes  communes  à  ces  deux  coni- 
ques. 

Prenons  pour  origines  A  le  point  de  contact  fixe  des 
deux  coniques,  et  pour  axe  AB  la  tangente  en  ce  point, 
pour  axe  Ait  la  droite  menée  par  ce  point  parallèlement 
aux  droites  fixes  données,  et  pour  axe  B^*  une  parallèle 
quelconque  à  cette  droite. 

Equation  de  la  conique  fixe 

(  a  )  A  if  2  -{-  2  B  i<(^  -I-  G  v2  -+-  2  D  i<  =  o  ; 

équation  de  la  conique  variable 

(^)  A'it'-  -f- 1^'  uv  -+-  G'r^  -+-  iD' u  =  o, 

où  A',  B',  C  sont  constants,  d'après  le  corollaire  qui  ter- 
mine le  n"  21,  puisque  la  conique  variable  a  toujours 
les  mêmes  tangentes  parallèles  aux  axes. 

•Multiplions  (a)  par  G',  [fj)  par  G  et  retranchons,  il 
vient 

„[(AC'—  MC)u  ~  -liBC—  B'C)i^  H-  2(DG'—  D'G)]  =  o, 

équation  qui  donne  les  pôles  communs  aux  deux  co- 
niques. 

u  =  o  est  leur  point  de  contact  fixe. 

(AG'—  A'G  )«  -r-  2(  BG'—  B'G)r  -^  2(  DG'—  D'G)  =  o 

est  le  point  dont  on  cherche  le  lieu^  or  le  rapport  des 

distances  de  ce  point  aux  axes  de  coordonnées,  égal  à 

2(BG'— B'G)      ,  .     .,         1,1 

-ry^, rrrr-^  f  étant  indépendant  du  paramètre    va- 

AG  —  A  G  "^  '■ 

riable  qui  est  D',  ce  point  reste  sur  une  droite  parallèle 
aux  axes  de  coordonnées  :  tel  est  donc  le  lieu  cherché. 

37.  Nous  allons  montrer  maintenant  comment  les 
coordonnées  tangentielles  permettent  de  déduire  corré- 
lativement  des   théorèmes   nouveaux  de  ceux  qui   sont 


(  ^21  ) 

établis  au  moyen  des  coordonnées  cartésiennes  (  '  )5  deux  • 
questions  sei'ont  coiTelatives  lorsqu'elles  reposeront  sur 
les  mêmes  équations  en  x  et  j  d'une  part,  en  u  et  v 
de  l'autre,  et  que  ces  équations  seront  soumises  aux 
mêmes  opérations-,  seules  les  interprétations  géomé- 
triques différeront.  En  voici  des  exemples  : 
En  coordonnées  cartésiennes,  on  a  : 

Si  une  droite  se  déplace  en  restant  parallèle  à  elle- 
même,  elle  coupe  constamment  une  courbe  fixe  du 
jjiième  Qi-d/e  an  ffi  points  dont  le  centre  des  moyennes 
distances  décrit  une  droite. 

Or,  à  des  droites  parallèles,  en  coordonnées  carté- 
siennes, correspondent,  en  coordonnées  parallèles,  des 
points  situés  sur  une  parallèle  aux  axes  de  coordonnées; 
au  centre  des  moyennes  distances,  correspond  la  di^oite 
moyenne  relative  à  la  direction  des  axes  de  coordonnées; 
comme  ces  axes  sont  d'ailleurs  quelconques,  nous  aurons, 
en  coordonnées  parallèles,  le  théorème  suivant  : 

Si  un  point  décrit  une  droite  D,  la  droite  moyenne, 
relative  à  la  direction  de  D,  des  m  tangentes  que  V  on 
peut  mener' de  ce  point  à  une  courbe  fixe  de  la  m'^^"'^ 
classe,  passe  par  un  point  fixe. 

En  coordonnées  cartésiennes,  on  a  encore  ce  théo- 
rème : 

Le  centre  des  moyennes  distances  des  m  [m  —  i) 
points  de  contact  des  tangentes  à  une  courbe  fixe 
d'ordre  m  ^parallèles  à  une  direction  donnée,  est  fixe 
lorsqu'on  fait  varier  la  direction  des  tangentes. 

(')  Nous   rcvieiHlrons  sur  ce   sujet  daus  les  paragraphe»  IX  el  X. 
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•      Par  transformation  corrélative  nous  aurons,  en  coor- 
données parallèles,  le  théorème  suivant  : 

Une  droite  D  ^e  déplaçant  parallèlemeTit  à  elle- 
même  coupe  constamm,ent  une  courbe  fixe  de  la  classe 
m  en  m[m —  i)  pobits ;  la  droite  moyenne,  relative  à 
la  direction  de  D,  des  tangentes  en  tous  ces  points,  est 
fixe.  [A  suivre.  ) 


SIR  LES  DIVERSES  COI'RBIRES  DES  LIGNES 
QU'ON  PEUT  TRACER  SLR  li\E  SURFACE; 

Par  le  R.  P.  ISSOLY,  à  Uclès  (Espagne). 


I. 

1°  Etant  donnés  sur  une  surface  F  un  point  iM  et  une 
courbe  quelconque  S  issue  de  ce  point,  on  sait  que  les 
tangentes  consécutives  MT  et  JM'T'  aux  points  inlininient 
voisins  M  et  M'  de  la  courbe  forment  un  angle  dont  le 
rapport  à  l'arc  MM'  ou  ds  mesuie  la  première  cour- 
bure -  de  la  ligne  S  au  point  M. 

Les  composantes  orthogonales,  tangentielle  et  nor- 
male, —  et  —  de  cette  courbure,  c'est-à-dire  les  projec- 
tions de  -sur  le  plan  tangent  en  M  et  le  plan  normal  à 
la  surface  conduit  suivant  ds,  donnent  la  relation 


2"  Considérons  les  tangentes  MH,  IM'Ii'  menées  en  M 
et  -M'  aux  trajectoires  orthogonales  de  la  ligne  S,  situées 
comme  elle  sur  la  surface  F;  le  rapport  de  leur  angle  à 
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l'arc  ds  mesure  une  nouvelle  courbure  que  l'on  peut 
désigner  du  nom  de  déviation  tangentielle  ou  horizon- 
tale de  la  ligne  S  au  point  M.  Or  il  est  facile  de  prouver 
que  cette  déviation  est  la  résultante  de  deux  composantes 
orthogonales,  savoir  :  i**  la  torsion  géodésique;  2"  la 
première  courbure  géodésique  de  cette  dernière  ligne, 
de  telle  sorte  qu'on  peut  écrire 

/    \  III 

3°  Substituons  aux  deux  tangentes  MH  et  M'H'  les 
deux  normales  M^S  et  M'JN'  à  la  surface  5  on  formera  avec 
elles  la  courbure  que  M.  Bertrand  a  analysée  le  pre- 
mier avec  tant  de  succès,  courbure  encore  innommée, 
croyons-nous,  et  "que  l'analogie  des  propriétés  nous 
mène  à  qualifier  de  dé^'iation  normale  ou  'verticale  des 
lignes  S.  Elle  admet  en  effet,  elle  aussi,  des  composantes 
orthogonales  qui  sontlatorsion  et  la  courbure  normale  S, 
d'où  l'on  conclut  la  formule 


(3) 


4°  En  projetant  la  déviation  normale  sur  deux  direc- 
tions rectangulaires  quelconques  ML)  et  MLo  situées 
dans  le  plan  tangent,  on  obtiendra  les  composantes  gé- 
nérales de  cette  courbure.  Ces  composantes  jouissent 
de  propriétés  nombreuses  et  variées  qui,  dans  deux  cas 
particuliers,  les  rattachent  aux  lignes  asymptotiques  et 
aux  lignes  de  courbure  de  la  surface.  Pour  ne  citer 
qu'une  de  leurs  propriétés  générales,  je  dirai  qu'elles  ne 
sont  autres,  à  un  facteur  constant  près,  que  les  inverses 
de  la  distance  au  plan  tangent  des  traces  que  produit  la 
normale  M'^'sur  les  plans  normaux  ISMLi   et  JNMLo. 

5"  Pour   simplifier  le   langage,    convenons  de    dési- 
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gner,  comme  en  Géométrie  descriptive,  par  plan  de 
front  et  plan  de  profil  les  plans  normaux  NMT 
et  NMH  menés  respectivement  par  la  tangente  à  la 
ligne  S  et  à  sa  trajectoire  orthogonale.  Appelons  aussi 
plan    de   la  déuiation   horizontale    le    plan-limite    de 

la  variation  du  rayon  de  courbure  géodésique  -,  ;  et 
plan  de  la  déviation  normale  le  plan-limite  de  la  va- 
riation du  rayon  de  courbure  normale  — ,;  nous  pour- 
rons énoncer  le  tliéorème  général  suivant  : 

Théorème.  —  En  tout  point  d'iuie  courbe  quel- 
conque tracée  sur  une  surface  :  i°  le  plan  tangent  à 
la  surface  et  le  plan  osculateur  de  la  courbe;  2"  le 
plan  de  f^ont  et  le  plan  de  la  déviation  horizontale  ; 
3°  /e?  plan  de  profil  et  le  plan  de  la  déviation  verticale 
forment  entré  eux  trois  angles  tels  que  si,  dans  chaque 
couple,  on  prend  l'angle  aigu  correspondant,  le  pro- 
duit de  leurs  tangentes  trigonométriques  est  toujours 
égal  à  V unité. 

Telle  est  la  généralité  de  cette  propriété  que  les 
lignes  géodésiques,  les  lignes  asymptoliques  et  les  lignes 
de  courbure  caractérisées  respectivement  par  les  condi- 
tions — ;  =  o,  -;;  =  0,  —  =  o,  ne  la  font  tomber  en  défaut 

/•  /•"  g 

que  d'une  manière  apparente. 

6"  La   considération    des   déviations    tangenlielle    et 

normale  -  et  -  fournit  la  démonstration  la  plus  simple 

U         V  r  r 

et  la  plus  naturelle  du  célèbre  théorème  de  Dupin  sur 
les  surfaces  orthogonales. 

7"  La  déviation  tangenliellc  fournit  une  quatrième 
équation  élémentaire  fondamentale  s'ajoutant  aux  trois 
déjà  connues   (voir  Calcul  différentiel  de  M.  Seruet, 
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2^  édition,  p.  489)5  et  l'on  a  le  système  complet 

(  I  )  d-  —  d'o  -\-  sin  to  dz  =  o, 

(2)  dr^  —  </a)  -t-  sincp  f/j  =  o, 

(3)  coswc/î    -+- coscp  ^7  =  o, 

(4)  sin(J/(fj     — sin'ic^j  =0. 

Dans  ces  formules,  qui  supposent  essentiellement  que 
le  trièJre  trirectangle  NMTH  a  ses  arêtes  disposées 
dans  le  sens  direct,  et  qu'on  a  choisi  pour  'i>  et  oj  les 
angles  aigus  que  les  rayons  des  déviations  tangentielle 
et  normale  font  respectivement  avec  la  normale  MiN  et 
la  tangente  MT,  les  différentielles  <fa-,  <fu,  dt  et  Jr,  re- 
présentent les  angles  de  contingence  de  la  première 
courbure,  de  la  déviation  tangentielle,  de  la  déviation 
normale  et  de  la  courbure  conjuguée  delà  ligne  S,  enfin 
c5  représente  l'angle  de  son  plan  osculateur  avec  la  nor- 
male. 

Comuie  la  première  de  ces  formules  peut  être  rem- 
placée par  celle-ci  : 

(  I  '  )  dz  — ~d'o  —  cos  'J;  û^'j  =  o  ;^ 

on  en  conclut  la  relation  très  simple 

tango  =  tangi|i  tangco, 

qui,    légèrement  transformée,    fournit  le  théorème   ci- 
dessus  énoncé. 

II. 

1°  Revenons  aux  deux  normales  infiniment  voisines 
]MN  et  M'jN';  on  sait  que  si  l'on  donne  à  l'arc  ds  toutes 
les  dii'ections  possibles  autour  du  point  M,  et  que,  par 
l'extrémité  libre  de  cet  arc,  on  mène  les  normales  corres- 
pondantes de  la  surface,  la  perpendiculaire  commune  à 
ces  normales  produit  une  surface  conoïdale  qui,  rap- 
portée au  plan  tangent  en  M  et  aux  plans  des, sections 
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principales,  a  pour  éijualioii 

R;  .r-^  -+-  R'I  >-2 

R'j  et  R!,  représentant  les  longueurs  des  rayons  princi- 
paux au  point  M. 

1°  D'autre  part,  le  lieu  géométrique  des  extrémités 
des  rayons  de  courbure  de  toutes  les  sections  normales 
ou  obliques  que  l'on  peut  faire  à  la  surface  F  tout  autour 
du  point  M  a  pour  équation,  dans  le  même  système 
d'axes  coordonnés, 

,         »         »       R",  R;(;r2-4-v2)^ 

(,)  ^'+j'H-.^-    ;,.;l^Ry   =o; 

et  l'on  vérifie  aisément  que,  conformément  au  théorème 
de  JMeunier,  les  sections  normales  faites  dans  cette  sur- 
face osculatrice  sont  bien  des  cercles. 

3"  Les  surfaces'  (i)  et  (u)  se  coupent  suivant  une 
ligne  gauche  qui  appartient  à  la  sphère 

(3)  _  ^2  +  r2+ -2  =  r';r';,- 

et  dont  la  projection  sur  le  plan  tangent  a  pour  équa- 
tion, en  coordonnées  polaires, 

(4)  p2  =  (R'^— R';)(R';  cosift'— r;  sin^e'). 

4°  Considérons  les  deux  plans  normaux  rectangu- 
laires NML,  et  jNjMLo  dont  il  a  été  question  plus  haut; 
soient  K,  et  K2  les  points  où  ils  sont  rencontrés  par  la 
normale  M'N';  menons  par  ces  points,  et  dans  chacun 
de  ces  plans,  des  parallèles  I,  K,,  LKo  au  plan  tangent, 
s'appuyant,  en  conséquence,  sur  la  normale  MN,  Soit 
enfin  i  l'angle  que  le  premier  de  ces  plans  fait  avec  le 
plan  normal  iViMT  5  si  l'on  fait  tourner  les  trois  plans  de 
telle  manière  que  l'angle  i  reste  constant,  les  parallèles 
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tracées  décriront  deux  surfaces  conoïdales  analogues  k  la 
précédente, 

La  première  ayant  pour  équation 

la  seconde  s'en  déduira  par  le  chanerement  de  i  en  i  —  -• 

Que  si  l'on  suppose  maintenant  i  variable  et  suivant 

la  loi 

/•" 
tangi= , 

on   retombera  sur* le  conoïde  (i)   de  la  perpendiculaire 
commune  aux  normales  infiniment  voisines  de  MN. 

5°  Comme  l'a  remarqué  M.  Bertrand,  le  lieu  des 
projections  du  point  K,  extrémité  de  la  plus  courte  dis- 
tance IK  des  normales  JM^N  etM'iN',  quand  la  seconde 
tourue  autour  de  la  première,  est 

(6)  r/A  =  i— L_        -  '  fU 

v/R"i2sin2e"^R"iCos2e" 

Par  analogie,  le  lieu  des  projections  du  point  K|,  ex- 
trémité de  la  parallèle  I,  K(  au  plan  tangent  menée  dans 
le  plan  NINIL,,  a  pour  équation 

(7)  «'1       r;  cosej  sin(6i— t)  — R",  sin0icos(6i— i) 

On  en  déduira. le  lieu  des  projections  du  point  Ko,  ex- 
trémité de  la  parallèle  lo  Ko,  en  remplaçant  i  par  i  —  -  • 

Enfin,  de  l'une  ou  de  l'autre  de  ces  courbes  on  peut- 
tirer,  comme  cas  particulier,  la  courbe  (6)5  il  suffit, 
pour  cela,  de  se  rappeler  que,  sur  le  plan  tangent,  la 
projection  de  IK  est  la  direction  conjuguée  de  MT  rela- 
tivement à  l'indicatrice  de  la  surface  F  au  point  M. 
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CORRESPO\DAXCE. 


Lettre  de  M.   Maurice  d'Ocagne. 

La  question  liOl,  proposée  par  M.  Genty,  est  un  cas 
particulier  (  '  )  du  théorème  suivant  : 

Si  le  point  de  cojicours  H  des  diagonales  d'un  qua- 
drilatère ABCD,  inscrit  dans  une  conique,  estjixe,  et 
si  le  côté  AB  tourne  autour  d\in  point  fixe  P,  le  côte 
opposé  CD  tourne  autour  d'uji  point  fixe  de  la 
droite  PH. 

Voici  comment  je  démontre  ce  théorème  : 
Prenons   pour  origine  des  coordonnées  le  point   H, 
pour  axe  des  j  la  droite  HP,  et  posons  HP  =  d. 
Soit  • 

S  =  Aa^2_i_Bj-)-  +  Cj2  +  2D:P-+-  aEj-f-  F  =  o 

l'équation  de  la  conique  donnée, 

Équation  de  AG A  =jk  —  [-"•■z"  =  o, 

»  BD A'  =  j>'  —  [j!x  =  o, 

Équation  de  AB T  =y  —  d  —  vx  =  o, 

»  CD r'  =  r  —  0  —  v'x  =  o, 

a,  jjl',  o,  p-  et  v^sont  cinq  paramètres  variables  liés  au  pa- 
ramètre variable  A  par  les  cinq  équations  qui  provien- 
nent de  l'identification  des  équations 


S  =  o     et     AA'-H  X IT'  : 


o. 


(')  Quand  les  points  P  et  H  sont  rcjclcs  à  l'infini. 
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Ces  équations  soi  il 

li.\j.'  -h  /.  ce'  _   —  (  u.  -H  [jj-h  X  (  V  -h  v'  )         1  -h  X 

_     ).  ('  0  (•  H-  <7p'  )    _    —  X  (  f/  -r-  0  )  À  r/ «5 

~  ^TD  ""  2  E  ""  ~V  ' 

De  la  dernière  on  lire 

?-      —  Ff^    . 

donc  0  est  constant,  ce  qui  montre  que  CD  coupe  l'axe 
des  7  ,  c'est-à-dire  PH,  en  un  point  fixe;  et  le  tliéorème 
est  démontré.  D'ailleurs,  en  écrivant  la  relation  précé- 
dente 

i  -^  1  __  uE 

on  voit  immédiatement,  en  appelant  ()  le  point  fixe 
de  Pli  par  où  passe  CD,  I  et  J  les  points  où  PH  coupe 
la  conique  donnée,  que  le  jjoint  H  a  même  conjuguée 
harmonique  par  rapport  aux  deux  couples  de  points 
(  I,  J)  et  (P,Q),  ce  qui  détermine  géométriquement  le 
point  Q. 

En  transformant  par  polaires léciproques,  on  a  ce  théo- 
rème : 

Si  un  quadrilatère  K^Çjy,  circonscrit  à  une  conique, 
a  une  diagonale  ^Ti  fixe  et  si  le  sommet  A  décrit  une 
droite  A,  le  sommet  opposé  C  décrit  une  droite  A'  cou- 
pant BD  au  même  point  que  A. 

La  droite  BD  a  même  conjuguée  harmonique,  par 
rapport  aux  droites  ^^  A'  et  par  rapport  aux  tangentes 
à  la  conique  don/iée  issues  du  point  de  concours  de  A 
et  A'. 


Ann.  de  Malhémat.,  o'  série,  t.  III.  (Novembre  i8S'|.>  84 


»3o  ") 


Extrait  d' une  Lettre  de  M.  H.  Plcunenevskyy  maître 
à  l'Ecole  Reale  Teinir  Chan-C hour a  (^Caucase)  ^  sur 
la  question  1488,  do  décomposer  en  deux  facteurs 
du  second  degré  le  p/emier  membre  de  V équation 

(T)  .r* -I- Air*+ B;r2-i- Gj7 -hD  =  o, 

oii  l'on  suppose  AyD  =  C. 

Ou  peut  considérer  les  racines  de  cette  équation 
comme  les  abscisses  des  points  d'intersection  de  deux 
couiques  représentées  par  les  équations 

(•2)  a-2_j2=,,2^ 

et 

(  3  )  T-  =  a  X  H-  by  -+-  c. 

L'élimination  de  y  entre  les  équations  (  .i  )  et  (3) 
donne 

(4  )  -v* —  lax"^  -h  (a- —  b' —  •2c),r2  H-  aacr  -4-  f2-i-  ^2,-2  _  q_ 

En  égalant  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  Jc 
dans  les  équations  (4)  ^'t  (')'  ^^^  trouve 

C     .       .    /Â^       ~       ^      ,  ^  ~  A^ 


A'  V    4  A  '  '         A'-       „       -^.C 


Mais,  par  hypothèse,  Ay^U  =  C  ^  il  en  résulte 


Â^^  =  "' 


et  par  suite 

r^  =  o,     a"- — jK- =  o,     7- =±  X. 

En  remplaçant,  dans  l'équation   (3),   a,  />,    >,  c  pai- 
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ces  expressions,  il  vient 


ou 


/^— v^- 

G 
A 

f— xK 

G 
A 

Ces  valeurs  de  jr,  vérifiant  l'équation  (4),  vérifient 
de  même  l'équatiou  proposée  (i)  :  donc  on  a  identique- 
inen  t 


Ax^-\-Bx^-^  C^-^D  = 


A-2 


A 

X'  ^  T\    — 
1 


v/f 


—  B 


A 


B-^ 


9.  G 


On  voit  que,  dans  le  cas  paitieulier  où  A  y  D  =  C, 
les  racines  de  l'équation 

ar*-t-  A^3_|_  Ba'2_^-  ç^x  h-  D  =  o 

sont  les  abscisses  des  points  d'intersection  d'une  para- 
bole et  de  deux  droites  représentées  par  les  écjuations 

X  -\- y  =  o,  X  — j'  =  o. 


SOllTIOXS  DE  OIESTIO\S 
PROPOSÉES  D4\S  LES  XOLVELLES  AWALES. 


Question  487 

{  ?oir  i"  série,  t.  XVIII,  p.  3j;); 

Par  m.  h.  BROCARD. 

Dans  tout  tétraèdre  :  i"  Les  quatre  liant eurs  donnent 
lieu,  prises  deux  à  deux,  à  six  plus  courtes  distances 
parallèles  aux  six  arêtes  du  têtraiuhe;  -i^  ces  six  plus 
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courtes  distances  donnent  lieu,  prises  deux  à  deux,  à 
quinze  plus  couj  tes  distances  dont  douze  sont  nulles, 
et  dont   les  trois  autres  sont  parallèles  aux  trois  plus 
courtes  distances  des  arêtes  opposées  du  tétraèdre. 

i"  Désignons  par  A,  B,  C,  D  les  plans  des  faces  op- 
posées aux  sommets  a.  b,  c,  d  du  tétraèdre;  par  o  [a^b) 
la  plus  courte  distance  des  hauteurs  «H,  ^  H  partant  des 
sommets  a  et  b. 

Par  définition,  o  («,  b)  est  parallèle  à  une  droite  si- 
tuée dans  le  plan  perpendiculaire  à  chacune  des  hau- 
teurs rtli,  bll.  Donc  o(<7,  b)  est  parallèle  h  l'arête  d'in- 
tersection des  plans  A,  B,   c'est-à-dire  //  l'arête  cd  du 

tétraèdre. 

4.3 
Il    y    a   quatre    hauteurs,   c'est-à-dire    -^—  =  6   plus 

courtes  distances  parallèles  à  chacune  des  arêtes  du  té- 
traèdre. 

2"  Les  six  plus  courtes  distances,  prises  deux  à  deux, 

donnent  —  =  i5  plus  courtes  distances. 

1 .2  ^ 

La  plus  courte  distance  entre  o(rtf,  Z>)  et  oi^c,  <^),  par 
exemple,  est  perpendiculaire  à  chacune  de  ces  droites; 
mais  ces  droites  sont  parallèles  aux  arêtes  ab,  cd  du  té- 
traèdre; donc  la  plus  courte  distance  en  question  est 
parallèle  à  la  plus  courte  distance  de  ces  arêtes  oppo- 
sées. Or,  il  y  a  trois  couples  d'arêtes  opposées  (rt^,  cd  ; 
ac,  bd-.)  ad,  bc).  Jl  y  a  donc  trois  plus  courtes  distances 
parallèles  aux  plus  courtes  distances  de  ces  arêtes. 

Reste  à  démontrer  que  les  douze  autres  sont  nulles. 
o(rt,  &),  par  exemple,  est  parallèle  à  tvf  ;  o(«,  c)  est  pa- 
rallèle à  hd  ;  donc  la  plus  courte  distance  entre  o(<'ï,  b) 
et  o(rt,  c)  est  parallèle  à  la  plus  courte  distance  entre  cd 
et  bd.  Mais  ces  droites  se  rencontrent.  Ainsi  la  plus 
courte  distance  entre  ces  droites  est  nulle  et  \\\  pas  de 
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direction  détenninëe.  De  cette  indélennination  résulttî 
que  la  plus  courte  distance  en  question  est  nulle. 


Question    1137 

(voir  :'°  série,  t.  II,  p.  192); 

Pau  m.  MORET-BLANC. 

u,i  désignant  le  Ji""'"^   terme   de  la  série   de  Lamé, 

on  a 

(211  -^-  i)"- —  u^"  =  o, 

pourvu  que  l'on  remplace  les  exposants  par  des  in- 
dices. (E.  Cesaro  .) 

Soit  la  série  de  Lamé 

I,  2,  3,  5,  8,   i3,  21,  34,  55,  89,   i44>  233,  377.  Gio,  987.... 

dont  chaque  terme,  à  partir  du  troisième,  est  égal  à  la 
somme  des  deux  qui  le  précèdent.  On  a,  d'après  la  loi 
de  formation, 

d'où 

ou  symboliquement 

jf3(«+l)  =   m3«(.2K  -mi. 

les  exposants  de  a  devant  être  remplacés  par  des  indices- 
Or 

donc 

«s    —  (ait  -^  i)2. 


u^"  —  (iu-{-  i)'K 


ou 


(lU-T-i)"^ — a*«=  o,      syinboliqiiiMiiciit. 
A'ote.  —  La  mcnic  question  a  élc  résolue  par  i\l.    V.  Droz. 
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Question  lioi 

(voir    3*   série,    t.   II,   p.  3:ici); 

Par  m.  h.  FAURE. 

On  donne  une  sphère  et  un  point  dans  son  intérieur; 
de  ce  point  on  mené  trois  cordes,  telles  que  le  pôle  du 
plan  de  deux  quelconques  d'entre  elles  soit  sur  la  troi- 
sième :  la  somme  des  inverses  des  carrés  de  ces  cordes 
est  constante.  (Mankhum.) 

A  la  page  i3  du  tome  XVI  des  Nouvelles  Annales, 
2^  série,  j'ai  démontré  le  théorème  suivant  : 

La  somme  des  inverses  des  indices  des  arêtes  d' un 
trièdre  conjugué  à  une  surface  du  second  ordre  est 
égale  au  carré  de  la  distance  du  centre  de  la  surface 
au  sommet  du  trièdre,  diminué  de  la  somme  des  carrés 
des  demi-axes  de  la  surface,  et  dii^isé  par  l'ifidice  du 
sommet  du  trièdre,  pris  en  signe  contraire. 

Si  l'on  suppose  que  la  surface  du  second  degré  est 
une  sphère,  on  a  le  théorème  de  M.  Mannheim. 

Si  l'on  désigne,  en  effet,  par  A,  ij-,  v  les  arêtes  du 
trièdre,  par  S-  la  somme  des  carrés  des  demi-axes  de  la 
surface,  par  o  son  centre,  par  a  le  sommet  du  trièdre, 
notre  tliéorème  donne 

2 

[I  I    _  S"^  —  oa 

î>.  ^  V  ^  ïï  ~      ï7~  ' 

Si  donc  A,  [Ji,  V  sont  les  longueurs  des  cordes  déter- 
minées dans  la  surface  par  les  droites  )^,  [j.,  v;  et  T^j,  [j.|, 
V,  les  demi-dianiètres  parallèles  à  ces  cordes, 


\''i 


/.- 

JJL- 

h 

— 

Iu.=- 

i:-'-i 

(  :,35  ) 

on  a  donc  la  relation 

Àt         jjL*        V  t         oa  —  S- 


X2  ;x2      '       v2  41^j 

Maintenant,    si    la    surface    devient    nnc   sphère    de 
rayon  R, 

o«-2  —  R2 


R^ 


par  conséquent 


o«  —  3  R2 


À^        -JL^    '    v2        4R2(oa2— R2) 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Gcnty  et  Morct- 
Blanc. 


Question  1455 

(  voir  3' série,  t.  II.  p.  336); 

Par  m.  E.  BARISIEN, 

Lieutenant  au  141"  de  ligne. 

On  considère  deux  droites  rectangulaires  et  un 
cercle  tangent  à  ces  deux  droites;  le  lieu  des  foyers 
des  paraboles  tangentes,  à  la  fois,  aux  deux  droites  et 
à  la  circonférence,  est  une  circonférence  tangente  aux 
deux  droites.  (Weill.) 

Prenons  les  deux  droites  z'ectangulaires  OX,  OYpour 
axes  de  coordonnées.  Soient  /•  le  rayon  du  cercle,  A, 
B  les  points  de  contact  de  la  parabole  avec  les  axes  OX, 
01  ;  et  P,  Q  les  points  où  la  tangente,  commune  en  M  au 
cercle  et  à  la  parabole,  rencontre  ces  mêmes  axes  ('  ). 

Posons 

OA  =  a,     OB  =  g.     0P=/7,     OQ  =  r/. 
(')  Le  lecteur  est  prié  de  l'aire  la  figure. 
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Ou   sait   (jue   ré([uatiou  générale   des  paraboles  tan- 
gentes aux  trois  eôtés  OP,  OQ,  PQ  d'uu  triangle  rec- 
tangle peut  se  mettre  sous  la  Ibrme 

<■)  /:--/!='■ 

avec  la  condition 

a         o 

Nous  allons  exprimer  que  le  cercle  et  la  parabole  sont 
tangents  au  même  point  M  à  la  droite  PQ.  Pour  cela, 
commençons  par  écrire  que  PQ  est  tangent  au  cercle 
en  M,  puis  ensuite  que  le  point  M  de  contact  est  sur  la 
parabole. 

Le  triangle  rectangle  POQ  donne 


ou 

Mais 
donc 


PQ"=  OPV  OQ , 

(MP-t-MQ)2=/?2_^  q'-. 

MP  =p  —  r     et     MQ  =  q  —  r; 
{p-^q  —  irY'^p^'-r-q^-, 


(3)  p  —  <i  —  'xr^\lp-^^q^, 
relation  «jui  revient  à 

(4)  pq  =  ir{p-^q~r). 

Actuellement,  menons  du  point  M  les  perpendicu- 
laires jMR,  MS  aux  axes  OX,  OY.  Les  coordonnées  x^j 
de  M  s'obtiennent  facilement  au  moj'en  des  triangles 
semblables  MSQ,  MRP  et  OPQ.  En  eliet 

MS         OP  ,,    ,    -,„  piq~r)  p{q--r) 

—         •      d  ou  MS      ou  X  =  _     ^     j 


MQ        PQ^  -  yfF^'       P-q->-' 


(')  Les  formules  (i)  et  (2)  ont  déjà  été  employées  dans  les  .Vo«- 
velles  Annales  {voir  2'  série,  t.   \I.  p.  >^?-). 
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De  luèiiie 

qip  —  /  ) 

y  =  -^—^ 

p  ^q  —  xr 

Eu  portant  ces  valeurs  des  coordonnées  du  point  iNl 
dans  l'équation  (i)  de  la  parabole,  équation  ([ui  peut 
s'écrire 

on  a 

[a  5  J  ao 

OU 

En  tenant  compte  des  relations  (2)  et  (4)5  il  vient 

et  enfin 

(5)  aê(i-^  --!-)'==  2. 

Va         o        2  /•  / 

Le  foyer  F  de  la  parabole  est  à  l'intersection  de  la 
droite  AB  et  de  la  perpendiculaire  OF  abaissée  du 
point  O  sur  AB.  Ces  deux  droites  ont  pour  équations 

(6)  ?> X  -^  "xy  =  "xo , 

(7)  a:r  — gj  =  o. 

Pour   avoir   l'équation    du    lieu  des    fo3"ers,  il  suffit 
d'éliminer  a  et  ê  entre  les  équations  (5  ),  (6)  et  (7). 
Or  des  équations  (6)  et  (7)  on  tire 

'~        X  ~         y 


(  :m  ) 

Eu  poitauL  ces  valeurs  do  a,  S   dans  l'équalion  (^5  ), 
ou  a 

et,  eu  développant  et  supprimant  le  facteur  (.r-H-j-), 
il  vient 

équation  qui  représente  un  cercle  tangent  aux  axes,  et 
de  l'ayon  2/'  (  *  ). 

Note.  —  La  inème  question  a  été  résolue  par  ,M.  Moret-BIanc 


Question   '147() 

(voir  3°  série,  t.  Il,  p.   f,-r)t; 

Par  m.  E.  FAUQUEMBERGUE. 

7)'ouuer  les  suintions  e/itières  de  l'ét/uation 

:r^ -i-  x- -^  T  -]- 1  =  v^. 

(LiONJN'ET.) 

Cette  question,  proposée  autrefois  par  M.  Brocard,  a 
été  résolue  complètement  par  JM.  Gei'ouo  dans  le  nu- 
méro de  mai  1877  des  Nouvelles  Annales.  L'équation 
ci-dessus  n'admet  eu  réalité  que  les  solutions  x  =  i, 
x='].  Ce  théorème  remarquable  peut  aussi  se  déduire 
duue  proposition  de  Fermât,  énoncée  dans  les  reclier- 
clies  de  M.  Cli.  Henry  sur  les  manuscrits  de  l'illustre 
géomètre. 

L'é(juation  proposée  peut,  eu  effet,  s'écrire 

{t-+-  i){x^-^  1)=  V-, 
et,   après  avoir  remarqué   (|ue  les    i'acteurs  (.r+i)    et 

(')  La  circonférence  que  cette  équatioa  représente  est,  au  point  F, 
tangente  à  la  circonférence  circonscrite  au  triangle  rectangle  OPQ. 
Le  milieu  de  la  droite  OF  est  le  point  de  contact  du  cercle  des  neuf 
[)oint5  du  triangle  OPQ.  et  du  cercle  inscrit  à  ce  Irianglc.       (G.) 
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(x-+  i)  ont  2  pour  diviseur  commun,  on  est   conduit 
au  système  d'équations  (x  -i-  i)=  2  7/z-,  .r--i-  i  =  2«-. 

Or  la  proposition  de  Fermât,  dont  nous  parlons,  re- 
vient à  dire  que  le  système  de  ces  deux  équations  n'ad- 
met de  solutions  en  nombres  entiers  que  pour  a:  ^  7 
(en  écartant  les  solutions  évidentes  jc  ^zh  i). 

M.  Genocclii  a  donné  une  démonstration  très  simple 
de  ce  théorème  dans  le  numéro  de  juillet  i883  des  JVou- 
velles  Annales. 

Question  149S 

(  voir  3*  série,  t.  III,  p.  içjg)  ; 

Par  m.  N.  GOFFART. 

Le  nombre  total  des  solutions  entières,  non  nésra- 
tives,  des  êf/uations 

X  ^  4  V  =  3(n  —  i), 
\^-^  97  =  5(^  —  2), 
9 J7  -^  1 6r  =  7 in  —  3  ), 


est  égal  à  n. 

(EiiKEST  Cesako.) 

La  forme  générale  des  équations  ci-dessus  est 

rt-  j;-  -h  (  a  -f- 1  j-  j'  =  [(  rt  -i-  I  )'  —  a-  ]  (  n  —  a  )  ; 
on  en  tire 


{a-^i)i 


Or,  a  el  a  -\-  i  étant  premiers  entre  eux,  n  —  a  -\-  x 
et  n — a  —  y  sont  respectivement  des  é(juimulliples 
de  [a  -\-  i)-  et  de  a-\  donc  on  a,  pour  les  systèmes  de  so- 
lutions générales  des  équations  ci-dessus. 


a  — y  =  ma-, 

a  -\-  X  =^  niia  -^  \  r-  ; 


(  54o  ) 

Ull 

X  =  m{a  -+■  i)-  —  (n  —  "-): 
y  =  {n  —  a)  —  ma- . 
Si  l'on  écarte  les  solutions  négatives,  iJ  faut  poser 
ma'^Sn  —  a'Sm{a-+-  i )- 


a-  (  «  -+-  1  y- 

En  attribuant  à  a  toutes  les  valeurs  de  i  à  /i,  on  voit 
que  m  peut  recevoir  toutes  les  valeurs  entières  com- 
prises dans  la  suite 

n  — ^  1  11  —  I         n  —  ■?.  Il  —  % 

1  2-  1-  O- 

II  —  3  11  —  3  n  —  n  n  —  ii 


3'^  4"^  »■'  (  /i  -+- 1  )- 

Soit 

m  =  n  — ^  I ,  n  —  %    ...   2,    i ,  o, 

en  tout  «  valeurs.  c.   q.   f.   d. 

application,  ii  ^=  lo. 

rt  =  I,      '1  ni  -1  — ; —  ;      <l  ou     m  =  9,  b,  7,  o,  o,  /4,  j 

I  \ 

et 

(  X=^-}~,  li],  19,  IJ,  II.  7,  '). 
(  J'  =  o,  I  ,  '2,  3,  4i  5,  ("). 
10  2  .      10  —  2  ,,     , 

a  =  2,      î!  wt  :!  1      d  nu      m  =  2,    i 

4  9 

et 

i  X  =  10,    I  , 

(  y  =  «N  i  ; 

rt=i'3,  4»  ^-1  ^7  7?    «^7  9   11^   donnent  pas    de    solutions, 
m  devant  être  entier.  «=  ro  donne 

m  =  o. 

^  X  =  o, 

i 

I  y  =  o. 

j\ote.  —   La   niéine  queslioii    a  élc    résolue  par  MM.  .Muret-Blanc 
cl  Renov. 
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Question   1496 

(voir   3'  série,  t.  III,  p.Sgg); 

Par  m.  N.  GOFFART. 

Une  ellipse  et  une  Ji)  perbole  sont  telles  que  les 
asymptotes  de  l'hyperbole  sont  deux  diamètres  conju- 
gués de  V ellipse;  prouver  que,  en  faisant  un  choix 
convenable  d'axes  de  coordonnées,  on  pourra  donner 
l'espectivement  aux    équations   des    deux   courbes   les 

formes 

^2         y2  x^        y- 

(  WoLSTEJVHOLME.  ) 

Les  deux  courbes  rapportées  aux  axes  OX,  OY  qui 
sont  des  diamètres  conjugués  de  l'ellipse  et  des  asym- 
ptotes de  l'hyperbole  ont  pour  équations 

X-  p- 

Une  droitej=  po:  coupe  l'ellipse  en  des  points  pour 
lesquels  les  tangentes  auront  une  même  direction  si  l'on 
pose 

a 

Soient  les  nouveaux  axes  OX',  OY'  ayant  pour  équa- 
tions 

aj'  —  pd"  =  o,     ay  -f-  [îa'  =  o. 

Faisons  angle  XOX'=z  .p,  XOr=:  cp',  XOY=0^  les 
formules  de  transformation  seront 


(  y  sinO  =  .//  ?iiio  -f-  T''  siiKt'. 


(  54--  ) 
Si  1  on  remarque  qu'en  outre 


a        sin(G  —  o)        sinl/i' — h) 
les  équations  (i)  se  réduiront  à 


Et  si  l'on  pose 


B2sin2  6         „       S^sin^e        ,  ih^- 

il  viendra  enfin 

X-         7'2  x^         y- 

«2  b-  a-         b- 

C.     Q.    F.     D. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Moret-Blanc. 


Question    1 497 

(voir  3"  série,  t.  III,  p.  3ii<)); 

Par  m.  MORET-BLANG. 

Etant  données  deux  droites  fixes,  on  considèi-e  deux 
cercles  de  même  rayon,  tangents  e/itre  eux  et  touchant 
chacun  une  des  droites.  Le  point  commun  à  l'un  de  ces 
cercles  et  à  la  droite  correspondante  étant  fixe,  on 
denuuide  le  lieu  du  point  de  contact  des  deux  cercles 
lorsqu'on  Jait  varier  leur  raj  on.  (d'Ocagjvk.) 

Je  prends  le  point  de  contact  fixe  pour  origine,  la 
tangente  en  ce  point  pour  axe  des  y,  et  sa  perpendicu- 
laire pour  axe  des  x.  Soit  h  la  distance  de  l'origine  au 
soniiuct  de  l'angle  que  je  suppose  placé  du  côté  da^.s y 
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négalils.  L'équation  du  second  coté  sera 

(i)  y  :=  nix  —  b. 

r  étant  le  rayon  des  courbes  ;  x,  y  les  coordonnées  de 
leur  point  de  contact^  celles  du  centre  du  second  cercle 
seront  ix —  /'  et  iy.  Ecrivons  que  le  carré  de  la  dis- 
tance de  ce  point  au  centre  du  premier  cercle  est  égal 
à  4'"5  <^t  que  sa  distance  à  la  droite  (i)  est  égale  à  /■  : 
4(^  — r)2  +  4j2=  4,-2^     ou     (rr— /•)2-i-r2=  /-s, 

(2)  x^-\-y'  —  2r^=o, 

(3)  iy  —  inix -^  mr -k- b  =zh  r  \/ 1  ^  m-. 


d'où 


-y'      -i-y 


^■^  ±y/i-i-m'^ — m 

=  \in±\/ \-^  m-)  (  iy  —  2  m  x  -h  h), 

et,  en  éliminant  /", 

\^\  -v-  ^  m\jn  ±  )J i  -\-  m^ ) J x- 

—  4im±\/i-\-  m'^ ) xy  -i- r-  —  -i. b\?n  ±1  \/ 1  -+■  ni-) x  =  a . 

Le  lieu  se  compose  de  deux  hyperboles. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Goffarl. 


QLESTIO\S. 


1515.  On  donne  une  ellipse^  les  normales  à  cette 
ellipse  aux  points  P,  Q  se  rencontrent  en  R  de  telle 
sorte  que  les  droites  OPv  et  PQ  sont  également  inclinées 
sur  les  axes,  O  étant  le  centre  de  l'ellipse.  On  demande 
de  démontrer  : 

i"  Que  la  partie  de  PQ,  comprise  entre  les  axes,  est 
de  longueur  constante  ^ 


(  514  ) 
2"  (Jue  les  doux  autres  normales  menées  d(i  R  à  l'el- 
lipse fornaent  entre  elles  un  angle  droit. 

(  WOLSTEIVHOLMR,  ) 

1516.  On  mène  la  normale  en  un  point  P  d'une  el- 
lipse donnée  5  eette  normale  coupe  les  axes  aux  points 
Q,  R;  sur  QR  comme  diamètre  on  décrit  un  cercle; 
par  un  point  quelconque  S  de  la  tangente  à  l'ellipse  au 
point  P,  on  mène  des  tangentes  à  ce  cercle  :  démontrer 
que  la  corde  de  l'ellipse  qui  passe  par  les  points  de  con- 
tact sous-tend  un  angle  droit  au  point  P. 

(WoLSïEJSHOLME.  ) 

loi 7.  On  donne  une  parabole  et  une  autre  conique, 
et  l'on  mène  les  quatre  tangentes  communes  qui  touchent 
la  conique  en  A,  A',  A",  A"' .  Par  le  l'oyei-  F  de  la  para- 
bole, on  mène  un  cercle  touchant  la  conique  en  A,  et  la 
rencontrant  en  B  et  C,  etc.  Démontrer  que  les  quatre 
droites  BC,  B'C,  ...,  concourent  en  un  même  point. 

(Weill.) 

lois.  Trouver  une  courbe  plane  telle  que  la  projec- 
tion de  son  rayon  de  courbure  en  un  point  M,  sur  une 
droite  fixe  du  plan,  soit  proportionnelle  à  la  partie  delà 
tangente  au  point  ]M,  comprise  entre  ce  point  et  la 
droite  fixe.  (Bakbariiv.) 

loi 9.  On  donne  Ji  tiges  dont  les  longueurs  sont  re- 
présentées par  /, ,  /o,  .  . .,  //, .  . .,  1,1-  Chacune  de  ces  tiges 
est  peinte  en  rouge  à  une  de  ses  extrémités,  en  noir  à 
l'autre.  On  casse,  au  hasard,  un  morceau  de  chacune  de 
ces  tiges.  Soient  X\ ,  j"o,  . .  .,  :c/,  . . .,  x,i  les  longueurs  des 
bouts  qui  portent  la  marque  noire;  quelle  est  la  proba- 
bilité d'avoir 

.r  1  -f-  .r.2  -r- .  . .  -4-  T,,  =  S. 

S  étant  pbis  j)elit  cpu'  /)+  /^-f--  •  .-4-  /«  P 

(En.  Dkwti.f.  ) 
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ÉTIDE  DE  DEUX  SYSTÈMES  SIMPLES  DE  COORDOWEES  TA\ 
GEMIELLES  DWS  LE  PLW  :  COORDO\\ÉES  PARALLÈLES 
ET  COORDOWEES  AXLALES 

(voir  p.  oiG  ); 

Par  m.  Maurice  D'OCAGNE, 

Élève-Ineénieur  des  Ponts  et  Cliaussées. 


COORDONNÉES  AXIALES  (')• 

VI.  —  Formules  fondamentales. 

38.  Définition.  —  Ou  se  donne  une  droite  Ox,  aoce 
du  système,  et  sur  cette  droite,  un  point  O,  pôle  du 
système.  Une  droite  est  déterminée  par  l'angle  H  qu'elle 
fait  avec  Ox  et  la  distance  A  de  son  point  d'intersection 
avec  Ox  au  point  O.  Les  coordonnées  A  et  H  portent, 
bien  entendu,  leur  signe. 

Toute  relation  entre  A  et  H  déûnit  alors  une  courbe 
par  ses  tangentes  ;  elle  est  l'équation  de  celte  courbe. 

39.  Transformation  des  coordonnées. 

\'^  On  change  de  pôle,  en  conservant  le  même  axe. 
Dans  ces  conditions,  8  reste  le  même;  si  A,  est  la  nou- 
velle valeur  de  la  coordonnée  linéaire  et  si  a  est  la 
distance,  prise  avec  son  signe,  du  nouveau  pôle  à  l'an- 
cien, on  a 
fr)  À  =  À,  —  y.. 

(')  Un  S3'stème  tout  à  fait  analogue  a  été  étudié  par  M.  H.-.]. 
PcRKiss  :  Notes  on pedal  coordinates  {The  Oxford,  Cambridge  and 
Dublin  Messenger  of  Mathematics,  vol.  III,  p.  83:  i866).      Cii.  B. 

V  la  suite  d'une  Communiralioa  orale  que  je  fis  sur  ce  sujet  à  la 
Société  mathématique,  un  membre  de  la  Société  me  dit  que  ce  sys- 
tème avait  été  aussi  proposé  par  M.  l'abbé  Aoust.  M.  O. 

Aiin.  de  Matliémnt.,  3"^  siîi-ie,  f.  III.  (Décembre    i8S'|.)  3j 


(  •■)46'  ) 

a"  On  change  d'axe,  en  conservant  le  même  pôle.  Si 
to  est  l'angle  du  nouvel  axe  avec  l'ancien,  on  a 

(u)  6=61  — co 

et 

),  sinO  =  À,  sin6i: 
d'où 

À I  s  i  n  6 1 


A  = 


siiK  Oj  -+-  co  ) 

3''  On  transporte  l'axe  parallèlement  à  lui-même,  le 
pôle  restant  sur  une  perpendiculaire  à  la  direction  de  cet 
axe.  Alors,  H  reste  le  même,  et  l'on  a 

h  étant  la  distance  du  nouvel  axe  à  l'ancien. 

Toute  transformation  peut,  par  décomposition,  se  ra- 
mener aux  trois  précédentes. 

40.  Passage  aux  coordoiuiées parallèles.  — Prenons 
pour  origines  des  coordonnées  parallèles  deux  points  de 
l'axe  Ox  équidistants  du  pôle  O  et  pour  axes  des  a  et 
des  V  les  perpendiculaires  élevées  par  ces  points  à  la 
droite  Ox.  Nous  aurons,  en  appelant  0  la  distance  com- 
mune des  nouvelles  origines  au  point  O, 

tanïf)  =  ^—  =  — 


■JL  0  2  A 


Pour  passer  des  coordonnées  axiales  aux  coordonnées 
parallèles,  les  formules  seront  donc 


1    tans  6  =  ^— .- 


Pour  le  passage  inverse, 

(  «  =  (o  —  À  )  tangB, 
r  =  — fo  ^  AitanjrB. 


(  ^47  ) 

41.  Relation  avec  les  coordonnées  ordinaires.  — 
Fêtant  donnée  l'équation  on  x  et  y  d'une  courbe,  on  for- 
mera très  simplement  l'équation  en'k  et  9  de  cette  courbe 
rapportée  à  l'ancien  axe  des  x  pris  pour  axe  des  A  et  à 
l'ancienne  origine  prise  pour  pôle,  en  prenant  l'équation 
de  la  tangente  à  la  courbe  en  fonction  de  son  coefficient 
angulaire  m,  et  remplaçant  dans  cette  équation  y  par 
zéro,  X  par  \  et  m  par  tangQ. 

42.  J^f/uatiojis  de  coujhes  usuelles.  —  Ces  équations 
se  déduisent  des  équations  coïTespondantes  en  x  et  y 
parle  procédé  qui  vient  d'être  indiqué;  les  deux  pre- 
mières sont  très  aisées  à  obtenir  directement. 

Point, 

}.  =  a  —  b  cot  9, 

a  et  b  étant  les  coordonnées  rectangulaires  de  ce  point. 

Cercle, 

(A  —  a)  sinO  H-  b  cos6  —  R  =  o, 

a  et  b  étant  les  coordonnées  rectangulaires  du  centre  et 
R  le  rayon.  Si  le  cercle  est  tangent  à  Ox,  c'est-à-dire  si 
h  =  R,  l'équation  peut  s'écrire 

A  —  a  -\-  B.  tançr  -  • 

Ellipse  rapportée  à  son  axe  focal  et  à  son  centre, 

À2  ^=  a-  -h-  b-  cot-0, 

a  et  b  étant  les  detni-axes  de  la  courbe. 
Hyperbole, 

Parabole  rapportée  à  son  axe  et  à  son  sommet, 
p  étant  le  paramètre  de  la  courbe. 


(  ^4H  ) 

43.  Equalion  générale  des  coniques.  —  Prenons 
l'équation  générale  des  coniques  en  coordonnées  paral- 
lèles 

A  «2  _(-  -2  B  MP  -1-  C  p2  _{_  2  IJ  j^  ^  2  E  V  -h  F  =  o, 

et  opérons  la  transformation  indiquée  au  n**  -iO;  il  vient 
pour  l'équation  en  \  et  8  correspondante 

^2(G  — A)oX-f-  fA  — 2B-+-  G)o2]tang26 
—  -2  [(  D  +  E  ) X  —  (  D  —  E  ) o]  tange  -4-  F  =  o. 

Posons 

«  =  A -+-aB-4-G,  r/=  — (D-+-E), 

6  =  (C  — A)o,  ^'  =  (D  — E)o, 

c  =  (A  —  2B^C)o-',     /=F. 

L'équation  deviont 

(aX2-t-  '26X  -^  c  )  tang2  6  -4-  (  ac/À  -h  2?)  tang6  -4-/=  o. 

Ainsi  donc,  étant  donnée  une  conique,  on  obtient, 
pour  son  équation  en  \  et  9,  une  expression,  égalée  à  o, 
qui  contient  un  terme  en  tang^B  dont  le  coefficient  est 
un  trinôme  du  deuxième  degré  en  ).,  un  terme  en  tangQ 
dont  le  coefficient  est  un  binôme  du  premier  degré  en  )., 
et  vm  terme  constant. 

Réciproquement,  toute  équation  de  cette  forme  repré- 
sente une  conique,  car  les  six  équations  précédentes  per- 
mettent, lorsqu'on  se  donne  arbitrairement  0,  de  déter- 
miner A,  B,  C,  D,  E,  F,  en  fonction  de  a,  h  ,  c,  d^  e,/". 
On  trouve 


B  =  ^     r/  -  ^, 


i^^ 


C=-     -^~+-^\,      ¥  =  / 


7,0  V 


(  349  ) 

Remarquons  que,  sirt  =  A-|-2B-i-C  =  o,la  courbe 
esl  une  parabole. 

Pour  reconnaître  la  nature  de  la  courbe,  formons. 
(n°  25)  la  quantité 

[JL  =  (  A  +  2 B  -V  C  )[  AE2  —  2  BDE  +  CD2  +  F(  B^  —  AC )]  ;. 

on  trouve 

[x  =      ^  ^    [ae-  —  2  bde  -h  cd'^  -hj(b'^  —  ac)\. 

On  peut  toujours  faire  en  sorte  que  a  soit  ^o;  il 
suffit  donc  de  considérer  le  signe  de 

A  =  ae-  —  ibde  -r-  cd'^-^f(b^  —  ac); 

c'est  le  discriminant  de  la  forme  obtenue  en  remplaçan», 
dans  l'équation  axiale  de  la  conique,  )v  tango  [>ar  x  et 
tangf)  par  j)'^,  et  l'on  a 

A  >  o     hyperbole, 
A  <  o     ellipse. 

Si  A  =  o,  on  a  un  système  de  deux  points. 

Pour  déterminer  le  centre,  les  axes,  etc.,  il  suffit  de 
prendre  les  équations  trouvées  en  coordonnées  paral- 
lèles, et  d'y  remplacer  u  et  ^  par  leurs  valeurs  en  fonc- 
tion de  ).  et  0,  et  les  coefficients  A,  B,  ...  par  leurs  va- 
leurs en  fonction  de  «,  Z>,  .... 

VII.  —  Etude  généralk  oes  courbes. 

44.  Détermination  des  points  d'une  courbe,  répon- 
dant aux  di^^erses  ta/igentes.  —  Si  M  est  le  point  de 
contact  d'une  tangente  JMT  {/îg-  8)  qui  coupe  Ox  au 
point  T,  et  si  MT'  est  la  tangente  infiniment  voisine, 
on  a,  dans  le  triangle  infinitésimal  MTT', 

MT  _  sinMT'j- 
TT'  ""  sinTMT'' 


(  55o  ) 
ou,  eu  désignaut,par  t  la  longueur,  prise  avec  son  signe, 
de  la  tangente  MT,  et  négligeant  les  infiniment  petits 
d'ordre  supérieur. 


(>) 


On  déduit  de  là  que  si  la  perpendiculaire  élevée  à  Ox 

Fig.  8. 


par  le  point  T  coupe  au  point  I  la  normale  correspon- 
dante, on  a 


TI=— . 
d% 


Les  coordonnées  du  point  M  rapporté  à  l'axe  Ox  et  à 
la  perpendiculaire  Oj^  à  cet  axe  sont  immédiatement 
données  par  les  formules 


J-^sm-9, 

57  =  X  H — m  sinO  cosô. 
au 


Remarque.    —    Les    valeurs    de    9    pour    lesquelles 
sinG  devient  infini  font  connaître  les  asymptotes. 


(  ^-JJ  ) 

4o.  Les  coordonnées  a  et  H  ne  permettent  pas  de  dé- 
finir les  droites  parallèles  à  Ojc-^  mais  on  peut  déter- 
miner les  tangentes  à  une  courbe  donnée,  parallèles  à 
Ox,  parleurs  distances  à  cet  axe,  en  clierclianl  la  limite 

de  j  =  -7^sin-8  pour  B  =  K-,  et  l'on  a  ensuite  les  points 

de  contact  de  ces  tangentes  en  cherchant  la  limite  de 

a*  =  A  -)-■  -j;-  sint)  cosO 

pour  la  même  valeur  de  0. 

46.  Rayoji  de  courbure.  —  Nous  avons  appelé  I  le 
point  où  la  perpendiculaire  àOx,  élevée  par  le  point  T, 
coupe  la  normale  à  la  courbe  au  point  M;  soit  C  le  centre 
de  courbure  répondant  à  ce  point  M;  nous  avons, 
d'après  une  formule  bien  connue, 

par  suite, 

ou,  en  appelant  /•  le  rayon  de  courbure, 

a       fit 
r  =  tcotn  —  -jT-, 

«0 

c'est-à-dire,  d'après  la  formule  (5), 

dX       ,^       d"-  X   .   „ 
(6)  ,.=.2_cosO--^sinO. 

On  a  ensuite  la  longueur  d'un  arc  de  la  courbe  par 
la  formule 

(  7  )  ^  ==    /     r  d^. 

-'^ 

47.  Evaluation  des  aires.  —  On  a  très  simplement 
l'aire  comprise  entre  la  courbe,  l'axe  Ox,  et  deux  tan- 


(9) 


(  :,5:.  ) 

génies  quelconques  (^/-o,  ^o)  <-'t  (a,  ^)  en  divisant  celle 
aire  en  triangles  infinitésimaux  par  les  tangentes  menées 
aux  points  intermédiaires  entre  Mq  et  M;  la  surface  de 
chacun  de  ces  petits  triangles  est  égale  à 

U{t  ^  dt)  sirii/O, 

ou,  en  négligeant  les  infiniment  petits  d'ordre  supé- 
rieur, à 

r-f/0  I  /r/X  .  ,Y  u 

ou     -     -„-  sinO      f/6; 

■j.  ■!  \dfi  / 

il  viendra,  par  suite,  pour  l'expression  de  l'aire  clierchée 


(8)  ,=  i  r"(|§d„o)%fl 


Si  l'on  veut   l'aire  S  comprise  entre  la  courbe,  l'axe 
Ox  elles  ordonnées  MqPo  et  MP,  on  a 


tr.  MTP  — Ir.MoToPo 
/  dX 


VUI.  —  Applications. 

4-8.  Trouver  une  courbe  dont  la  tangente  ait  une 
longueur  constante  l.  —  Cette  courbe  est  celle  que 
décrit  un  point  lié  par  un  fil  inextensible  à  un  point  qui 
se  meut  sur  une  droite  indéfinie  5  de  là  le  nom  de  trac- 
trice. 

La  formule  (o)  (n'' 44)  donne  immédiatement  pour 
l'équation  diflérentielle  de  la  courbe 

,        dl    .    ,.  ,.  /r/0 


(  553  ) 
IiiU'gioiis,  eu  faisant  en  sorle  que  A  =  o  pour  0  =:  -  ^ 


À  =  /.  L  tan";  -     ou     e' 
1 


tans  - 


Telle  est  l'équation  de  la  tractrice. 

Cette  courbe  (  fig.  9)  présente  un  point  de  rebrousse- 
nient  A  sur  la  perpendiculaire  OY  à  OX  et  s'étend  sy- 
métriquement de  part  et  d'autre  de  cet  axe  en  tendant 
asymptotiquement  vers  l'axe  OX.  On  a 


cl).  _      /  d-1  _  — /cosO 

rfë  "  sînO'      7?62  ""      sin^O     ' 

par  suite,  la  formule  (6)  donne  pour  le  rayon  de  cour- 
bure 

r  —  l  cotB, 

ce  qui  montre  que  le  centre  de  courbure  est  au  point 
de  rencontre  I  de  la  normale  à  la  courbe  et  de  la  per- 


pendiculaire Tl  à  Ox,  résultat  qu'il  était  bien  aisé  de 
prévoir. 

Cherchons  la  longueur  de  l'arc,  comptée  à  partir  du 
point  de  rebroussement  A.  La  formule  (7)  donne 


IcntOcfO  =  (L  «inO. 


(  ^^54  ) 
Evaluons   maintenanl    l'aire    OAIVIT  ;    nous    avons, 
d'après  la  formule  (8), 

cr  =  -    /      r^dO=  11—  . 

2 .  L  -i 


Or  traçons  du  point  O  comme  centre  un  cercle  de 
rayon  égal  à  /,  c'est-à-dire  passant  par  le  point  A,  et 
tirons  la  droite  OB  parallèle  à  MT;  nous  avons 

AOB  =  0—-; 
donc 

aire  secteur  AOB  = ; 

par  suite, 

aire  OAMT  =  aire  OAB. 

Si  nous  voulons  avoir  l'aire  OAMP,  il  suffit  de  re- 
trancher de  l'aire  précédente  celle  du  triangle  MTP;  et 
comme  ce  triangle  est  égal  à  OBK,  on  voit  que 

'  aire  OAMP  =  aire  ABK. 

11  résulte  de  l'une  ou  l'autre  de  ces  expressions  que 
l'aire  totale  comprise  entre  la  tr actrice  et  l'axe  Ox  est 
égale  à  l'aire  du  demi-cercle  OAoAA|. 

49.  Trouver  une  courbe  telle  que  la  portion  Tl 
(  fig.  lo)  de  la  perpendiculaire  àOx  menée  par  le  pied 
T  de  la  tangente ,  et  limitée,  d'une  part  à  Ox,  de 
l'autre  à  la  normale  correspondante,  ait  une  longueur 
constante  l.  —  Nous  avons  vu  (n°  44)  que 

TI  =  ^^ 


55; 


par  suite, 


fl\ 


=  l 


et 


cm 


en  prenant  )v  =  o  pour  B  =  o. 

C'est  une  cycloïde  (  fîg.  i  o)  dont  les  points  de  rebrous- 


sement  R,  R',  . . .  sont  sur  la  parallèle  à  OX  menée  par 

le  point  A  tel  que  OA  =  /. 

L'équation  de  la  courbe  montre  que,  si  l'on  trace  le 

demi-cercle  AqAA,  de  centre  O  et  de  rayon  égal  à  /, 

ou  a 

0T  =  arcAoB. 

De  plus,  d'après  la  formule  (5),  on  a 
MT  =  ^sinO  =  BK, 

BK  étant  la  perpendiculaire  abaissée  de  B  sur  Ox. 
La  formule  (6)  donne,  pour  le  rayon  de  courbure, 

r  =  "il  cosO, 
ou,  puisque  TI  =  /, 

MC  =  2MI; 

on  reconnaît  bien  là  une  des  propriétés  caractéristiques 
de  la  cycloïde. 

La  formule  (y)  donne,  pour  l'arc  compté  à  partir  du 


(  556  ) 
point  O, 

5  =  2/  j     cosOc^O  =  -^/sinÔ  =  2l\lT  =  2BK. 

«'0 

L'arc  OR  a  donc  pour  longueur  a/. 
Quant  à  l'aire  OAIT,  elle  est  donnée,  d'après  la  for- 
mule (8),  par 

,  =  i/;<si„.e.«=l(^"-^''). 

Mais  nous  avons 

aire  secteur  OAqB  =  — > 

aire  triangle  OBK  =  -  /  cosO.  <  sinO  =  ; 

'^  4 

par  suite, 

.       „  aire  An  BK 

aire  OMT  = 

•2 

On  peut    aussi   prendre   le   demi-cercle  A„A'A',    de 

rayon  égal  à  —  j  et  qui  est  coupé  par  OB  au  point  B'; 

on  a 

aire  OMT  =  aire  A'qB'K'. 

Il  résulte  de  là  que 

r\nr>          aireÂflBAO  k'^^in 

aire  ORRi  = =  aire  Aq  B  A  O. 

50.  Tromper  une  courbe  /elle  que  la  distance  OD 
de  chacune  de  ses  tangentes  au  point  O  soit  égale  à  la 
longueur  MiN  de  la  normale  correspondante  {,/ig-  ii). 
—  La  dislance  OD  du  point  O  à  la  tangente  [\,  9)  est 
égale  à  A  sinB. 

Quant  à  la  normale,  elle  est  donnée  par 

c/À    si  1)2  0 
MN  =  MTlanj;0=  -^  - — ^- 


(  557  ) 


On  doit  donc  avoir  (  ' 


À  sinO 


dk  sin^O 


ou 


d^    cosO 
d).  f/6 


À  lan-rO 


Intégrons,  il  vient 


ou 


LX  =  Lsinft  -h  g 

À  =  a  sin6. 

Telle  est  l'équation  de  la  courbe  cliercliée-,  étudions  en 

Fig.    II. 


détail  ses  propriétés  géométriques  qui,  on  va  le  voir, 
sont  assez  curieuses. 

D'abord  la  longueur  de  la  tangente  est  donnée,  d'après 
la  formule  (5),  par 

t  =  a  cos6  .sin6. 

Cette  équation,  jointe  à  la  précédente,  montre  que  la 


('  )  II  est  important  de  remarquer  que  nous  supposons  ici  les  seg- 
ments OD  et  MN  de  pari  et  d'autre  de  la  tangente;  dans  le  cas  con- 
traire, il  faudrait  changer  le  signe  du  second  membre,  et  l'on  trouve- 
rait pour  solutions  une  parallèle  à  Ox  cl  un  cercle  do  centre  O. 


(  558  ) 
courbe  peut  se  construire  poiut  par  point  de  la  manière 
suivante  :  portons  sur  J'axe  Ox  la  longueur  OA  z^.  r/,  cl 
traçons  le  cercle,  de  centre  C,  qui  a  OA  pour  diamètre; 
tirons  la  droite  OK  faisant  avec  Ox  l'ansflc  B  et  joignons 
le  point  A  au  point  K;  nous  avons 

AK  =  OA  sinO  =  asinO  =  l; 

abaissons  maintenant  sur  Ox  la  perpendiculaire  KH  ; 
nous  avons 

KH  =  AK  cosô  =  a  sinO  cosO  =  t; 

de  là,  la  construction  suivante  :  porte?'  sur  Ox  la  lon- 
i^ueur  OT  =  AK,   puis  sur  la  parallèle  à  OK,  menée 
par  le  point  T,    la  longueur  TM  =  HK;  on  a  ainsi  la 
tangente  MT  et  son  point  de  contact  M. 
Mi\  étant  la  normale,  reuiarquons  que 

COSr) 

propriété  que  nous  pouvons  énoncer  ainsi  :  le  segment 

(le  r axe  Ox  compris  entre  la  tangente  et  la  normale 

est  égal  au  À  de  la,  tangente. 

])e   ce   que    x\K  =  OT  =  TiN',    résulte    l'égalité    des 

triangles  OAK  et  IjNT,  1T  étant  perpendiculaire  à  O.r; 

par  suite, 

IN  =  OA  =r.  a, 

c'est-à-dire  que  la  portion  delà  normale  comprise  entre 
V axe  Ox.  et  la  perpendiculaire  à  cet  axe  menée  par 
le  point  T  est  constante  et  égale  à  a. 

Remarquons  aussi  que  IT  =^  OK. 

Par  le  point  T,  élevons  à  MT  une  perpendiculaire  qui 
coupe  l'axe  Oj  au  point  U;  puisque  OT  =  'l\\,  les 
triangles  OTU  et  TjNT  sont  égaux,  et  par  suite 

TU  =  M  =  a: 


le  segment  TL  est  de  longueur  constante;  de  là  ci-  tliéo- 
I  ème  : 

Si  l'un  des  côtes  d'un  angle  droit  est  de  longueur 
constante  et  glisse  entre  deux  axes  rectatiguhnres, 
l' autre  côté  enveloppe  la  courbe  qui  nous  occupe.  Cela 
fournit  un  mode  de  génératiou  mécanique  de  cette 
courbe,  par  ses  tangentes. 

Le  rayon  de  courbure,  d'après  la  formule  (6),  est 
donné  par 

/■  =  aa  cos^O  —  a  sin^O  = : cosaO, 

■1  i. 

expression  qui  se  construit  géométriquement  de  la  ma- 
nière suivante  :  prendre  sur  Ox  le  segment  C-'  =  3  CH  ; 
le  rayon  de  courbure  au  point  M  est  égal  à  O*',  car 

KO  A  =  9.K0A  =  2  0. 

^  aleurs  remarquables  du  rayon  de  courbure  : 
Au  point  O,  /•  =  ia. 

Aux  points  pour  lesquels  cosa^l  =  j  et  qui  s'obtiennent 
en  prenant  pour  la  longueur  CH  le  ~  de  CA,  /•  =  a. 

Aux  points  pour  lesquels  f)  =  -^-|-K->  /■=-. 

Aux  points  xA  et  A',  /•  =  —  a. 

Il  y  a  quatre  points  de  rebroussement  R,  R',  R",  R"' 
correspondants  aux  valeurs  de  0  pour  lesquelles  ;•  s'an- 
nule,  c'est-à-dire    pour   lesquelles   cos2'i= — |.    Pour 

obtenir  ces  points,  prenons  le  segment  CF  égal  à  ~  et 

compté  négativement  à  partir  du  point  C,  puis  élevons 
par  le  point  F  la  perpendiculaire  EE'  à  Oo:;  prenant 
OS  =  AE,  menant  par  le  point  S  des  parallèles  à  OE 
et  OE',  et  portant  sur  ces  droites  les  segments  SR  et  SR' 
égaux  à  EF,  nous  avons  les  points  de  rebroussement  R 


(  56u  ) 
et  R',  L(îs  aulrt.'S  sont  les  symétriques  de  ccux-ei  par 
rapport  à  Oy^  car  la  portion  de  la  courbe,  à  gauche  de 
Oy,  répondant  aux  valeurs  de  8  comprises  entre  tï  et  a-, 
est  symétrique  de  la  portion  à  droite  qui  correspond  aux 
valeurs  comprises  entre  O  et  — .  D'ailleurs,  chacune  de 
ces  branches  se  compose  elle-même  de  deux  parties  sy- 
métriques par  rapport  à  Ox. 

La  courbe  est  ainsi  parfaitement  connue  de  forme ^ 
il  reste  à  en  trouver  la  rectification  et  la  quadrature. 

La  longueur  de  l'arc,  comptée  à  partir  du  point  O, 
est  donnée  par 

Jo  Jo     \-i  --^  I  i-  \ 

Traçons  le  cercle  de  centre  C,  dont  le  rayon  CAj  est 
moitié  de  CA,  c'est-à-dire  égal  à  -;  ce  cercle  est  coupé 

par  CK  au  point  Kj  \  abaissons  sur  Ox  la  perpendiculaire 
K|  H(  ^  nous  avons 

arc  A 1  K]  =  -20  =  —  -, 
4  i- 

Kl  Hi  =  y  sinaô; 
4 
donc 

arc  OM  =  arc  AïKj  -\-  3KiHi. 

Pour  l'aire  comprise  entre  la  courbe,  l'axe  Oo:,  et  la 
tangente  MT,  elle  est  donnée,  d'après  la  formule  (8), 
par 

.  r^  . 

a=-    /     (a  cosô  sin6)2  f/6 


—  Ç    sin2  9.6r/0=  -',.  (0- 


sin  |B 


Or 


.,  ,      ,.  I     «2  «2  0 

aue  secteur  (iA,  Kj  = ;  aO  =  — r^  -, 

i.  10  i() 

•      ,'i'   Il          •   '^           f>  '^    •       û        «■  sin  l'^ 
a  I  re  ( .  K 1 1 1 1  = cns  2  0  -  si  n  •>.  n  = 

•>.   \  4  4  X  i(> 


(  56'    ) 
par  suite, 

aire  OMT  =  aire  C  A,  K,  —  C  K,  H,  =  aire  A,  Ko  II, 

De  là  résulte  que 

aire  OR  A  =  aire  AiK,B, 


et 


aire  ORR' =  aire  cercle  AiR,. 

i^A  suii're. 


ALGORITHME  ISOBARIQLE; 

Par  m.  Ernest  CESARO. 


1 .  Depuis  longtemps  nous  avous  entrepris  l'étude  d'un 
important  algoritlime,  qui  comprend  comme  cas  parti- 
culier la  fonction  nteph  de  Wronski  ('),  dont  il  a  été 
récemment  question  dans  ce  Recueil,  dans  deux  articles 
de  Al.  d'Ocagne.  Trois  essais,  fort  incomplets,  ont  déjà 
paru  dans  notre  premier  Mémoire  d' ArUhinétique  dans 
\ç.  Journal  de  Battaglini  (1884),  et  dans  les  Nouvelles 
Annales  (même  tome,  p.  43i)- 

jNous  voulons  y  joindre  un  quatrième  essai,  qui  servira 
à  montrer,  sous  une  plus  vive  lumière,  toute  l'impor- 
tance de  l'algorithme  en  question.  Lue  étude  complète 
formera  l'objet  d'une  tlièse,  qui  sera  présentée  sous  peu 
à  la  Faculté  des  Sciences  de  Rome. 

2.  INous  appelons  algorithme  isoharique  d'une  fonc- 
tion f{oc)^  et  nous  représentons  par 


S/(-' 


C)  Celte  fonrlion   a  été  considérée  flans    les  Nouvelles  Annale.-; 
mêmes,  1'°  série,  t.  \VI.  p.  248  et  41''.  par  MM.  Brioschi  et  Cntal;ni. 
Ann.  de  Matliénint.,  '.Y  série,  t.  III.  (Décembre  i8b'i.)  3(» 


(  :)(J2  ) 

la  soiuiue  Je  tous  les  produits,  analogues  à 

fyx^)f{.r,).  ..f{x,n), 
où 

en  nombres  eutiers,  de  toutes  les  manières  possibles,  que 
celles-ci  soient  ou  non  essenLiellement.  distinctes .  Nous 
appelons  poi/Is  et  degré  de  l'algorithme  les  entiers  p  et 
m,  respectivement.  En  particulier, 

1 
P 

2 

C /f  :r  1  :^  /(■  I  ]/(p  -  I  ^  ^ /(  •.,  )/(  /,_,,,)-...  -^  /(  ^  _  I  )/(  I  ) , 


W/(   ,r  ■)      -:    (■  p    --  -    I  )/!>---  (  I  )/'(    JL   ).  S^f(  X  )    :-  //'  (  I 


Nous  n'avons  pas  l'intention  d'exposer  les  propriétés  de 

l'algoritlime   ^»    qui   sont,    d'ailleurs,   faciles  à  établir 

d'une  manière  tout  à  lait  élémentaire,  ainsi  qu'on  peut 
le  voir  dans  notre  article  Su  talane  funzioni  isohariclie- 
oinogenee,  inséré  au  Journal  de  Battaglini.  Nous  nous 
contenterons  de  donner  quelques  formules,   propres  à 

montrer  comment  l'algorithme  V  trouve  de  nombreuses 

et  intéressantes  applications,  dans  dvf,  cpiestions  d'ana- 
lyse très  variées. 

3.  Soit  Sp  la  somme  des  p'^"'^^^^ puissances  de  quantités 
quelconques  s,,  z^^  •  ■  .,  2«,  et  Cp  la  somme  des  pro- 
duits p  à  p  des  mêmes  quantités.  Convenons  de  prendre 
Cp=^  o,  lorsque/^  est  supérieur  à  n  ou  inférieur  ta  i.  On 
sait  que.  dans  son  Arithmétique  universelle.  Newton  a 


.■Ï(i3 


donné  la  formule 


pc^ 


^1  '^ l)-\  "~  ^i  C/j-2- 


qui  permet  de  calculer,  de  proche  en  proche,  les  expres- 
sions de  5,,  50,  ^3,  .  .  .,  en  fonction  des  quantités  c.  Or, 
par  l'algorithme  isobarique,  on  a  immédiatement 


(>) 


2 


(—!/'+' 


S'- 


Voulons-nous,  par  exemple,  l'expression  de  5^,  nous 
disposerons  les  calculs  comme  il  suit  : 


doi 


4  =  4 

I   H-  3 

I      --   I   -^  2 

I    —   I   -^    [   -H    [ 


sohil. 

i 
/il 

=  4 

2 

.. 

2 

%c\ 

» 

3 

1 

4cf  C2 

.V.,  =  c  ^  — -    I  c  j  C.2     -  2  c  .j 

Inversement,  on  a 


4 '•■1^3—  |fv 


(2) 

Par  exemple. 


«  =  1  L  /> 


ô-ïS,  —  f«7-''-2 


r.9.]  -h   .,5]  *;j- 


Quelquefois  nous  auions  besoin  de  considérer  Sp  comme 
la  somme  des  p"'^'^^'^  puissances  des  racines  de  l'équation 


Si  c^=  ( —  I  V',  la  relation  (i)  donne 


m  =  p 

~ 

III 

m      7 

-  V 

(- 

Il) 

S 

—  f  )■'■ 

V 

III-  1 

_ 

/' 

_ 

m  -  1 

|(—  1 1'"*;, 


(  564  ) 
PorlaiiL  celte  valeur  dans  Ja  relalioii  (2),  ou  obliejil  la 
formule 


m  =  /j  r  m 

2d      i.j!.3...m  O 

m  =  1    L  /> 


flomiée  par  Caucliy  dans  ses  Exercices  d' Analyse  (III, 

173). 

4.  En  faisant  varier  le  système  des  quantités  z,  les  re- 
lations (i)  et  (a)  prennent  une  infinité  d'autres  formes, 
plus  ou  moins  intéressantes.  En  particulier,  on  peut  s'en 
servir  pour  déterminer  les  coefficients  des  puissances  de 
72,  dans  l'expression  de  la  somme  S„,p  des  produits  p  à 
p  des  n  premiers  nombres  entiers.  Proposons- nous,  par 
exemple,  de  clierelier,  dans  cette  expression,  le  terme  de 
plus  haut  degré.  On  sait  que 

«/'+'  F 

/»  -î-  I  2 

où  \^p  est  le/7"""''  des  nombres  de  Beriioidli,  délinis  par 
l'égalité  symbolique 

{-.))  (B^-i)/^— B/'  =  />. 

D'après  ccl  a ,  1  e  terme  de  plu  s  liau  t  degré,  dans  s^^  Sj^^ . .  ..^ ,.  , 
est  celui  qui  contient  //U-.+  i  '+u%+i  +•+(.»■„,+ r  _  nP+m ^  Qj, 

aura  un  exposant  maximum  pour  ni=p\  mais  alors 
.r ,  =  ^"2  =  .  .  .  =  .x„i  =  I ,  et  la  formule  (  2  )  montre  que 
le  terme  de  plus  haut  degré,  dans  S«^^,  est 

C— II-/'      n-P  n^P 


i  .À.'i.  .  .p    'iP  x.  i . C) .  .  . 'ip 

Quel  est  le  coefficient  de  «?  Puisque  Sp  ne  contient 
pas  de  terme  indépendant,  le  terme  de  degré  minimum, 
dans  Sx^Sx,'  •  •  ^.r,„,  est  celui  qui  contient  «'".  Jl  faut  donc 
prendre   7/7=  1.    et   l'on   voit  alors  (|ue,  dans  le  second 


(  565  ) 

membre   de  (2),   le   coefficient   de   n  est   ( — \)P'^^  —• 
Ainsi 


»>p 


n^P 


r— ,)/'-! 


■2.4.0. . .  ip 


Bn/l. 


O.  Le  dernier  résultat  est  d'accord  avec  l'expression 
de  S„  p  que  nous  avons  donnée  dans  notre  premier  jVIé- 
rnoire  d'A/it/niiétit/ue.  On  s'assure  qu'il  est  aussi  d'ac- 
cord avec  cette  autre  formule 

où  les  nombres  A  sont  faciles  à  calculer,  d'après  la  loi 
de  formation, 

et  en  prenant  A„i^p=  o,  lorsque  m  est  inférieur  à   i  ou 
supérieur  à  p.  En  paitirulier, 

Les  propriétés  de  ces  nombres  seront  données  dans  la 
Thèse  annoncée.  En  voici  quelques-unes  : 


Ai_p-i-  A.2./)  -T-  Asp-^  . 
Al,/,  A,,,,      ,      A 


C, 


2/^-1,1 


^ip-1,'2  ^'ip—l.S 


I  .  3 .  J .  .  . ( 2/ 
C'2p-l,p 


1), 

^^    =±::^B„. 


Les  valeurs  des  premiers  nombres  A  sont 


P  Al,,, 

I  I 

i  1 

1  I 

C)  1 


A.,/, 

A3,/, 

0 

0 

•2 

0 

8 

G 

2  a 

)8 

")2 

3-28 

ni 

1452 

'jl\o 

•j()[0 

A..„ 

A.,./, 

A  6,/, 

Av,,, 
0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

C) 

u 

0 

f) 

••ii 

0 

0 

0 

i  Î4 

120 

0 

0 

4400 

3-08 

720 

0 

3ir'.o 

j8i40 

3398  î 

")o4o 

(  566  ) 
Par  exemple, 

OU  bien,  après  quelques  réductions  simples, 


S„_. 


^r-— -  (n  -h  l)7l(  n  —  i) 


X  {n  —  2) (ai  —  ']){i5n^-T-  i5n''  —  10 /i  —  H). 

6.  Soit 

Pour  plus  de  simplicité,  supposons  No=^  / ,  et,  par  suite, 
Mo:=  o.  On  démontre  aisément  les  relations 


(■') 


^6) 


M, 


1 

m  =  1 

in  =  /) 

1 


l.'l.i. 

{ —  I  )'«+' 
m 


:wS('^''> 

p 

III           ~ 

7.   Voici  une  application  remarquable  des  dernières 
formules.  Soit 

F(.-)=/(a)^/(6)+/(0----, 

a,  b,  c,  .  .  .  étant  tous  les  dh'iseurs  de  z.  On  sait  cjue 

zfiV)        z\fi-i.)        z\f(3) 

-h    ■ 7    H +■   •  ■ 

\  —    z  I  —  Z^  1  —  z* 

=  z  F(i)  -\-  ^2  F(a)  -r-  ^3  F(3)  ^. .  . 
On  en  déduit  sans  peine 

/  /(2J  /(3t 

(1—  ^)/<l'(l  — ^2y2-(i__53)    3     ... 

'   7  '  \ 

I  ---F(l)-— Fl2)-  — K(3)-.... 

1=6'  -  ■* 

La  formule  (  5  )  permet  de  développer  le  premier  membre 
suivant  les  puissances  de  z.  Sif{z)  =  z^  on  a  ¥[z)=fz^ 


(  ^<>7  ) 
en  employant  la  notation  d'Euler;  par  suite, 

D'autre  part,  d'après  une  formule  d'Euler,  on  sait  que, 
si  ]}  a  la  forme  4^(3 A- =h  A),  c'est-à-dire  s'il  appartient  h 
l'une  des  séries 

I ,    "),    i-^,   a'2,  35,   5i ,   70,    . . . , 
i,  7,    I  "),  26,  4"?   57,  77,    ..., 

on  a  Ay,=  [ —  I  j'^.  Dans  les  autres  cas,  JN^^  =  o.  Ainsi 

(1— ^)(I  —  32){  I  —  ^3).  .  . 

En  laissant  aux  nombres  N  leur  dernière  signification, 
on  a,  d'après  (6), 


(8) 


P=P 


m  =  1 


(-1)'' 


S(N... 


expression  curieuse  de  la  sottinie  des  diuiseu/s  de  p.  Par 
exemple,  on  a 

où 

8.  On  a  aussi 

(  I  —  ^  )-!  (  1  —  J-M~'  (  I  —   -■'  )Tl  .  .  . 

=    7    'li{m)z"'^eJ        - -'       s-'  , 


^{tn)  étant  le  nombre  des  décomposition.s,  essentielle- 
ment différentes,  de  in^  en  parties  entières,  égales  ou 
illégales.  Donc,  au  lieu  de  (8),  on  peut  écrire 


/m  =  p  r  m 

m  ---  1    L  /• 


^(  X) 


(  568  ) 
Eli  oulre,  les  Ibnclioiis  ^(a)  et.  ]N'^  sont  liées  par  les 
relations  isobariques 


lu  =  p 

1/1  =  l 

m  =  /) 


(-1)-   ^(^.r) 

/' 
m 

(-1)'"    ^  <};(^-) 


On  peut  faire  d'importantes  applications  de  l'algorithme 
V  anx  séries  elliptiques. 

9.  Soit  encore  J"(  3)  =  'f  (  -)i  ^^i  P^i'  suite,  F(-)  =  z. 
La  formule  (7)  montre  que,  si  l'on  pose 


on  a  aussi 


On  peut  se  proposer  de  déterminer  les  coefticients  du 
développement 

l'(  j  ,)  =  I  ^  N,  3  +  No  ^2  _.^  N3  ^3  -+-... . 

Dans  le  cas  actuel,  la  formule  (5)  donne 


N    -  V 


I  .  2  .  3  .  .  .  ?>l 


Or  il   est  clair  que  W( — i)  est  égale   à  autant  de  fois 

/' 
( —  I  )'"   que   l'équation  a;,  H-  x-j.  +  .  .  .  +  x,,,  =  p  admet 

de  solutions  entières  et'posili^'es ;  donc 

N    — 


N„=:    y    ,_,,///       ''^"..'-"'-^        =(_iy<(,t   _,)/.-!, 


I  .  2  .  J  .  .  .  //î 


pourvu  que,   après  avoir  développé  le  second  membre, 


(569  ) 

on  y  remplace  «'"  par 5 ^^  •  En  se  souvenant 

•^  ^  ^        1 .2.3.  .  .(m  -t- 1) 

des  formules  fondamentales  du  Calcul  des  différences. 

on  a  finalement 

^,,=  (—i)p\t>-Uii^). 

On  peut  doue  écrire,  symholici ueinent , 

(i-x;)?i"(i  — ^2)  2  (i_ -3^  3  ...=  , f 


I-,-  zl 


ce  qui  veut  dire  cju'il  faut  remplacer,  dans  le  second 
membre  développé,  A/*  par  la  ^^'«'"^  différence  du  pre- 
mier terme  de  la  série 


I       I  I 


■i     2.3     2.0.4     2.3.4.5 

10.  En  vertu  des  formules  (i),  {2),  (5),  (6),  si  l'on 
pose  Cp=[ — i)P]Sp,  on  a  Sjj  =  —  />M^.  En  d'autres 
termes,  si  p  ne  surpasse  pas  7^,  la  somme  des/^"""^*  puis- 
sances des  racines  de  l'équation 

est  —  p^lp.  Par  exemple,  la  somme  des  p"^'"^^  puissances 
des  racines  de  l'équation 

est  égale  à  la  somme  des  diviseurs  de  p.  En  particulier, 
les  sommes  des  sept  premières  puissances  des  racines  de 
l'équation 

sont  I,  3,  4 7  7>  ^î  12,  8.  De  même,  /«  somme  des 
l^iemes  puissances  des  racines  de  l'équation 

^n- 1  --i-i  z"~'-  I 


I  1.2  J  .  2  .  3  1  .  2  .  3  .  .  .  /i 

est  nulle,  pourvu  que  i  <^ p  =  n 5  car,  si  Ny;  =  — 


dans  la  formule  (4),  on  sait  que 

Mi=  I,     M2=  M3  =  ...=  o. 

On  trouve,  de  la  même  manière,  que  la  somme  des 
pièmes  puissances  des  racines  de  V équation 

-//  _i_  2:;""'-^  3^""--l-  5^"-^-t-  -  z"~'-*  ^  10  5"---!-. .  .=  o 

est  égale,  ei  de  signe  contraire,  à.  la  somme  des  divi- 
seurs de  p.   Il  sufiit  d'observer  que,    pour   jN^='|(p), 

on  aMp  =  ^l  p. 

11.    La  relation  symbolique  (3)  donne 

m  =  p  '  m  \ 

Pour  le  calcul  pratique,  il  est  utile  de  substituer,  à  celle 
l'ormule,  la  suivante  : 

m  =  P  ;  m  \ 

Par  exemple,  pour  p  =  o.^ 

m  =  2 


'--■>""-' ^  s  ■/■<'■' 


en  posant 
Puis, 


/^^^  =  t:;ixt:i^ 


B,  =  6A.,-3/nO^^;3^-,-:3^ 


2.3 


ce  qui  est  exact. 

l'2.   La  formule  (10)  montre  que  l'on  peut  poser,  si- 


(   5;'   ) 


multaiiéaient, 


(  —  I  )/' 


'l"-!'-^  B.,,, 


I  .  2  .  i  .  .  .  '2/» 

Par  conséquent,  la  somme  des  p^^'^^^s  puissances  des  ra- 
cines de  Véquation 


1.2.3        1 . 2 . 3 .  .1 . 5 


1 . 2 . 3 . . .  (  2  /i  -I-  I  ; 


est  égale  à 


■i'-p-i  B, 


1.1.3. . .ip 

Ceci  permet  aussi  de  développer  en  série  la  fonction  j% 
définie  par 


ey=i-^ 


1.2.3         1.2.3.4.5 


c'est-à-dire 
On  a 


;-  =  lof 


e- —  e-- 


B.,- 


B,        H- 


1.2  I  I . 2 . J . (  2 

Par  comparaison,  on  trouve 


1.2.3.4.5.6       3 


,("( 


]  az  =  loi;- 

e- — e~-        ^,/  '         2  5 


égalité  évidente,  qui  fournit  une  vérification  de  nos  foi- 
niules. 

13.  A  chaque  relation  entre  les  nombres  de  Bernoulli 
correspond  une  relation  isobarique.  Ainsi,  l'égalité  sym- 
bolique 

(B    -B}/'  =  /?B;,_i  — (p  — i)B/, 
donne 

m  =  /)  F"  m 

l.2.i.../>  .^  '  /M    0\  I  .2.3.  .  ..r/ 


Voilti  une  tonuule  digne  d'intérêt.  Elle  montre  que  la 
somme  des  ^^> ''"'^^  puissan(;es  des  racines  de  l'équation 


B,  ,  B.  .  V>n 


I  1.2  I  .  12  .  d  .  .  .  /i 

est  éarale  à 


I  .2.3.  .  ./J 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Il  y  a  une  infinité  de  systèmes  de  n  q aantités ,  jouis- 
sant de  la  propriété  que  la  somme  de  leurs  produits  p 
à  p  est  égale  à  la  somme  de  leurs  puissances  p'f""'''^  pour 
/;  =  1 ,  2,  3,  •  .  . ,  72.  Chaque  système  est  constitué  par 
les  racines  de  l'équation 

-.  _  l!i  X  C«-l  -  -^  À-2  z'^-^  -  .  .  .  ±  '^'-^ \n  ^  o, 

1  ï  .±  l  .l.i  .  .  .11 

dans  laquelle  on  attribue  à  ).  une  naleur  particulière, 
arbitraire. 

Par  exemple,  pour  /z  =  3,  on  a  les  quantités 

(.,   _  (3  —  /—  3),  —  (3  -~  /—  3). 

On  arrive  directement  au  même  résultat,  en  mettant  la 
formule  de  Newton  sous  la  l'orme  symbolique 

(y  — t)/' -+-(/>  — 1)7/.  =  o, 

après  avoir  posé 


f,,  =     -. 5  S„  = 


1  .  '2  .  3  .  .  ./»  l  .2.0.  .  .p 

11  suftit  d'observer  que  les  nombres  de  Bernoulli  satis- 
font à  la  relation  symbolique 

et  (jue,  par  conséquent,  pour  satisfaire  à  la  formule  de 


(  •>7;^  ) 
\ovvtoii,  tl(;  iiiaiiière  (jiic  y  =  7,  011  doit  prciulro 

Y  =  7  =  À  B. 

1  4.    Ou  peut  (Icvcloppcr  eu  série;  la  fonction  -)  ,  définie 
par  l'égalité 

~^    I    "        I  .  2  "  1 . 7. .  3  " 

c'est-à-dire 


Ou  a 


y 


.'  =  log  -^ • 

B,    ^5  ^     B-i      £^ 
1.2    u,  I .  vt .  3    3 


et  l'on  en  déduit  l'éiralité  évidente 

f'(i--.'-),=  =  u„4^.   ' 

nouvelle  vérification  de  nos  calculs. 

io.  Des  calculs  analogues  peuvent  être  établis  pour 
tout  systèuie  de  nombres,  défini  par  une  relation  récur- 
rente, et,  eu  particulier,  pour  les  nombres  d'Euler, 
définis  par  l'égalité  symbolique 


(n) 


(E-+-i)/'-i-(E  — I  i/'=o. 


Pour  le  calcul  immédiat  de  ces  nombres,  on  a  la  formule 
isobarique 


(l'2)      Eop  =  I  .2.3.  ..->,/?    > 


( —  II'' 


S(    -■' ") 


(Ju  sait,  d'ailleurs,  que  E^^,^!  =  o. 

10.  Ce  que  nous  avons  dit  sur  hîs  sommes  des 
jj^irmcs  puissances  des  racines  de  certaines  équations  ne 
(•«'sse  d'être  vrai  lorsque  le  degré  de  l'équation  augmente 


(  '^/'l  ) 

iiidéliniment.  Par  exemple,  si  1  on  (•oiisidèr(î  1  é(jualiou 

(I  —  z.){i  —  z-^){i  —  z'^).  .  .  =  o, 

on  peut  affirmer  que  la  somme  des  diviseurs  de  p  est  égale 
à  la  somme  des/>'^"*^^  puissances  de  toutes  les  racines  de 
l'unité.  Ce  résultat  est  évident  :  il  exprime  une  simple 
identité.  Ou  sait,  en  effet,  que  la  somme  des  jy""^^  puis- 
sances des  racines  ??i''"''^  de  l'unité  est  o,  sauf  lorsque 
m  divise  p;  dans  ce  cas,  elle  est  m.  Cela  résulte  aussi  de 
la  formule  (i).  Autre  exemple,  bien  remarquable.  La 
formule  (lo)  a  été  obtenue  en  considérant,  au  lieu  de 
l'égalité  (3),  cette  autre  égalité  symbolique 

cas  particulier  de  la  relation 

(  2  B    -  I V  —  'xp  —  (  ->.  —  ■>'')  V>,,  : 

et  en  observant  que  By,  rr^-.  o,  pour  p  impair,  excepté  B,, 
qui  est  4^.  Cela  étant,  la  comparaison  avec  \a  formule  de 
Newton  montre  qu'un  peut  poser,  simultanément, 

(—1)/'  -l^/'     1  B.2/, 

'  l.  1.  i  .  .  .(xp  --  \)  I  .  ->. .  î  .  .  .  !//' 

Lorsque  ii  augmente  indéfiniment,  aux  racines  de  l'équa- 
tion 

-/(-l  -"-2  I 


1.2.3  i.-2.3.4-'i  I  .2.3.  .  .(2«  -1-  Ij 

il  faut  substituer  les  racines  de 


v/I.Uv-^- 

e     v'-y  =:  o, 

c'est-à-dire 

— -            tt'^ 

7:2            -2 

1             l 

9             '^ 

Or  on  voit  directement  que 

*>  =  (—')/' -2/' ("i^-  -^ 

1           r       ,    1 

(  ^•7>   ) 
Un  obtient  ainsi  l'impuitante  formule 


I 


i 

v7> 


l'P 


(— i)p+i 


•Jl2/'     •  B, 


-I'    - 


l .À.  ). 


--/^ 


qu'on  démontre  ordinairement,  soit  dans  l'ancienne, 
soit  dans  la  nouvelle  théorie  des  nombres  de  Bernoiilli, 
au  moyen  d'intégrales  définies,  tandis  que  nous  n'avons 
eu  besoin  que  de  considérations  absolument  élémen- 
taires. Actuellement,  nous  cherchons  à  établir,  sur  ces 
bases  élémentaires,  une  méthode  générale,  pour  la  re- 
cherche des  sommes  analogues  à  celle  qui  vient  d'être 
déterminée. 

17.  Enfin,  montrons  comment  le  calcul  isobarique 
peut  être  utile  dans  l'étude  des  séries  récurrentes.  Soit 
//i,  «o,  U3,  .  .  .  une  telle  série,  définie  par  la  relation 


(i3) 


^lUn 


A,  Un 


A,i  iif 


En  prenant  Uo=  i,  tous  les  termes  sont  déterminés,  et 
l'on  trouve,  de  proche  en  proche. 


M,  =  Al,     M2=Aj--Ao,     r/f 


2A,A,   -  A 


en  général 


(i4) 
Inversement. 


m    r:    I       /) 


V' 


m  ^  p 

=  V 


(  — U"'+"' J^(".r,l 


Par  la  comparaison  de  cette  formule  avec  (la ),  on  voit 
(pi'on  peut  poser,  simultanément, 

^    I ^    ^ E2/' 

''  I  .9.  .'5  .  .  .•>.//  ^  I.2.3...7,/> 


Cela  tient  à  ce  <pic  l'égalité  de  délinition  (1  i  I  peut  être 


(  ^^7^'  ) 
mise  sous   la    iornn'  (i3).  Même  observation  pour    les 
no»//)/ es  de  Bernoulli.  Au  moyen  de  (i4)  on  peut  done 
inverser  les  relations  (9)  et  (  i  2  ).  Par  exemple,  on  obtient 


n  ~  ]i   ni 

.i^  0\i.2.3...-2.r/ 


.2.3.  ..'2/^ 

m  =  1     / 


18.  On  a  des  eas  particuliers  remar(juables,  lorsque 

Al  =  A,  =:...=  A/,  =  I,     A/,+1  =  Aa-(-2  = . . .  =  o. 

D'après  (14)7  "/j  représente  alors  le  nombre  des  déconi- 
posilions  de  p  en  parties  ejitières  et  positives,  non 
supérieures  à  A.  Pour  A  =  2,  on  obtient  la  série  de  Fi- 

bonacci 

I ,  •!,   3,   5,   8,   i3,  21,  34,    . . ., 

dont  le  ^>i'""^  terme  représente  doncle  nombre  des  décom- 
positions de  p  en  parties  égales  à  i  ou  à  2.  Ainsi  l'on  a 
j  —  2  -^  2  =  I  -^- 1  -f-  9.  =  I  -f-  2  -4-  I  =  2  -^  I  -1-  I  =  14-  I  -I-  I-T-  I  . 
Le  nombre  de  ces  décompositions  est  «.,  =  5. 

19.  Dans  certaines  questions,  qui  sont  en  rapport 
plus  direct  avec  l'algoritlime  étudié  par  M.  d'Ocagne, 
il  est  préférable  de  considérer  un  autre  algorithme 
t"'  f[x)^  pour  lequel  on  doit  prendre  toutes  les  solutions 
entières,  no7i  négatives,  de  l'équation 

Kn  sous-entendant  l'indice  /;,  on  trouve  aisément  les  re- 
lations syndjoliques 

,  __  ^m  ^  ,  [  _  S  |/H.        ,  -'-(—  S)'«=i   ('l  —  7)'". 

On  voit  sans  peine  que  le  coefticient  de  zP^  dans 

est  a-"' (  A.,).   Par  exemple,  si   A^=i,   ^J,' (  •  )  représente 


(  •'>77  ) 
le    nombre   des   solutions   entières,    non   négatives,   rie 
l'équation  jCi  -j-  Xo  -f-  .  .  .  +  x,„  =  /?,  de  sorte  que 

par  suite, 

(l  —  Z  —  Z^-r-  Z^-r    .  .  .)'" 

—  I—-  \^ni,l'^  "^  '-'m-t-l,»'»    ""■ '-'/«-r-2,3 -"  -T- .  .  .  . 

De  môme,  la  comparaison  des  développements  de  e^,  e'"* 
donne  la  forme  connue 


mP 


''"'"'  \i. -2.3... .r^' 


l.l.'i.  .  .p 

Ces  résultats  sont  évidents;  mais  ou  remarquera  que 
l'algorithme  o-  en  facilite  singulièrement  la  recherche. 
Il  peut,  d'ailleurs,  dans  certains  cas,  conduire  à  des  con- 
séquences plus  importantes  :  nous  l'appliquerons  aux 
séries  elliptiques,  en  relation  avec  l'analyse  indéterminée 
du  second  degré. 

20.  Voici  quelques  autres  formules,  dont  le  lecteur 
trouvera  facilement  la  démonstration  : 

a.  La  somme  des  produits  p  à  p  des  Ji  premiers 
nombres  entiers  est  donnée,  au  moyen  de  l'algorithme  o-, 
par  la  relation 

^n.p^  {n  -^  i)n.  .  .{n  -  p  -  ■z)nl-P'-'  (~^\. 

h.  Les  nombres  de  Bernoulli,  pris  de  quatre  en 
quatre,  satisfont  à  la  relation 

c.  Les  mêmes  nombres  sont  donnés  par  la  formule 
isobarique 

B.,.,.,.S...4/-i^^^ 

m  =  p 


I      m 


Aiiii.ilf   Mdthrnint .  ,  'S'  scrifi,  t.  III.  ^  l)pcpml»rp  iSS'j.) 


(  578  ) 
d.   Les  nombres   de  Bernoulli,  pris  de  huit  en  huit, 
satisfont  à  la  relation 

"~    ~  Il p  +  \  =  C8;3+4,8  "8  Up 

CgpH-iJG  Die-Î  Up-   \  -i-  C8/)+4,24  1^24  4"  Up-I  —  •  •  •  5 

où  les  nombres  u  sont  donnés  par  la  loi  de  récurrence 

avec  les  conditions  initiales  «,  ==  i,  «o  =  33.  On  trouve, 
de  proche  en  proche, 

?/3=ii2i,     «4~38ii3,     iis=  1294721,      «(1=42725793,     .... 

e.   Les  nombres  de  Bernoulli,  dont  l'indice  est  divi- 
sible par  8,  sont  donnés  par  la  formule 

«8/,=   1.2.3.  .  .8/J 


22/^-1 
m  ----  p 
X 

m  =  1 


n  ----  p  I  m 

y  I  (-  2 î r  n  r ».r+.         1 

^1        m         lO  Li.2.3..  .(8a:--+- 4)J 


Proposons-nous,  par  exemple,  de  calculer  B,o .  Nous 
obtenons 


1.2... 16 

l 


II2I  24-  332  ~\ 

24  ■ I 

1  .  2  ...  20  2        (  1  .  2  ...  I  2  )-  J 


Les  simplifications,  faciles  et  nombreuses,  amènent  itn- 
médiatement  le  résultat 

_       59  1 1 . i3  _      3617 

3.17.20  20  5 10 

21.  Dans  un  autre  article,  nous  monlierons  les  liai- 
sons de  l'algorilhine  isobarique  avec  la  fonction  de 
Wronski,  et  nous  en  étendrons  la  signification,  en  sup- 
primant la  condition  que  les  quantités  x,  dont  la  somme 
est  p,  soient  entières,  et  en  supposant  p  quelconque.  En 
outre,  novis  généraliserons  l'idée  d'algorithme  isobariqu»; 


(  ^79  ) 
en  remplaçant  la  condition  o",  -f-  ^u  H-  •  •  •  H-  ^i^m  =  p  p^'i" 
une  autre  condition  quelconque. 


CORRESPO\DAACE. 


La  formule  (47  )  donnée  par  M.  Picquet  dans  son  Mé- 
moire Sur  les  équations  diflérentielles  linéaires  à  coef- 
ficients constants  {^Journal  de  V Ecole  Polytechnique, 
LUI®  Cahier,  p.  i34?  paru  en  septembre  i883)  résulte 
immédiatement  des  formules  (  5  )  et  avant-dernière  de  ma 
Note  Sur  un  algorithme  algébrique  ( Nouv.  Annales, 
3*  série,  t.  II,  p.  224  et  226).  d'Ocagne. 

Je  suis  complètement  étranger  à  la  rédaction  et  à  la 
publication  de  l'Ouvrage  intitulé  :  Calcolo  dij^eren- 
ziale  e  principii  di  Calcolo  intégrale,  édité  à  Turin 
par  les  frères  Bocca,  libraires.  Cet  Ouvrage  est  dû  ex- 
ilusivement  à  M.  le  D"^  G-  Peano. 

Angelo  Gejnocchi. 

Nous  devons  mentionner  :  M.  E.  Barisien,  comme  ayant  résolu  la 
question  1488;  M.  Juhel-Rénoy,  comme  ayant  résolu  la  question 
1494;  M.  Louis  jM.,  comme  ayant  résolu  la  question  1495;  M.  E.  Ba- 
risien, comme  ayant  résolu  la  question  1496;  MM.  Plamenewski, 
E.  Barisien,  Geneix-Martin  et  F.  Pisani,  comme  ayant  résolu  la  ques- 
tion 1497;  MM.  E.  Barisien  et  F.  Pisani,  comme  ayant  résolu  la 
question  1499  ;  et  MM.  Plamenewski,  Rénoy,  de  Strékalof,  E.  Bari- 
sien et  F.  Pisani,  comme  ayant  résolu  la  question  1501. 

M.  E.  Barisien  nous  a  adressé  une  excellente  solution  analytique 
de  la  question  proposée  pour  l'admission  à  l'École  Polytechnique  en 
1884,  où  il  considère  aussi  les  cercles  exinscrits.  Il  n'avait  pas  con- 
naissance, au  moment  où  sa  lettre  nous  est  parvenue,  de  la  solution 
f(éométrique  publiée  en  octobre  dernier. 
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PUBLICATIONS  RECENTES. 


Cours  de  Géométrie  descriptive,  P'^\  olunie,  àrusago 
(les  élèves  de  la  classe  de  Mathématiques  élémentaires,  des 
élèves  des  Ecoles  supérieures  municipales,  des  candidats 
au  baccalauréat  es  sciences  et  au  diplôme  d'études^  par 
M.  E.  Jurisch,  agrégé  de  l'Université,  professeur  aux 
Ecoles  supérieures  municipales  Colbert  et  J.-B.  Say. 
Paris,  Cil.  Delagrave;  1880.  In-8,  avec  ligures  dans  le 
texte.  Prix  :  4'- 

Cours  deGéométrik  descuiptive,  li^  Volume,  àl'usage 
(les  élèves  de  la  classe  de  Matliématiques  spéciales  et  des 
candidats  à  l'Ecole  de  Saint-Cyr  et  à  l'Ecole  centrale  des 
/Vrts  et  Manufactures,  répondant  aux  nouveaux  pro- 
grammes 5  par  M.  E.  Jurisch,  agrégé  de  l'Université, 
professeur  de  Mathématiques  spéciales  à  l'Ecole  Colbert. 
Paris,  Cil.  D(dagrave;  1882.  In-8,avec  figures  et  pi  anches 
dans  le  texte.  Prix  :  S*^"". 

CaLC(JLO    DIFFEnEJNZIALK    E   PKlWClPll    Dl   CalCOLO   IIVTE- 

cr.ALE,  dal  An^elo  Genocchi ,  pubhlicato  cou  aggiunte 
(lai  D""  Giuseppe  Penno.  In-8.  Torino,  fralelli  Bocca; 
1884. 

TIUA(iES    A     PART. 

Salle  jorze  impulsive  che  hanno  la  medesinia  azione 
sopra  uno  slesso  punto  di  un  sistema  rigido;  INota  dell' 
ingegnere  Dott.  Udalrigo  Masoini.  Extrait  des' Jiendi- 
conti  délia  R.  Accademia  délie  Scienze  fis.  e  mat.  di 
IVapoli.  y*^  fascicule;  juillet  1884. 

Sulle  derivate  di  urdine  qualunque  délia  funzione 
poierizinle,   quando   l'nltrazione  e  proporzinjwle  ail' 


(  58i    ) 
inverso  deila  /z"'"  potenza  délia  distanza;  jNoU  dcll' 
ingegnere  Doit.  Loalrigo  Masoki.  Extrait  des  Rendi- 
conti  délia  li.  Accadenda  délie  Scienze  jis.  e  mat.  di 
Napoli.  'j^  fascicule;  juillet  i884- 

Relazioni  tra  le  radicï  di  alcune  equazioid  fonda- 
inentali  detevminanti;  Nota  di  P.  Tardy.  Extrait  des 
Atli  délie  R.  Accademia  délie  Scienze  di  Torino, 
vol.  XIX,  adunanza  del  2.5  niaggio  1884. 

Sur  la  théorie  des  sons  résultants;  par  le  P.  J.  Del- 
SALLx.  Extrait  des  Annales  de  la  Société  scientifique 
de  Bruxelles,  8*^  année-,  1884. 

Mémoire  sur  le  tétraèdre;  par  M.  J.  Nelberg. 
Extrait  du  t.  XXX\  II  des  Mémoires  couronnés  et  autres 
Mémoires,  publiés  par  l'Académie  de  Belgique;   1884. 

Abaissement  des  limites  fournies  par  la  règle  des 
signes  de  Descartes  ;  par  M.  Désiké  A^dri!:.  Extrait  des 
Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences  ;  janvier 
1884. 

Intorno  ad  una  leltera  di  Carlo  Federico  Gauss  al 
D""  Enrico  Guglielmo  Mattia  Olbers.  Memoria  di 
B.  BoJvcoMPAGKi.  Extrait  des  Atti  delV Accademia  pon- 
tificia  de'  Nuovi  Lincei,  t.  XXXVl  ;  sessione  A  II"*  del 
20  maggio  i883. 


ERRATA. 


Page  69,  dans  la  note  au  bas  de  la  page,  supprimez  mais  avec  iiiie^ 
démonstration  légèrement  erronée. 

Page  890,  ligne  7  en  remontant,  entre  oscillateurs  et  imaginaires, 
intercalez  dont  deux. 

Page  390,  ligne  8  en  remontant,  au  lieu  de  les,  lisez  deux. 

Page  433,  ligne  5,  au  lieu  de  Sn-p-hi,p-  lisez  Sn-i-p—\.p- 

Page  4'54)  ligne  7  en   remontant,  au  lieu  de  2^"*-'  — (/?  ~  i).  lisez 

2P+-  —  I  . 
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Sur  l'approximation   des   racines   des  équations   algébriques;  par 
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